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NUMERICKA MATEMATIKA
1. RJESAVANJE SISTEMA LINEARNIH JEDNACINA

Numericke metode za rjeSavanje sistema ljnearnih jednacina dijele se u dvije klase: (a)
direktne metode i (b) iterativne metode.

1.1. GAUSSOVA METODA ELIMINACIJE

Bice 1zlozen uobicajeni Gaussov postupak uzastopne eliminacije nepoznatih za rjeSavanje
sistema linearnih jednac¢ina oblika Ax = b.
Gaussovom metodom eliminacije za rjeSavanje sistema linearnih jednacina

Ax = b, (1)
gdje je A regularna kvadratna matrica dimenzije n X n 1 b n—dimenzioni vektor,

air ... Qdipn bl
A=

Api - -- Gnn b,
transformise se u konaéno mnogo koraka sistem (1) u sistem sa trougaonom matricom

U111 ... Uin
Ux = C, U= e 3 (2)

0 Unn,

¢ije rjesenje je identi¢no rjefenju polaznog sistema (1). Sistem (2) se, pod pretpostavkom da je
wi; #0,1=1,...,n, direktno moze rijesiti,

:c:c—n w~:ic~— " T t1=n—1,...,1.
n > i (z Z J)? > >

Uy q
. J
Upn (127 J=i+1

Prvi korak algoritma Gaussove eliminacije sastoji se u oduzimanju prve jednacine sistema
(1), pomnozene odgovarajuéim mnoziteljem, od svih ostalih jedna¢ina. Mnozitelji se odreduju
tako da se anulira promjenljiva z; u svim jednac¢inama izuzev u prvoj, tako da je pri oduzimanju
od i-te jednacine mnozitelj a;;1/aq11, ¢ = 2,...,n. Ocigledno je neophodno za realizaciju prvog
koraka da bude a;; # 0. Ukoliko taj uslov u sistemu (1) nije zadovoljen, permutacijom jednaéina
sistema, tj. stavljanjem na prvo mjesto jednacine kod koje je a,1 # 0 ovaj uslov se moze ispuniti.
Element a, matrice A postoji, jer je po pretpostavci matrica regularna i ne moze imati sve
nula elemente u prvoj koloni.

Napisimo prosirenu matricu datog sistema

a1l ... Gin | b1
[Alb =1 - || (3)

Api .. Opn | bn
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U prvom koraku transformise se matrica (3) u matricu

(1) (1) (1) bgl)

0 &) ... a |l
[ b=
0 aiblz) coooald) [ p)

Pri tome se eventualno vrii permutacija prve i p-te vrste. Element a,; naziva se glavni element
ili pivot, a postupak nalazenja glavnog elementa naziva se izbor glavnog elementa ili pivotiranje.
Zbog numericke stabilnosti algoritma, obi¢no se medu svim nenula elementima bira najveci po
modulu, |a,:| = max;<;<n |a;1|. Nalazenje pivota medu elementima samo jedne kolone matrice
naziva se djelimi¢no pivotiranje. Radi jednostavnosti, pretpostavimo da nije neophodno vrsiti
permutacije vrsta matrice A.

Sljededi korak eliminacije se sastoji u primjeni opisanog postupka na sistem dimenzije (n—1),
tj. na sistem sa proSirenom matricom ¢,7 > 2. Na taj nacin se u svakom koraku dimenzija
sistema koji se transformise smanjuje za jedan. U j—tom koraku prosirena matrica sistema ima

sljedeci oblik

* * | ok * | ok
0 ... x * c.. k| % AD | AW | p)

{Aj‘bj}: 0 ... 0% ... =|*| II}AE)}bij) ; (4)
o el

gdje * oznacava u opstem sluc¢aju nenulte elemente, Aﬁ) je gornje trougaona matrica dimenzije
j x 7, a dalje se transformise proSirena matrica [ A(232) ‘ b(zj) } dimenzije (n — j) x (n — 7 + 1).

(n—1)

U (n — 1)-vom koraku elementi matrice [ A1 ‘ b,_1 } su gornje trougaona matrica Aj;

(n (n—1)

dimenzije (n — 1) x (n — 1), matrica A12_1) dimenzije 1 X (n — 1), matrica Ay, =~ dimenzije
1 x 1 1 vektori b(ln_l) dimenzije (n — 1) i bgn_l) dimenzije 1. Dakle, matrica A,,_; je trazena
gornje trougaona matrica U, a vektor b,,_; vektor ¢ desne strane sistema (2). Tako smo dobili
niz matrica oblika (4)

[A[b] = [Ab] = 0 = [Aua|bus |=|U]c].

Racunske radnje koje sluze da se izracuna proSirena matrica { U ‘ c } cine tzv. direktni hod
algoritma, dok rjesavanje sistema sa trougaonom matricom Ux = ¢ ¢ni njegov obrnuti hod.
Time je Gaussov algoritam izlozen u potpunosti.

Primjer za Gaussovu metodu (n = 4). U primjeru se pojavljuje profirena matrica sistema.
U nastavku, "E” znaéi "equation” (jednacina). Gdje pise "E1”, to znaci "equation 1”7 i sli¢no:

—3E1+ E3 — E3
3z, + 8x9 + 1323 + 224 = 48 3 8 13 248 El+ E4 - E4
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123 4 |8 1 23 4 8

011 -7 11 —2E2+ E3 — E3 011 -7 11

0 2 4 —10|24 —3E2+ E4 — E4 00 2 4 2

0 37 6 |18 0 0 4 27 |-15
1 2 3 4 8 ZE1—|—2ZB2—|—3ZB3—|—4ZB4:8
011 -7 11 .’Eg—|—il§3—7.’l?4 =11

—283 + B4 = B4 002 4|2 2y + 4oy = 2
00 0 19|-19 1924 = —19
Sada, iz trougaonog oblika lako z4 = —1, 23 = 3, z5 = 1, z; = 1, ¢ime smo dosli do rjesenja.

1.2. TRODIJAGONALNI SISTEM JEDNACINA

Pri rjeSavanju razli¢itih problema u numerickoj matematici (interpolacija splajnovima, di-
ferencijski grani¢ni zadaci, ... ), javlja se potreba za rjesavanjem sistema linearnih jednacina
sa trodijagonalnom matricom

1z + bizy = dy
a;T;_1 —I-Ciil?i—l-biilﬁi+1 = di, = 2,...,71,— 1 (1)
ApTp_1 + CpTy = dn

Ovakav sistem se efikasno rjesava upravo Gaussovom metodom eliminacije, jer je broj racunskih
operacija koje treba izvrsiti asimptotski jednak 8n. U prvom koraku se iz prve jednacine sistema
(1), pod pretpostavkom da je ¢; # 0, izrazi z,

b d
__17 /62 = _17

(] ]

Ty = Qs + P2, Q2 =

i eliminise promjenljiva z; u drugoj jednacini sistema (1). Sada ova jednacina sadrzi samo
promjenljive x5 1 3, te se na isti na¢in u drugom koraku izrazi z, pomoéu z3. U (i — 1)-vom
koraku se dobija veza

Ti_1 = a;z; + i, (2)

pomocéu koje eliminisemo promjenljivu z;_; u i—toj jednalini sistema (1)
ai(;m; + ;) + cizi + bz = d;.
Ako napisemo ovu jednadinu u obliku (2),

b; d; — aif3;
Ty = —————— Ty + ———— = 1 Tip1 + Pig1,
¢ + a;q ¢ + a;qy
dobijamo rekurentne veze za izracunavanje koeficijenata «;, G;,

b; d; — a;f;
Qg1 = ————, Py =
¢ + a;qy

i=1,....n—1 (a; =0). (3)

Y
¢ + a;q
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Poslije (n — 1) ovakvih koraka, sistem (1) se svodi na sistem

ApTp_1 + CuTy, = dn

{zi_lzaiwi—l—ﬁi, 1=2,...,m

¢ije je rjesenje neposredno odredeno formulama

. dn - a'n/Bn

s T; = 012441 -|-5i+1, i:n—l,...,l. (4)
C’I’L —I_ a'nan

Ln

Stoga se Gaussova metoda eliminacije za rjesavanje linearnog sistema jednacina sa trodijago-
nalnom matricom sistema svodi na izra¢unavanje a; i 3;, ¢ = 2,...,n, po formulama (3) u
direktnom hodu, i nalazenje rjeSenja sistema (4) u obrnutom hodu.

Primjer sa sistemom linearnih jednacina ¢ija je matrica trodijagonalna (n = 5):

wlw_—fzj _1$ =0 El+ B2 — E2 il_izi_}

&1 2 — 43 — 9 — Ly = —
—2E3+ E4 — F4

6x3 + 4 + 5 = 27 6E4 + E5 — B —z4+ x5 =1

62134 — ]_]_ZE5 =-31 —51175 = —-25

Iz trougaonog oblika lako 5 =5, x4 =4, z3 =3, 2y = 2, ; = 1.

Za matricu se kaze da je trodijagonalna ako ona moze imati nenula elemente samo na
glavnoj dijagonali, na dijagonali neposredno iznad nje 1 na dijagonali neposredno ispod glavne
dijjagonale.

1.3. LU DEKOMPOZICIJA

Data kvadratna matrica A bic¢e prikazana kao proizvod donje trougaone matrice L sa je-
dinicama na dijagonali 1 gornje trougaone matrice U, znaéi A = LU. Kaze se da je izvrsena
njena LU dekompozicija ili trougaona dekompozicija. Materijal koji ¢e biti 1zlozen u ovoj sek-
ciji predstavlja direktan produzetak onoga o Cemu u sekciji ¢iji je naslov Gaussova metoda
eliminacije.

Pretnhodno opisane operacije sa jednac¢inama sistema Ax = b mozemo Trikazati matriénim

operacijama. U prvom koraku transformise se prosirena matrica sistema | A ‘ b } u matricu

{ A, ‘ b, }, §to je ekvivalentno mnozenju prosirene matrice sistema { A ‘ b }donje trougaonom
matricom sa jedinicama na dijagonali

1 0

Iy 1 .
(e ]=nfap] =] e

1, 0 1
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U j—tom koraku [ A;j ‘ b, } =L; { Ay ‘ b;_1 }, gdje je

1 0
(5-1)
_ 1 a;j
L= —ljp1; 1 > b %—1)” t=>
0 L O 1]

Veé je receno j = 1,...,n — 1. Isto tako { An_q ‘ b,_1 } = { U ‘ c } Napomenimo da smo
pretpostavili da se u toku realizacije algoritma ne vrse permutacije.
Stogaje | U|e | =LosLas...La| A|b | tj. L' L7 [ Ule | = | A|b].

S obzirom da je

1 0
1
L7 =
! lit1; 1
| 0 l,; O 1
to je
- 07
121 1

L lnl ln2 ln,n—l 1

pa je definitivno A = LU.
LU dekompoziciju A = LU moZemo izvriiti direktno, ne formirajuéi niz matrica. Iz A = LU
? veza izmedu elemenata matrice A sa jedne strane i elemenata matrica L i U sa

druge strane. Sistem od n? jednadina

dobijamo n

min(z,5)

a;; = E Lrur;  (Li=1)
k=1

ima ﬂnz—_ll nepoznatih [;;, 1 < j < ¢ < m, 1 ﬂn2_+11 nepoznatih u;;, 1 < ¢ < j < n. Poredak

izracunavanja [;; 1 u;; moze biti razlicit. MoZe se racunati po formulama

2—1
U1 = A1k, Ul = Az — Z lij’Uij, k= 2,...,1,
j=1
i—1
ar1 1 . .
lklz—, lki:_(aki_zlkjuji)a k:z—l—l,...,n, 7,:2,...,n. (1)
U11 U4 1

Gaussova eliminacija i LU dekompozicija se razlikuju samo u redosljedu operacija. Kako je
element agz) = ;) — Yoo_q listtsp, matrice A;, date u (4), ustvari j—ta parcijalna suma prve od
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formula (1), to znac¢i da se u Gaussovoj eliminaciji skalarni proizvod (1) racuna postepeno i
medurezultati se memorisu, dok se LU dekompozicijom taj skalarni proizvod racuna odjednom
u cjelini, $to moze biti prednost u smislu smanjenja racunske greske (ako se medurezultati ne
memori§u u dvostrukoj tacnosti).

Na kraju, ponovimo jednu reéenicu iz sekcije na koju se pozivamo. Ako je poznata LU
dekompozicija neke matrice A, tj. poznate su matrice L 1 U, imamo da je Ax = LUx = b, te
se rjesavanje sistema Ax = b svodi na rjefavanje dva trougaona sistema: Ly = b, Ux =y.

Primjer za LU dekompoziciju date matrice A (primjer za A = LU kada je n = 2):
43| _| 1 0] (4 3
6 3| |15 1 0 —1,5 |°

Primjer za LU dekompoziciju date matrice A (primjer za A = LU kada je n = 3):

316 1 0 0 3 1 6
11 1|=|1/3 1 0|-]0 2/3 -1
2 1 3 2/3 1/2 1 0 0 -—1/2

1.4. CHOLESKY DEKOMPOZICIJA

Razmotrimo realnu kvadratnu matricu A dimenzije n x n. Pretpostavimo da je A simetri¢na
i pozitivna (pozitivno definitna). To znaéi da je AT = A > 0. Detaljnije, aj; = a;; i skalarni
proizvod (Ax,x) > 0 kada x # 0.

Postoji jedinstveno odredena donje trougaona matrica L, koja je takode realna,

l11 0
L= lfl lf2 ) L Li>0, i=1,...n,
l,;l lr;z lon
takva da je
A=1LL". (1)

Iz relacije (1) se dobijaju veze izmedu elemenata matrica A1 L,
Az = |lzl|2++ |lii|27 a;; :lillj1‘|‘---‘|‘lijljj, ] <’I:7 = 1,...,’[1,, (2)

te se elemrnti matrice L racunaju po formulama

a; i-1 1 i o
li=+an, lx= —17 Lii = \| @i — E \Liel?2, ;= _(aij — E likljk), l<j<i<mn. (3)
ly P Li P

S obzirom na simetri¢nost 1 pozitivnu definitnost matrice A, potkorjene velicine u formulama
(3) su pozitivne. Kako iz (2) slijedi da je |l;;| < \/a;, elementi matrice L ne mogu biti suvise
veliki, pa je metoda stabilna u nekom smislu.
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Kada je matrica L odredena, rjesenje sistema Ax = b se nalazi rjeSavanjem dva trougaona
sistema Ly = b, LTx = y.
Iz (1) je det(A) = det(L) det(LT) = (det(L))?, te je det(A) = (L1 - ... - lnn)

Primjer za Cholesky dekompoziciju (primjer za A = LLT):

4 12 16 2 00 2 6 =8
12 37 —-43|=| 6 1 0|-]0 1 5
—16 —43 98 -8 5 3 00 3

Vremenski trosak ("run time”) za realizaciju algoritma za rjeSavanje sistema linearnih
jednaéina Ax = b baziranog na Cholesky dekompoziciji iznosi t,, ~ n® aritmeti¢kih operacija

6
mnozenja 1 dijeljenja, dok je u slucaju primjene Gaussove metode eliminacije bilo ¢, ~ %ns.

1.5. JACOBIJEVA METODA

U ovoj sekciji bice izlozena jedna iterativna metoda za rjesavanje sistema linearnih jednacina
1 bice dokazana teorema o dovoljnim uslovima za njenu konvergenciju. Neka je A realna matrica
dimenzije n X n. U numerickoj metodi, pretpostavlja se da je matrica sistema A dijagonalno
dominantna. Za matricu A kaze se da je dijagonalno dominantna ako postoji broj g < 1 takav da
za svako 4 = 1,...,n vazi nejednakost 32, ; [ai;| < glag| (sumapo j =1,....i—1,i+1,...,n),
a; # 0. Iz linearne algebre je poznato da je takva matrica regularna.

Razmotrimo sistem linearnih jednacina Ax = b, gdje je

air ... Qaipn L1 bl
A=

Api ... Gnn T b,

Matricu A rastavimo na zbir dijagonalne matrice P 1 matrice () koja ima nule po glavnoj

dijagonali, A =P + @,

ai1 O 0 a19

P: Q: a'21 0

3

0 An
Pomnozimo relaciju Px + Qx =bsa P71: x = —P7'Qx+ P~ 'bili x = Bx +c,

0 —alz/all —als/all bl/all
B = —azl/azz 0 —azs/azz .

bn / Ann,

Uzastopne aproksimacije racunaju se po formuli X411 = Bxy + ¢ (k > 1). Da li niz uzastopnih
aproksimacija konvergira kad k — oo ka rjesenju x sistema Ax = b?

Teorema. Ako je matrica A dijagonalno dominantna (za svako 4, 33;.; |ai;| < qlas|) onda
vazi limy_, ., X3, = X, bez obzira na izbor pocetne aproksimacije Xg.

Dokaz. Mi ¢emo dokazati teoremu svodenjem na princip kontrakcije, na Banachovu teoremu
o fiksnoj tacki u kojoj se posmatra preslikavanje ¢: X — X koje je kontrakcija u komplet-
nom metrickom prostoru X. Razmotrimo vektorski prostor R™ i za proizvoljmi vektor x iz
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tog prostora stavimo ||x|| = max;<;<n |#i|, obi¢no se oznacava kao ||x||~. Poznato je da su
sve aksiome norme ispunjene. Takode je poznato da indukovana norma linearnog operatora

B imosi || B|| = max;<i<n (Ejzl |b”|) Kada se za dva proizvoljna vektora x i y iz prostora

X = R" definise rastojanje kao d(x,y) = ||x—y|| onda imamo jedan kompletan metricki prostor
(X, d).

Da izra¢unamo ||Bl|:

3 Jbigl = lais| /|
7j=1

= > |bjl<q¢ = |B|<g<l
i i=1

Razmotrimo preslikavanje ¢(x) = Bx + ¢ (x € X). Za dva proizvoljna vektora x i y:

p(y)=By+c, ¢(x)=DBx+c, ¢(y)-p(x)=By+c—Bx—c=DBy-x) =

le(¥) =) = I1Bly =) <|BI[-lly =%l < qlly =x[ = dle(x),¢(y)) < qd(x,y).
Mi smo pokazali da su ispunjeni svi uslovi principa kontrakcije, pa zato niz xp = p(Xk_1)
konvergira ka jedinstvenom rjefenju x jednacine p(x) = x. Dokaz je zavrsen.

Sa principom kontrakcije obiéno dolaze i1 dvije formule koje mozemo koristiti za ocjenu
greske k—te aproksimacije:

k
—q_—qul — %o,

q
HX— XkH <1 HX - Xk” < Eﬂxk - xk—lH'

Primjer za Jacobijevu metodu. Razmotrimo Ax = b, tj. x = Bx+ ¢ = X341 = Bxp + cili

10 -1 =5 x1 —12 x1 0 0,1 05 x1 -1,2
1 5 =2 ||z | = 3 , ). g | =02 0 04 || 22 |[+]| 06
4 -1 10 T3 42 T3 -0,4 0,1 0 T3 4,2
PR 0 01 05 oY 1,2
= 2 =102 0 04| |2 |+]| 06
xng) -04 0,1 0 wg’“) 4.2
Izaberimo pocetni vektor xo = {:Bgo) ;pgo) mgo) }T = [O 0 0 }T. Pomocu kompjutera,
izracunali smo Xi,...,X;qg, a rezultati su prikazani u narednoj tabeli:
] WD [
1 -1,2 0,6 4,2
2 0,96 2,52 4,74
3 1,422 2,304 4,068
4 | 1,0644 | 1,9428 | 3,8616
5 | 0,92508 | 1,93176 | 3,96852
6 |0,97744 | 2,00239 | 4,02314
7 | 1,01181 | 2,01377 | 4,00926
8 | 1,00601 | 2,00134 | 3,99665
9 |0,99846 | 1,99746 | 3,99773
10 | 0,99861 | 1,99940 | 4,00036
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T
Itd. Niz {x;}2, konvergira ka x = { Ti To T3 } ,edjeje g =1,y = 2, z3 = 4.

Dijjagonalno dominantna f: laij| < |al.
j=1
i

1.6. METODA KONJUGOVANIH GRADIJENATA

Metoda konjugovanih gradijenata sluzi za rjeSavanje sistema linearnih jednacina Ax = b u
slu¢aju simetri¢éne i pozitivno definitne realne kvadratne matrice A (AT = A > 0). Razmotrimo
funkcional f(x) = (Ax,x) — 2(b,x). Lako se pokazuje da se minimum funkcije f = f(x)
ostvaruje u tacki x € R™ koja predstavlja rjesenje sistema. Tako da ¢emo rjesavati problem o
minimumu funkcije f. Znamo da je f skalarno polje, a grad f vektorsko polje (druga oznaka

Vf). Znamo da je po definiciji grad f = (%, ceey %). Fiksirajmo za trenutak jednu tacku
u R" 1 oznaéimo je kao x ili kao P. Iz matematicke analize poznato je sljedece. Posmatrajmo

tacku @ blizu tacke P i posmatrajmo vrijednosti f(P) i f(Q). Dali je f(Q) veée, u kom smjeru

1@ se postize najbrzi rast (povecanje) vrijednosti f? Naravno, to je smjer gradijenta. Sli¢no,
ako zelimo smanjenje f onda treba izabrati smjer — grad f(P), ponekad se kaze da je to smjer
anti-gradijenta. Lako je izrac¢unati da je u razmatranom sluc¢aju grad f(x) = 2Ax — 2b.

U numerickoj metodi, na pocetku se izabere jedna proizvoljna tacka P,. U prvoj iteraciji
treba odrediti tacku P; u kojoj f ima manju vrijednost. Dogovorili smo se da éemo od tacke Py
preci odredeni put po liniji —grad f(FP) i tako stié¢i do tacke P. Znadi, P, = Py — 5 grad f(F),
za neko a > 0. Treba se drzati izabranog pravca sve dok f opada. Vidimo da smo postavili
problem o minimumu u slu¢aju jedne promjenljive: nac¢i a € R za koje se ostvaruje najmanja
moguca vrijednost izraza f(xo — a(Axo — b)). Mali problem se lako rjesava i odgovor glasi
a = ag = (ro,ro)/(Arg,ro), gdje je ro = Axo —b. Obicno se za r = Ax — b kaze da predstavlja
"nepovezanost” ili "ostatak”. Prema tome, imamo definitivno P, = P, — % grad f(FP,) =
Py — ap(Axo — b) ili svejedno x; = xo — % grad f(xo).

Oko ekvivalentnosti dva problema: vazi f(x) — f(x*) = (A(x — x*),x — x*) > 0, gdje je

9 o
Oz’ ") Ozn

(Ax,x) — 2(x,b) = X7, aywiw; — 2370, bz, ocito x = (21,...,%,), komponente vektora.
Ii: ¢; = limg_o {EFCN=IE) — 9 Ax ;) — 2(x,e;), grad f(x) = 0, cie; = 24x — 2b. Oko
a: f(xo + ac) = a*(Ac,c) + 2a{rg,c) + f(xo), veé je bilo rg = Axy — b. Zatim ¢ = rg 1
%f(xo + ac) = 0. Na taj nacin, 2a{Arg,ro) + 2(ro,ro) = 0. Zanimljivo je zapaziti da su
vektori grad f(xo) 1 ro kolinearni.

x* = A™'b (pa i tatka minimuma). Oko grad: treba primijeniti operaciju na

Sliéno druga iteracija, itd.

Samo se napominje da je detaljno izlaganje metode konjugovanih gradijenata prilicno kom-
plikovano. Prva iteracija metode konjugovanih gradijenata poklapa se sa prvom iteracijom
metode gradijentnog spusta.

Na redu je najjednostavniji moguéi primjer. Neka je dato A = l 9.0 ] 1b= l y ] (tako

0 16 16
da je (z1,z2) = (1,1)). Odgovarajuéi funkcional glasi f(z;,z2) = 9z} + 1622 — 18z, — 32z,.
Takode je dato i xo = (9,—3,5), to je proizvoljno izabrana pocetna tacka P,. Mi redom

ratunamo, u cilju odredivanja tacke P;: grad f(x) = (18z; — 18,32z, — 32), grad f(xo) =
(144, —144), ro = Axo — b = (72,-72), Ar, = (648, —1152), ap = % = 2,% =X —

% grad f(xo) = (3,24,2,26). Time smo dobili odgovor. Broj f(x1) manji je od broja f(xo),
rastojanje d( Py, P) manje je od rastojanja d(Pp, P), gdje P(1,1) predstavlja cilj. V. sliku.
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Na slici su prikazani: (1) tacka P koja odgovara minimumu funkcije f(z1,z2), (2) polazna
tacka Py, (3) smjer grad f(Py) od Py SE, (4) suprotni smjer od Py NW prema P; i dalje, (5)
iduéa tacka Py i (6) nivo-linija f(z;, ) = const, f(x) = f(x1), elipsa sa centrom u tacki P,
jednagina elipse (z; — 1)%/16 + (z2 — 1)2/9 = 0,49. ZapaZa se da prava linija tangira elipsu,

tako da je prikazana i spoljainja normala 7;.

T2

{1

—

Slika: Smanjenje po gradijentu,
min f(x) ekvivalentno Ax = b. smjer grad f(Py)
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2. METODE ZA RACUNANJE SVOJSTVENIH VRIJEDNOSTI (SOPSTVE-
NIH VRIJEDNOSTI) MATRICE

Rijesiti potpuni problem svojstvenih vrijednosti za datu (realnu) kvadratnu matricu A reda
n zna¢l odrediti sve njene svojstvene vrijednosti 1 odgovarajuce svojstvene vektore. Rijesiti
djelimiéni problem znaci odrediti neke svojstvene vrijednosti ili jednu svojstvenu vrijednost. Za
male vrijednosti n, svojstvene vrijednosti mogu da budu odredene iz uslova det(A — AI) = 0,
gdje je I jediniéna matrica.

2.1. METODA STEPENA

Na engleskom se kaze power method. Takode se kaze 1 metoda skalarnog proizvoda. Nu-
mericka metoda sluzi za racunanje najvece po modulu svojstvene vrijednosti date simetriéne
matrice A (AT = A).

Razmotrimo realnu simetri¢cnu matricu A dimenzije n x n:

aix 0 O1n
A=
Ap1 =+ Gpp
(aji = a;;). Oznacimo njene svojstvene vrijednosti kao Aq,..., A, gdje \; € R (i = 1,...,n),
svaka svojstvena vrijednost broji se sa svojom visestrukoséu. Neka je numeracija izvrsena tako
da vazi
Ml Pl = .
Oznac¢imo odgovarajuce svojstvene vektore sa e;, gdje e; € R™ (i = 1,...,n). tako da vazi

Ae; = Ae;. Iz linearne algebre znamo: buduéi da je matrica A simetricna to vazi e; L e,
tj. (e;,e;) = 0 kada je ¢ # j. Svakako da se skalarni proizvod vektora x ¢ije su komponente

T1,...,%, 1 vektora y ¢ije su komponente yi, ..., y, definiSe kao (x,y) = >°; z;y;. [zaberimo
svojstvene vektore tako da vazi ||e;]| = 1. Svakako da se norma vektora definise kao ||x|| =
(x,x). Sistem vektora (e, ...,e,) ¢ni ortonormiranu bazu vektorskog prostora R™.

Mozemo pisati x = Y0 (X, e;)e;, kao 1 Ax =37 Ai(x,e;)e;.
Prelazimo na izgradnju numericke metode. Biée konstruisan niz brojeva {us}i2, (ur € R)
takav da je kh_}rgo tr = A1, pod odredenim pretpostavkama.
Izaberimo na proizvoljan naéin vektor xo € R", treba xq # (0,...,0). Vektor xq razlozimo
po bazi (eg,...,e,). Imamo da je xo = X1 ; ¢;e;, gdje ¢; € R. Znamo da je ¢; = (Xo, €;).
Stavimo
X1 = AXg, X = Ax;, ..., Xp= Axy_1,

Imamo da je x; = Axg = AY ", cie; = S0, c;Ae; = S0 cihe;. Slicno, xo = S0, e\ ey, .. .,
x, = Yo, ciaFe;, .. .. Izraéunajmo skalarne proizvode (xi,Xy) i (Xgy1,Xz). Imamo u vidu da
jee; L e;kadajei # 5:

(Xp, Xp) = E czcj/\k)\k (ei, e;) Zcf/\fk,

3,5=1

k41 k 23 2k+1
(Xpt1,Xp) = Z cic; AT A (e, €5) Zc A

7,j=1
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Stavimo
<xk+1 > Xk>

, k>0.
<Xk,Xk> o

Hr =
Sada je aproksimacioni niz {pug}3>, definisan i proces ra¢unanja ili algoritam je definisan.

Mi éemo pretpostaviti da je ispunjeno |A;| > |Az|. Drugim rije¢ima, da je najveéa po
modulu svojstvena vrijednost jedinstvena. Tada se za nju kaze da je dominantna. Takode
¢emo pretpostaviti da je ¢; = (%9, e1) # 0, koeficijent uz e; u razlaganju vektora xq.

Teorema. Neka je |A1| > |Az2] 1 ¢; = (X0,e1) # 0. Tada vazi klim pr = A1. Pored toga,

— 00
A1 — px] = O(¢") kad k — oo, gdje je ¢ = |Aa/ A%

Dokaz teoreme:

2k+1
iy = AN 2Nk
k pu—
X4+ cZ A2k

1 vidimo da je  lim i = Aq,
k—oo

Cg(/\g — Al)/\gk —|— . —|— Ci()‘n — /\1))\ik

N P
He = A GNF L f 2\ :

2 2k 2 2k Ag |2k

e — A1| < 2A2k(c2.2|)\1|)\2 —|—...—|—cn.2|/\1|/\n):O<‘)\—1 ).

Teorema je dokazana.
Zapaza se da x; ~ c;A\Fe; (k — o).
-1
2

Primjer za pojam svojstvenih vrijednosti 1 vektora. Razmotrimo matricu A =

Moze se lako izr. da je Ay =4, Ay, = 11 da su odgovarajuéi vektori v; = l _11 ] 1Vy = l ; ]
1
2

.. . .. 3 -1 Ly | 4 ].13 -1
DaprOVJerlmo.Zalsta,taCHOJe[_2 9 ]-[_1]_[_4]1[_2 5 ][ ] l

5 1 ] za koju vazi Ay, = 4+ V2.

Primjer za metodu stepena. Razmotrimo matricu A =

1 3

1
-1

4 18 88
xl:[_2]7M0:%:37x2:[ 2]M1:E_38X3 [12]7#2:%:478

2.2. QR ALGORITAM

. Izra¢unajmo iteracije do ps preko x; = Axp_1, pr, = Ket1:Xe)  Redom

Izaberimo xg = )

QR ALGORITHM - FROM WIKIPEDIA, THE FREE ENCYCLOPEDIA

In numerical linear algebra, the QR algorithm is an eigenvalue algorithm: that is, a pro-
cedure to calculate the eigenvalues and eigenvectors of a matrix. The QR transformation was
developed in the late 1950s by John G.F. Francis (England) and by Vera N. Kublanovskaya
(USSR), working independently. The basic idea is to perform a QR decomposition, writing
the matrix as a product of an orthogonal matrix and an upper triangular matrix, multiply the
factors in the reverse order and iterate.

The practical QR algorithm
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Formally, let A be a real matrix of which we want to compute the eigenvalues, and let
Ao = A. At the k—th step (starting with & = 0), we compute the QR decomposition Ay = QR
where @}, is an orthogonal matrix (i.e. QT = Q~') and Ry, is an upper triangular matrix. We
then form Ajy; = RpQr. Note that

Aps1 = ReQr = Q3 'QrReQr = Q3" ArQr = QF A1Q,

so all the Ay are similar and hence they have the same eigenvalues. The algorithm is numerically
stable because it proceeds by orthogonal similarity transforms.

Under certain conditions the matrices Ay converge to a triangular matrix, the Schur form of
A. The eigenvalues of a triangular matrix are listed on the diagonal and the eigenvalue problem
1s solved. In testing for convergence it is impractical to require exact zeros, but the Gershgorin
circle theorem provides a bound on the error.

In this crude form the iterations are relatively expensive. This can be mitigated by first
bringing the matrix A to upper Hessenberg form (which costs ?n?’ + O(n?) arithmetic opera-
tions using a technique based on Householder reduction), with a finite sequence of orthogonal
similarity transforms, somewhat like a two—sided QR decomposition. (For QR decomposition,
the Householder reflectors are multiplied only on the left, but for the Hessenberg case they are
multiplied on both left and right.) Determining the QR decomposition of an upper Hessenberg
matrix costs 6n® + O(n) arithmetic operations. Moreover, because the Hessenberg form is al-
ready nearly upper—triangular (it has just one nonzero entry below each diagonal), using it as
a starting point reduces the number of steps required for convergence of the QR algorithm.

If the original matrix is symmetric, then the upper Hessenberg matrix is also symmetric and
thus tridiagonal, and so are all the A. This procedure costs %n?’ + O(n?) arithmetic operations
using a technique based on Householder reduction. Determining the QR decomposition of a
symmetric tridiagonal matrix costs O(n) operations.

The rate of convergence depends on the separation between eigenvalues, so a practical
algorithm will use shifts, either explicit or implicit, to increase separation and accelerate con-
vergence. A typical symmetric QR algorithm isolates each eigenvalue (then reduces the size of
the matrix) with only one or two iterations, making it efficient as well as robust.

The implicit QR algorithm

In modern computational practice, the QR algorithm is performed in an implicit version
which makes the use of multiple shifts easier to introduce. The matrix is first brought to
upper Hessenberg form Ay = QAQT as in the explicit version; then, at each step, the first
column of Ay, is transformed via a small-size Householder similarity transformation to the first
column of p(Ax) (or p(Ax)er), where p(Ayg), of degree r, is the polynomial that defines the
shifting strategy (often p(z) = (z — A)(z — ), where A and X are the two eigenvalues of the
trailing 2 x 2 principal submatrix of Ay, the so—called "implicit double-shift”). Then successive
Householder transformation of size r 4+ 1 are performed in order to return the working matrix
Ay, to upper Hessenberg form. This operation is known as ”bulge chasing”, due to the peculiar
shape of the non-zero entries of the matrix along the steps of the algorithm. As in the first
version, deflation is performed as soon as one of the sub—diagonal entries of Ay is sufficiently
small.

Interpretation and convergence
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The QR algorithm can be seen as a more sophisticated variation of the basic ”power”
eigenvalue algorithm. Recall that the power algorithm repeatedly multiplies A times a single
vector, normalizing after each iteration. The vector converges to an eigenvector of the largest
eigenvalue. Instead, the QR algorithm works with a complete basis of vectors, using QR de-
composition to renormalize (and orthogonalize). For a symmetric matrix A, upon convergence,
AQ = QA, where A is the diagonal matrix of eigenvalues to which A converged, and where @ is
a composite of all the orthogonal similarity transforms required to get there. Thus the columns
of @ are the eigenvectors.

History

The QR algorithm was preceded by the LR algorithm, which uses the LU decomposition
instead of the QR decomposition. The QR algorithm is more stable, so the LR algorithm is
rarely used nowadays. However, it represents an important step in the development of the QR
algorithm.

NESTABILNOST?

* % * Numerical stability. In the mathematical subfield of numerical analysis, numerical
stability is a generally desirable property of numerical algorithms. The concern is the growth
of round-off errors and/or initially small fluctuations in initial data which might cause a large
deviation of final answer from the exact solution. Some numerical algorithms may damp out
the small fluctuations (errors) in the input data; others might magnify such errors (Wikipedia).

% % Linearni sistem je stabilan ukoliko malim promjenama ulaznih parametara (elementi
matrice sistema i vektora slobodnih ¢lanova) odgovaraju male promjene rjeSenja (Desanka
Radunovié: Numericke metode).

Primjer sa greskom ulaznih podataka. Razmotrimo sistem z + 0,99y = a, 0,99z + 0,98y = b.
Ispostavlja se da 1 neznatne promjene Aa i Ab brojeva a 1 b prouzrokuju velike promjene Az i
Ay rjeSenja sistema x 1 .

Primjer sa greskom ra¢unanja (sa racunskom greskom). Neka je a = 1,0001, b =1, y =
Vva — vb. Kompjuter saopstava y = 5,000705 - 1073, §to je prili¢no neprecizno. Naime, moze
se raditi po formuli y = (a — b)/(y/a + v/b), odnosno y = 0,0001/(y/a + v/b). Tako éemo dobiti
tacan rezultat y = 4,999875 - 10~° (ima svih 7 sigurnih cifara).
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3. METODA KONACNIH RAZLKIKA ZA RIESAVANJE GRANICNOG ZA-
DATKA ZA OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE

Bic¢e konstruisana numericka metoda za dobijanje pribliznog rjeSenja grani¢nog zadatka
drugog reda. Biée dokazano da numeri¢ka metoda ima tzv. red aproksimacije A% i da je ona
stabilna u odnosu na svoju desnu stranu 1 u odnosu na svoja dva grani¢na uslova. Na kraju ée
biti dokazano da ona konvergira, s tim da je red konvergencije (red taénosti) takode h?.

3.1. NUMERICKI ALGORITAM

Prvo se daje postavka analitickog zadatka koji treba da bude numeric¢ki rijeSen. Neka
p € C?0,X], p(z) > 0za z € [0,X], f€ C?0,X]. Razmotrimo jednacinu

—y" +p(z)y(z) = f(z) za 0<z<X (1)

1 grani¢ne uslove

y(0) =a, y(X)=0. (2)
Iz teorije obi¢nih d. j. poznata su sljedeéa svojstva grani¢nog zadatka (1)—(2). Zadatak (1)—(2)
ima jedinstveno rjesenje y = y(z) iy € C*0,X]. Moze se posmatrati diferencijalni operator
Ly = —y" + p(z)y ¢iji je domen skup D = {y: y € C?[0,X], y(0) = y(X) = 0}. Samo se
napominje da je operator L simetri¢an, tj. vazi (Lyi,y2) = (Y1, Ly2) za sve y1,y2 € D (za
simetri¢nost nije potrebno p(z) > 0). Pored toga, operator je i pozirivan, tj. vazi (Ly,y) > 0
za sve y € D osim za y(z) = 0. U Lebesgueovom prostoru L?*(0, X), skalarni proizvod dvije
funkcije definise se kao (y1,ys) = [¥ y1()ys(z)dz.

Neka je N prirodan broj i neka je h = X/N. Uvedimo ekvidistantnu mrezu ¢vorova z,, = nh
za 0 < n < N. Neka je y = y(z) analiticko rjeSenje razmatranog zadatka (1)-(2), tako da je
y(z,) njegova vrijednost u ¢voru ¢ = z,,. Neka su y,, odgovarajuée priblizne vrijednosti, biée
dobijene kasnije. Uvedimo i oznaku za gresku (gresku metode): R, = y(z,) —ynza 0 <n < N.

Neka je .
to(y(2a) = =55 (y(@ars) = 2y(2a) + (1)

1
ra = —to(y(zn)) — y"(2n) = ﬁ(y(wnﬂ) = 2y(@a) + Y(20-1)) = y"(2n).
Za r, se kaze da je greska aproksimacije. Poznata je sljedeca formula:

1
12

Tn yIV(é’n)h27 ngeJe Tp-1 < fn < Tpg1-

Dokazimo formulu koris¢enjem Taylorovog razvoja

1 1 1
y(en + @) = y(zn) + ay'(zn) + 50°Y (@) + 570°"(@n) + o'y" (20 + ba)
(0<f<l)kadajea=hia=—h
1

T2

o= o (yl) o (el + 0™ (@ = 2y (o) +

1 1
y(zn) + iy"(f”n)hz + Ji‘/w(fz)h‘L) — 2y (zn) =
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1
m (yIV(fl) _I_ yIV(fz)) — EyIV(f)hz-
Tako da je greska aproksimacije reda b?. Ili |r,| < 5 Myh%, gdje je My = max,eo.x) |y’ (=),
gdje je y = y(z) tacno rjeSenje za (1)—(2).
Neka je p, = p(z,) 1 fn = f(2,). Napisimo jednacéinu (1) kada je z = z,:

—y"(zn) + puy(zn) = fa

Uvedimo oznaku

Uy(en) = =15 (4(@ns1) = 29(20) + Y(2n-1)) + Pay(2a)-

Imamo
Uy(zs)) = fu — Tn

U numeri¢koj metodi, drugi izvod y”(z) u évoru & = =, biva zamijenjen podijeljenom
razlikom koja je sastavljena od efektivno poznatih brojeva {y,}_; (biée dobijeni kasnije), t;.
od Yn_1, Yn, Uns1, a ne od brojeva y(zn_1), y(=n), Y(Tni1). Mi éemo saznati brojeve {y,}N_,
ako rijesimo sljededéi sistem linearnih jednacina:

1

_ﬁ(ynﬁ-l - 2yn + yn—l) —I'pnyn - fn il [(yn) - fn7 1 g n g N — ]-7 (3)
yo=a, yv=D>. (4)
y i
————_y(zn) IR”
— ™

" y=y(z)

//

a

LN b

—— — -
1 T L IN-1 X

3.2. TEOREMA O DOVOLJNIM USLOVIMA ZA KONVERGENCIJU NU-
MERICKE METODE

Imamo da je £(y(z,)) = fo — a1 £(yn) = fn. Oduzimanjem, uzimajuéi u obzir linearnost
diferencnog izraza £,

Uy(xn))—L(Yn) = fo—Tn—fu i Ly(zn)—yn) = —r, i L(R,)=—-r,, 1<n<N-1,
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veza greske metode R, 1 greske aproksimacije 7.

Bic¢e dokazana sljedeéa teorema.

Teorema. Sistem linearnih jednac¢ina (3)-(4) ima jedinstveno tjesenje {y,}2_, i vazi
sljedeéa formula (za ocjenu greske)

max_|R,| < iX2M4h2.
0<n<N 96
Mi ¢emo ustvari dokazati nesto opstiju teoremu koja se odnosi na nesto opstiju situaciju.
Prethodna teorema analizira samo gresku metode. Sljedeca teorema uzima u obzir i gresku
racunanja i gre§ku izazvanu pribliznoséu ulaznih podataka; ulazni podaci su a1 b. Neka velicine
{yn}Y_, viSe ne zadovoljavaju sistem (3)-(4) nego odsad uzimamo da one zadovoljavaju sljedeéi
sistem:

1 -
__(yn—l—l - 2yn + yn—l) —I'pnyn - fn + 571, il Z(yn) = fn + 5717 1 S n S N — 17 (5)

h?
yo=a— Ry, ynv=0>b— Ry. (6)
Uslovi (5)—(6) bi se ocito sveli na (3)—(4) da je , = 01 Ry = Ry = 0. Zasto su uvedeni 4,7

Kada se sistem linearnih jednacina rijesi onda se njegovo rjesenje radi provjere uvrsti u sami
taj sistem. Lijeva i desna strana se ne poklope veé se razlikuju za §,,. Razlikuju se zato §to se
tokom rjesavanja sistema akumulirala greska ra¢unanja. Jo§, brojevi §,, odgovaraju i slucaju
kada je desna strana jednacine f = f(z) poznata samo priblizno, poznata sa nekom greskom.
Zasto su potrebni Ry 1 Ry? Moguce je da su brojevi a 1 b koji defini$u par grani¢nih uslova
samo priblizno poznate veli¢ine.

Za mjeru greske racunanja uzeéemo maxgcn<n |0,|. Za mjeru greske ulaznih podataka
uzeéemo max(|Rol, |Rn|). I dalje je R, = y(,) — y». Sada R, odrazava sve tri komponente
greske (metode, rac¢unanja i od ulaznih podataka).

Ranija veza {(R,,) = —r, sada u novoj situaciji o¢ito postaje

lR,)=—-1,—0,, 1<n<N-L

Sada u novoj situaciji vazi sljedeéa teorema (koja ¢e biti dokazana).
Teorema. Sistem linearnih jednaéina (5)-(6) ima jedinstveno rjesenje {y,}_, i vazi
sljede¢a formula (za ocjenu greske)

L 2, Ly
max_|R,| < %X M,h —|—§X Oir}hbzi)](v|5n|—|—max(|R0|,|RN|).

0<n<N

Dokaz teoreme. Sistem linearnih jednacina (5) sastoji se od N — 1 jednacina i ima N — 1

nepoznatih {y,}N ', Mozemo pomnoziti jednacine sa —h?. Oznacimo sa M matricu sistema,

ona je oblika (N — 1) x (N — 1). Vidimo da je matrica M trodijagonalna. Prvo pitanje:
pokazacemo da je matrica M regularna, tj. da je det M # 0; koristi¢emo sljedeée: p(z) > 0 za
svako = € [0, X] = p, > 0 za svakon € {1,..., N — 1}. Mi pisemo

-2 —p1h2 1
1 2 poh? 1

1 —2—py_ih?
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Recimo, u sluc¢aju p(z) =0, N = 6 matrica glasi

-2 1 0 0 0
1 -2 1 0 0
M=} 0 1 -2 1 0
o 0 1 -2 1
o 0 0 1 =2
Posmatrajmo homogeni sistem Mx = 0, stavimo z; =  Jmax |£,| 1 dopustimo da je |z;| > 0.

Ne moze biti [ = 1, buduéi da prva jednacina sistema glasi —2z; + x5 = 0 ili —(2 + ph?)z; +
zz = 0. Na isti nacin, ne moze biti | = N — 1. Prema tome, [-ta jednacina ima oblik
z1_1 — (24 pih?) 2+ 2151 = 0. Napisana relacija je odrziva samo ako je py = 01 @_; = &1 = z141.
Zatim gledamo (I — 1)-vu jednaéinu, itd. (zatim gledamo (I 4+ 1)-vu jednacinu, itd). Tako
dobjjamo z; = ... = zy_;. Dobili smo kontradikciju jer smo dopustili da je |z;| > 0. Ne
moze biti |z;| > 0, mora biti |z;| = 0. Znaéi |z,| = 0 za svako n = 1,..., N — 1. Znadi da
homogeni sistem Mx = 0 ima samo trivijalno (nulto) rjeSenje. Mi smo pokazali da je matrica
M regularna.

Zato sistem (5)—(6) ima jedinstveno rjesenje. Prvo pitanje je zavr§eno.

Mi raspolazemo sa

UR,)=—1p—6,, 1<n<N-L (7)

Bilo bi bolje da raspolazemo sa R,, = .... Kao da bi se na relaciju ¢(R,) = —r,, — é,, primijenio
operator £71. O tome je ustvari rije¢ u nastavku.

Mi raspolazemo i sa

1
| < EM4h2, 1<n<N-1. (8)

Dokazimo dvije leme.

Lema 1. Neka je p, > 0za 1l <n < N —1. Neka je £(z,) = —h%(zm_l — 2z, + zn_l) + PnZn.
Neka je {z,})_, ma kakav konaéan niz brojeva. Ako je £(z,) > 0zal<n < N —11iz >0,
zy > 0ondajez,>0zal<n<N-1.

Dokaz. Uvedimo oznaku d = Oini<nN 2, 1 dopustimo da je d < 0. Za koje n vaz z, = d? Ne

moze biti zo = d, niti zy = d. Neka je q najmanji cio broj za koji je z, = d. Imamo z,_; > d i
Zg41 > d. Tako da je — (2401 — 224+ 24-1) < 0. Jos, p, > 012z, =d < 0= p,z, <0. Sabiranjem

1
Uzy) = —ﬁ(zqﬂ — 224+ zq_l) + pgzq < 0.

Po uslovu leme je £(z,) > 0, tako da smo dobili kontradikciju. Dakle, ne moze biti d < 0, nego
mora biti d > 0. Lema je dokazana.

Lema 2. Neka je p, > 0za 1l <n < N —1. Neka je £(z,) = —h%(zm_l — 2z, + zn_l) + PnZn.
Neka je {z,}Y_, ma kakav konaéan niz brojeva. Vaii nejednakost

| .
02%%\7|Zn| < max(|zo, |zn]) + §X Z, gdjeje Z= Jax ()]

Dokaz. Uvedimo u razmatranje niz brojeva

X —nh
X

o1
+ |zN|% + 5 Z(X = nhjnh.

Wn = |Z0|

———pagedof 6 ———



———  matec.tex ———

Iz eksplicitnog izraza za w, je w, > 0. Neposrednim ra¢unom nalazimo da je —h% (wn+1 — 2w, +

wn_l) = Z, tako da je {(w,) = Z + pow, > Z. Dalje, zal < n < N — 1 imamo {(w, + z,) =
Uwp) £ 4(2zn) > Z £ £(z,) > 0. Pored toga, wg+ zo = |20| £ 20 > 01wy *+ 2y = |zn| = 25 > 0.
Prema tome, niz brojeva {w, & z,}Y_; zadovoljava sve uslove prethodne leme. Zato imamo
wp, 2z, > 0za0 <n < N. Napisimo odvojeno: w, + 2z, > 01w, — 2, > 0. Znaci da je
|2n| < wy. Slijedi da je |z,| < max w,.

0<n<N
Ostaje samo da se izratuna max_ w,. Imamo:
0<n<N
X —nh X —nh nh

nh
|20 + |zv| 57 < max(|zol [zn]) + max(|zol, |zn|) - = max(|zo|, [2n]),

X X X

1

1 1.1
~Z(X —nh)nh < -Z-X? jerje =z(l—=z)< za z € [0,1],
2 2 4 4
. 1,1,
sabiranjem, w, < max(|zol,|zn|) + §Z1X :

Znadci da je Jax wp, < max(|zo|, |zx|) + $Z23X?. Lema je dokazana jer (Vn) |z,| < z =
max |z,| <z
0<n<N

Lema 2 govori sljedeée. Neka {z,})_, predstavlja rjesenje diferencnog grani¢nog zadatka
Uz,) = fnza0<n< N,z =a, zy =b. Tada je ispunjen tzv. uslov stabilnosti, tj. tada vazi
nejednakost ||z]| < C1||f|| + C:lgll, gdje je z = (20, 21, .., 2n), £ = (f1,-.., fn-1) 18 = (a,b).
Imamo u vidu max—normu.

Slijedi zavrsni dio dokaza teoreme. Primijenimo lemu 2 na niz brojeva {R,}Y_:

1
max_|R,| < max(|Rol,|Rn|) + ng max_[{(R,)| = po (7)

0<n<N 0<n<N

1
max(| Ry, |Rn|) + ng magv| — 1y — 0] <

0<n

]‘ 2 ]‘ 2
max(|Ro|, |[Ry|) + ¢ X" max |ra| + o X" max |[da| < po (8)

1 1 1
max(|Ryl, |Rn|) + §X2EM4h2 + §X2 Jmax |05].

Teorema je dokazana.

U nastavku — dopuna.

Ako se ukine uslov p(z) > 0 onda posebno treba pretpostaviti da zadatak (1)—(2) ima
jedinstveno rjesenje. Osim toga, u iskazu teoreme treba dodati: za dovoljno male A > 0.

3.3. NESTO OPSTIJI GRANICNI ZADATAK

Kada se nesto promijeni u postavci grani¢cnog problema, onda dolazi do manjih modifikacija
u numeri¢koj metodi. Pogledajmo prvo samu diferencijalnu jednacinu.

Ako diferencijalna jednaéina ima oblik y” + p(z)y’ + q(z)y = f(z) onda u sistemu linearnih
jednacina imamo h%(ynﬂ — 2y, + yn_l) + pn i(ynﬂ — yn_l) + @uyn = fnzal <n <N -1

Naime, poznate su formule limj,_,o y(m+h)_212(2m)+y(m_h) = y"(z), limp_o W = y'(z).

——————pagedof 6 ———



———  matec.tex ———

Kao $to je radeno, ako u postavci zadatka figurisu uslovi (2) y(0) = a, y(X) = b onda
takvim uslovima odgovaraju jednacine (4) yo = a, yny = b.

Ako granic¢ni uslovi glase y'(0) = a, y'(X) = b onda na njihov ra¢un formiramo diferencne
uslove +(y1 —yo) = a, + (yn —yn—1) = b. Obrazlozenje: poznate su formule lim,_,q Mh_ﬂﬂ =
y'(z), imp_0 yi(m)_z(m_h) =y'(z).

Sli¢no, uzmimo da grani¢ni uslovi imaju oblik agy(0) + a1y'(0) = a, Boy(X) + f1y'(X) = b.
UNZUN-1 _p

Tada, u numerickoj metodi, njima odgovaraju uslovi agyo + iy #3% = a, Boyn + 1=

Tako, presli smo sva tri moguéa tipa grani¢nih uslova.
Ako je osnovni interval [A, B] (umjesto [0, X]) onda se oznake prilagodavaju.

Zakljucak. Uvijek, iz d. j. se dobija N — 1 diferencni uslov, a iz grani¢nih uslova se dobijaju
dva diferencna uslova. Uvijek, u numerickoj metodi, ukupan broj nepoznatih (nepoznate su
Yo, - - ., yn) poklopiée se sa ukupnim brojem diferencnih uslova (to je N + 1). Kompjuter ée
rijediti sistem diferencnih uslova (linearnih jednaéina).
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4. METODA KONACNIH ELEMENATA ZA RJESAVANJE GRANICNOG
ZADATKA ZA OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE

Bice izloZena Ritzova metoda u opstem sluc¢aju (A: H — H) i na jednom konkretnom
primjeru (Ay = —y” + p(z)y), ¢. Ricova metoda.

4.1. PRIPREMA IZ FUNKCIONALNE ANALIZE

Definicija 1. Linearni operator A koji djeluje u realnom Hilbertovom prostoru H naziva se
simetri¢nim ako je: 1) njegova oblast definisanosti D(A) (svuda) gust skup uw H i 2) (Au,v) =
(u, Av) za svako u,v € D(A). Definicija 2. Simetri¢ni operator A naziva se pozitivnim ako za
svako u € D(A) vazi (Au,u) > 0, s tim da znak jednakosti vazi samo kada je v = 0.

Teorema 1. Ako je A pozitivan operator onda jednacina

Au=f (1)

(f je dato, u je nepoznata) ima najvise jedno rjesenje. Dokaz. Ako bi postojala dva rjeSenja w,
1 uy onda bismo pisali Av = 0, gdje je v = uy — uy. Odavde je (Av,v) = (0,v), tj. (Av,v) =0,
§to treba uporediti sa: v # 0 = (Av,v) > 0. Dakle, v = 0, ¢ime je dokaz zavr§en.

Teorema 2. Vektor ug je rjeSenje jednacine (1) (ocito se rjesenje trazi u skupu D(A)) ako i
samo ako se za u = ug realizuje minimum funkcionala

J(u) = (Au,u) = 2(f, u) (2)

(o¢ito je da se i taj minimum trazi za u € D(A)).
Dokaz. Neka je ug rjesenje jednacine (1). Neka je v proizvoljni element iz D(A). Vektor
n = v — ug takode pripada D(A) jer je D(A) linearan skup. Imamo:

J(v) = (Av,v) = 2(f,v) = (A(uo + n), uo + 1) — 2(f,u0 + 1) =
(A je simetrican pa je (An,uo) = (y, Aug), skalarni proizvod je simetri¢an)
I (uo) + 2(Aug — f,m) + (An,m) =
(pomoéu Aug — f = 0 i pomoéu (An,n) > 0 ako 5 # 0 jer je A pozitivan)
J(w) > J(uo).

Dakle, ug ostvaruje minimum funkcionala J(u) na D(A).
U drugom smjeru. Neka je ug rjeSenje zadatka ”.J — min”. Tada za svakon € D(A)it € R
vazi

J(uo +1n) > J(uo) ili  (A(uo +tn),uo + tn) — 2(f,uo + tn) > (Auo,uo) — 2(f,u0) =

(jer je A simetrican)

2t(Aug — f,n) + t*(An,n) > 0.

Na ljjevoj strani je napisan kvadratni izraz po t koji je za svako realno ¢ nenegativan pa je zato
njegova diskriminanta < 0. Dakle, (Aug — f,n)? < 0 = (Aug — f,n) = 0, tj. Aug— f L n.
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Posljednje vazi za svako n € D(A), D(A) je gust skup pa je kona¢no Aug— f = 0, ¢ime je dokaz
Zavrsen.
Funkcional J(u) naziva se energetskim funkcionalom zadatka (1).

prvie: 71— 2 4= [ 1§ [ o= [ 7] 6= [3] [} ] [;]—[j],J@Z

z? 4 2y? — 6z — 8y. V. sliku 1. Na slici je prikazan grafik funkcije z(z,y) = z® + 2y* — 6z — 8y.
Funkcija dostize minimum za (z,y) = (3,2). Takode, (z,y) = (3,2) je rjesenje jednacine
Au = f. Zapaziti da je A pozitivan.

Slika 1: z = z? + 2y? — 6z — 8y

2. RITZOVA METODA
Ideja o metodi varijacionog tipa i pojam Ritzove metode

U skupu D(A) uvodi se tzv. energetski skalarni proizvod po formuli (u,v)s = (Au,v).
Pokazuje se da su sve aksiome skalarnog proizvoda ispunjene jer je A pozitivan. Odgovarajuca
norma je ||u|la = /(u,u)s. Oko oznaka: || | — norma u H, || |4 — energetska. Sli¢cno za
skalarni proizvod.

Sada se izabere sistem vektora {¢i,¢a,...} (tzv. koordinatni vektori) koji ispunjavaju
sljedeéa tri uslova: 1) svaki ¢, pripada D(A), 2) vektori @1, ..., ¢, su linearno nezavisni za
svako n 1 3) sistem {p,}>,; je kompletan u smislu energetske norme, tj. za svako u € D(A) i
svako € > 0 postoji (konac¢na) linearna kombinacija vektora tog sistema {p,}2 ;, oznaéimo je
sa v = Y t_; ¢v;, takva da je |lu—v|la < e.

Sada se opredjeljujemo za odredeno n (jasno je da kasnije » moze da uzme i neku drugu
vrijednost). Time smo se ograni¢ili na vektore @1, ..., @,.

Nas interesuje vektor koji minimizuje funkcional J(u). Neka nam kao njegova aproksimacija
sluzi neki vektor koji je linearna kombinacija vektora ¢y, ..., ¢, na koje smo se ogranicili. Tj.
ograni¢ili smo se na potprostor ¢iju bazu ¢ini prvih n koordinatnih vektora.

Neka u* € D(A) oznacava rjeSenje zadatka "min J(u)”, samim tim i jednaéine (1). Neka u,
oznacava rjefenje zadatka "min J(u), u se trazi u spomenutom potprostoru”. Drugim rije¢ima,
u* je tacno rjesenje za ”J — min”, dok je u, samo priblizno rjesenje za taj zadatak. Moze
se pokazati da ||u* — un|la — 0 kad n — oo (pod pretpostavkom da se sva racunanja izvode
tacno). Iz ovoga slijedi da je i lim,,, ||[v* — u,|| = 0. Kako saznati ,?
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Dakle, n smo fiksirali i trazimo vektor ¢;¢1+. . .+ ¢, (numericki odgovor), odnosno trazimo

€1, ..., Cn, da se postigne najmanja moguéa vrijednost za J(c1p1+. ..+ ¢nn). Uvedimo oznaku
F(ei,...,en) = J(e1o1 + ... + cnpn). Neposrednim racunom nalazimo da je:
Fey, .. yen) = E{Apr, 1) + creal Apr, 2) + .o+ cren{Apr, pp) + oot oo .. +
cncl<A()0n7 (101> + cn62<A(10n7 (102> +...+ ci<A()0n7 Son> - 2cl<.f7 801> - 2c2<.f7 802> ... 2cn<f7 Son>
OF OF

Odredivanje brojeva ¢ svodi se na rjeSavanje sistema = 0 (stacionarna

dcy T Dey
tacka za F'), ovo je tzv. Ritzov sistem. Neposrednim ra¢unom vidimo da je taj sistem linearan
po nepoznatim ¢, a u razvijenom obliku Ritzov sistem glasi

(Ap1,p1)c1 + (Apr, pa)ca + ...+ (Ap1, n)en = (f, 1)
(3)
<A(Pn7901>cl + <A(Pn7902>c2 +...+ <A90n7 ‘10n>cn = <f7 (pn>

Matrica ovog sistema je M = [(Ap;, p;)|7 =1 = (@i, ¢;)al7 ;=1 Pa je njena determinanta # 0,
jer je to Gramova matrica sistema ¢, ..., ¢, medusobno linearno nezavisnih vektora.

Pojedini element matrice sistema jednak je m;; = (Ap;, ¢;) = (VApi, vV Ap;). Tmamo u
vidu da je operator A pozitivan.

Sablon Ritzove metode

Dosad izloZzena metoda zove se Ritzovom.

e Prvi korak: zadatak o rjesavanju jednacine (1) (obi¢no je to neki graniéni zadatak) svodi
se na zadatak o minimumu funkcionala (2).

e Drugi korak: treba se opredijeliti za jedan konkretan sistem {¢,,}°°; koji je kompletan u
smislu energetske norme.

e Treci korak: opredjeljujemo se za jedno konkretno n.

o I cetvrti korak: efektivno ra¢unanje — rjeSavanje sistema linearnih jednacina (3).

Ilustrujemo Ritzovu metodu na jednom konkretnom primjeru

Neka se razmatra grani¢ni zadatak

—y"+p(z)y(z) = f(z), 0<z<1, y(0)=0, y(1)=0, pifneprekidne, p(z)>0. (4)

Neka je H = L*(0,1) (Lebesgue). Neka je D(A) = {y: y" € L*(0,1), y(0) = 0, y(1) = 0}
i Ay = —y"” + p(z)y. Poznato je da zadatak (4) ima jedinstveno rjesenje. Poznato je da je
operator A simetri¢an i pozitivan. Znamo da se u prostoru L?(0, 1) skalarni proizvod definige
kao (u,v) = [ u(z)v(z)dz.

Po teoremi 2, postavljeni grani¢ni problem ekvivalentan je sljedecem varijacionom zadatku:
naéi y € D(A) za koje se dostize minimum funkcionala

1) = [ (9" + o)y — 27y
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Pomocu jednostavne transformacije sa parcijalnom integracijom i uzimajuéi u obzir granic¢ne
uslove:

T [ @iy(e) =

/(-)1 {_y/’(iﬂ)y(ﬂf)}dm — _/01 y(iﬂ)dy'(m) — _y($)y/($)
0+ /;1(y’($))2d$ N

1) = [ [0/(2))? + p(o)y’(z) — 2f (2)y(w)] do. )
Time je zavrSen prvi korak. Prelazimo na drugi korak. Energetska norma u ovom sluéaju

glasi [[ulla = /13 [(w/(2))? + pl ) (x))da.
(Zapaziti da u izrazu za energetsku normu ||u|| 4 sada figurise samo prvi izvod funkcije u(z),
a vise ne figuriSe drugi izvod. Trazi se manja glatkost, odnosno oblast definisanosti se ustvari

prosiruje.)
Postavlja se pitanje: koji su primjeri kompletnih sistema po ovoj normi?

e Prvi odgovor: trigonometrijski sistem, @1 (z) = sinwz, ps(z) = sin 2wz, @3(z) = sin 3nz,

¢ Drugi odgovor: polinomski sistem, ¢1(z) = z(1—z), p2(z) = 22(1—=z), p3(z) = z3(1—=z),
.... Ponovimo da ée priblizno rjefenje imati oblik v(z) = Y7 c;ipi(z).

o Treéi odgovor: sistem {@,r(z), k=0,...,n, n=1,2,3,...}, v. u nastavku.

Ritzova metoda u formi metode konaénih elemenata na konkretnom primjeru

Ako bismo se opredijelili za prvi ili drugi odgovor onda bi matrica sistema (3) bila "puna”,
tj. skoro svi njeni elementi bili bi razli¢iti od nule.

Ponekad se, kod varijacionih metoda, uzima da ¢y, ..., ¢, zavise od konkretnog n pa se
detaljnije pise @y 1,. .., Pnn-

Treci odgovor: za odredeno n imamo ¢, 0, Pn1;- - -, Pnn, t]. sada je doslo do male modifika-
cije oznaka. Funkcija ¢, ;(z) ima svojstvo da je # 0 samo za © € [zy_1, Tgy1], gdje je z; = jh
i h =1/n pa se kaze da je skup [2x_1, 2x+1] nosaé funkcije @, ;. Grafik funkcije @, 1, sastoji se
prakti¢no od dvije (ili jedne) kose linije.

Na slici 2 prikazani su grafici kona¢nih elemenata p,r(z), & = 0,...,n kada je n = 4.
Linearna kombinacija prikazanih konac¢nih elemenata je izlomljena linija. TraZi se linearna
kombinacija Y-7_, ck@ni(z) za koju se postize minimum funkcionala I = I(y).

Formule u opstem slucaju (ovdje je nh =1, kao i z), = kh):

(x —ap—1)/h za zp_1 <z <y

Onk(z) =1 (zp41 —2)/h za zp <z < Tpq (k=1,...,n—1)
0 1inace
(2) = (21 —2z)/h za 0<z <z () = (z—zp1)/h za 2z, <z<1
Pr0l®) = 0 1inace Prnlt) = 0 1inace
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Moze se pokazati da je razmatrani sistem funkcija kompletan u smislu energetske norme. Misli
se na sistem @, p(z), Kk =0,...,n, n = 1,2,3,.... Posmatrajmo sistem {p,1(z)}r_,. Kakva
svojstva aproksimacije u smislu energetske norme ima posmatrani sistem? Kako n raste, to su
ta svojstva sve bolja i bolja, tj. postizu se proizvoljno dobre aproksimacije. Mi se opredjeljujemo
za treé odgovor.

4

y=pao(z) y=wpaa(z) y=pas(z)
1 1 1
T T T
o0 T1 T2 T3 p,u=1 0 1 0 1
Yy=pa3() y=paa(z)
1 1
Slika 2: Konaéni elementi
T z
0 1 0 1

Sto se tice sistema (3), u ovom primjeru njegova matrica ¢e biti trodijagonalna, jer ako dvije
koordinatne funkcije imaju disjunktne nosace onda je odgovarajuci element matrice jednak nuli.

Pn ) ima
"mali" nosa& onda se (bez obzira da 1i se radi o Ritzovoj ili nekoj drugoj

Uop&te, ako varijaciona metoda ima svojstvo da pojedini ¢ tj.

metodi) kaZe da je to metoda kona&nih elemenata.
Produzetak prethodnog podnaslova — zavrsni dio: efektivno racunanje

Priblizno rjesenje trazimo u obliku v(z) = copno(z) + c1@n1(z) +. ..+ cnonn(z). Detaljnije
zapisivanje: umjesto ¢, pisali bismo ¢, k. Da bi funkcija v(z) zadovoljavala dva grani¢na uslova
iz (4) mora da bude ¢y = ¢, = 0, a to jeidovoljno. Dakle, v(z) = c1pn1(z)+.. .+ Cao1Pnn_1(z).
Sistem (3) je u ovom slucaju veli¢ine (n — 1) x (n — 1). Izvedimo sada eksplicitni izraz za taj
sistem. Neka je sistem oznacen kao Mc = b, gdje je M = [m,;]. Veé smo rekli da je to jedan
trodijagonalni sistem, tako da ée se lako doéi do njegovog rjeenja ¢ = (c1, ..., ¢n_1).

Jasno, u matri¢nom obliku sistem glasi

miy v myn—1 & by

my_1.1 mMy_1n-1 Cp—1 b1
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Iskoristimo poznate relacije: m;; = (A@n;, onj) = <\/Z(pn7i,\/2<pn7j> 1b; = (f,0ni), t]
mi; = Jo [0hi ()@ ;(z) + p(2)pni(z)pni(z)]dz i b = f3 f(2)@ai(z)dz. Dobijamo:

1 1
Mk :/é |1k + Porain|de, :/o [CART AL

1 1
M pp1 = /(; {tpﬁctpﬁc“ —|—ptpk<pk+1}dw, a inace je m;; =0, b = /0 f(z)pr(z)de.
Dalje:

My, = /mk [1 +p(z)(z —wk_l)z}dw/m —I—/mk+1 {1 + p(2) (41 —:c)ﬂdw/h{ k=1,...,n—1,
Zr_1 zp

Tri1
My g1 = / {—1 + p(z) (21 — z) (2 — Jlk)}dil?/hz, k=1,...,n—2,
T

Mpy1e = Me k41, kzl,...,n—?,

Ty
ka/ f(z) JZ—inldm/’H-/ :t:k+1—:t:dm/h E=1,...,n—1
Trp_1

Algoritam za (4): formiraj M i b, rijesi Mc = b, napisi v(z) = Yp crnr(z). V. sliku 3.
Greska y(z) — v(z) ove konkretne metode? Moze se pokazati da greska ima red veli¢ine h?
u tacki na z—osi koja je ¢vor, a ima red veli¢ine h u bilo kojoj tacki sa z—ose (izmedu 01 1).

Y

Slika 3: Priblizno rjesenje

’U(LE) = Z?:_ll ci(;on,i(ib)

kada je data d. j. —y" + p(z)y = f(z )
sa homogenim g. u. y(0) =0, y(1) =

0 N_—1

Slucaj nehomogenih graniénih uslova

Razmotrimo grani¢ni zadatak

—y" +p(x)y = f(z), y(0)=a, y(1)=0,

gdje je i dalje p(z) > 0. Moze se pokazati da razmatrani zadatak ima jedinstveno rjesenje
y = y(z). Takode, moze se pokazati da se to rjeSenje poklapa sa funkcijom y = y(z) na ko-
joj se dostize minimum funkcionala I = I(y), pri ¢emu je I(y) = [1[(y'(z))? + p(z)y?(z) —
2f(z)y(z)]dz. Vidimo da je ostao isti funkcional. Dakle, kao i u dosad razmatranom slucaju
nultih (homogenih) grani¢nih uslova y(0) = 0, y(1) = 0, rjeSavanje grani¢nog problema ekviva-
lentno je rjesavanju problema o minimumu funkcionala. Kako da nademo numeric¢ko rjesenje
grani¢nog problema sa nehomogenim graniénim uslovima y(0) = a, y(1) = b? Postoje male
razlike u odnosu na ono §to je re¢eno u prethodnom tekstu.
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Razmotrimo funkciju po(z) = a + (b — a)z. Razmotrimo funkcije ¢, (z) = 2™(1 — z) za

n = 1,2,3,.... Fiksirajmo jedan prirodan broj ». To znaé¢i da smo se ogranicili na funkcije
©0, 1, -+, ¢Pn. Napis$imo linearnu kombinaciju v(z) = @o(z) + X, civi(z), gdje ¢; € R za
¢t = 1,...,n. Dakle, u sluéaju primjene Ritzove metode treba odrediti ¢,...,c,. Drugim

rije¢ima, treba izabrati jednu funkciju oblika v = v(z) iz klase funkcija na koju smo se ograniéili.
Naravno, trazi se ona funkcija na kojoj se dostize najmanja moguca vrijednost funkcionala
I = I(y) u toj klasi.

Ako se primjenjuje Ritzova metoda u formi metode konacnih elemenata onda se posmatraju
funkcije v(z) = apno(z) + X017 ¢i0ni(z) + bpnn(z). Naravno, treba izabrati ci,. .., c,_; tako
da se minimizuje vrijednost funkcionala I = I(y).

Za vjezbu, formirajte Ritzov sistem (ranije je bio oznacen kao Mc = b). Sada je to jedan
sistem od n — 1 linearnih jednaéina sa n — 1 nepoznatih cl, ..., Cnh_1. Kada se sistem rijesi, onda
i saopstavamo numericki rezultat v(z) = aw,o(z) + X0 cipni(z) + bpnn(z). V. sliku 4.

Prilikom racunanja: parcijalna integracija:

[ 1@zl =~ [ =(w)dy'(2) =
N+ [ v @)dele) = =/ ()20 + g (©)2(0) + [ 3/()2' (2o

gdje npr. moze da bude y(z) = ¢,i(z), z(z) = onj(z).

(—y'(z)z(=

b Slika 4: Priblizno rjeéen_je
v(2) = apno(2) + Tiy cipni(®) + bpnn(2)
kada je data d. j. —y” + p(z)y = f(
1

T
sa nehomogenim g. u. y(0) = a, y(1) =

Napomena o sluéaju graniénih uslova druge i trece vrste

Razmotrimo grani¢ni zadatak

—y"+p(e)y = f(z), ay(0) +ay'(0) = a, Boy(1) + bry'(1) = B,

gdje je ay # 0, 1 # 0. Tada, rjesavanje postavljenog zadatka svodi se na rjesavanje zadatka o
odredivanju funkcije koja minimizuje jedan odredeni funkcional I = I(y). Dakle, prvi zadatak
se svodi na drugi zadatak 1 obrnuto. Drugim rijecima, zadaci su ekvivalentni. Funkcional glasi

I(y) = Jo [(v/'(2))* + p(2)y*(2) — 2f (2)y(2)ldz + [~ aoy®(0) +2ay(0)] + 5-[Boy* (1) — 28y(1)].

Ova formula preuzeta je iz knjige o numerickim metodama &ji su autori Berezin i Zidkov.
4.3. PAR RECENICA O VARIJACIONOM RACUNU

Varijacioni ra¢un predstavlja jednu matematic¢ku teoriju (oblast matematike). Ne ulazeéi u
sve detalje, pogledajmo kako glasi jedan tipi¢an problem iz varijacionog rac¢una i skicirajmo kako
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se problem rjesava. Neka je F' funkcija od tri promjenljive 1 neka je K jedna klasa funkcija. Za
funkciju y = y(z) iz K definise se funkcional J = J(y) relacijom J(y) = f; F(z,y(z),y'(z))de.
Treba rijesiti zadatak o minimumu funkcionala, u konciznom zapisu zadatak ”J — min”.
Drugim rije¢ima, treba naéi funkciju y = y(z) koja realizuje minimum.

Datom funkcionalu J = J(y) pridruzuje se njegova tzv. Eulerova jednacina, ¢. Ojler.
Ona glasi: Fy(z,y,y') — %Fél(m, y,y’) = 0. Kada funkcional stacionira onda je moguéa njegova
ekstremna vrijednost. Pod odredenim pretpostavkama, vazi sljedeée tvrdenje: ako y = y(z)
minimizuje funkcional onda ta ista funkcija y = y(z) predstavlja rjesenje napisane d. j. (Eu-
lerove jednaéine), kao i obrnuto. Kratko, dva zadatka su medusobno ekvivalentna.

Dalje, pogledajmo jedan konkretan sluéaj funkcionala. Stavimo J(y) = [y [(v'(z))? +
p(z)y®(z) — 2f(z)y(z)]dz. Kako glasi njegova Eulerova jednaéina? Ispostavlja se da je to
upravo —y” + p(z)y = f(z). Zaista, imamo redom: F(z,y,y’) = (y')? + p(z)y® — 2f(z)y,
F, =2p(z)y—2f(z), F, = 2y, % = %(Qy’) = 2y", ukupno Fy’—%Fy’, =2p(z)y—2f(z)—2y",

Fy = &Fy =0, —y" + p(z)y = f(o).
4.4. POJAM O METODI GALERKINA

Razmotrimo grani¢ni zadatak sa homogenim grani¢nim uslovima —y”+p(z)y = f(z), y(0) =
0, y(1) = 0. Vise se ne trazi da je p(z) > 0. Razmotrimo sistem funkcija {@,(z)}22; kao
gore, npr. @,(z) = #"(1 — z). Naravno da funkcije ¢1,...,¢, treba da budu nezavisne.
Potrebno je da sistem {¢,}>°; bude kompletan u razmatranom Hilbertovom prostoru. Na
pocetku algoritma, mi fiksiramo jedan prirodan broj n. Priblizno rjesenje v = v(z) ima oblik
v(z) = Yi; cpi(z). Sadase cy,. .., ¢, odreduju iz uslova Lv(z)— f(z) L or(z) zak =1,...,n.
Drukéije zapisano, [y[—v"(z) + p(z)v(z) — f(z)]er(z)de = 0, k = 1,...,n. Uvedena je oznaka
Ly(z) za diferencijalni izraz Ly = —y" + p(z)y.

Jasno, treba izracunati napisane integrale, ¢ime ce se dobiti jedan sistem linearnih jednacina
po nepoznatim ci,...,c,. Kada se taj sistem linearnih jednacina rijesi, onda ¢emo biti u
moguénosti da saopstimo numericki odgovor v(z).

Obrazlozenje za predlozeni postupak: jedino je nula—vektor ortogonalan na sve elemente
jednog kompletnog sistema. Ako je ortogonalan na njih nekoliko, onda je za ocekivati da ce
biti blizak nuli.

Zanimljivo je da se primjenom metode Galerkina na nacin kako je dosad izlozeno dolazi do
1stog numerickog odgovora koji daje Ritzova metoda. U nastavku cemo izloziti drugu varijantu
metode Galerkina, nesto opstiju varijantu.

Razmotrimo zadatak sa grani¢énim vrijednostima koji se sastoji od diferencijalne jednacine
—y" + p(z)y = f(z) i grani¢nih uslova y(0) = a, y(1) = b. Vidi se da su sada postavljeni
nehomogeni graniéni uslovi (a,b € R). Uvode se dva sistema funkcija. Neka je po(z) =
a+(b—a)zipi(z), pa(z),. .. kao malocas. Drugi sistem funkcija oznacen je kao 91 (z), ¥2(z), . . ..
Stavimo v(z) = @o(z) + Yiv; cipi(z). Po kom kriterijumu se odreduju ¢, ..., ¢,7 Mi trazimo
da bude zadovoljeno n uslova: Lv(z) — f(z) L ¢(z). Drukéije zapisano, treba da vazi relacija
S [—v" + p(z)v — f(z)|r(z)de =0 zak=1,... n.

Ostali elementi postupka numericke metode su isti kao u prethodnoj varijanti, pa ponovimo
ukratko. Treba izracunati napisane integrale, ¢ime ¢e se dobiti jedan sistem linearnih jednacina
po nepoznatim ¢i,...,c,. Kada se taj sistem linearnih jednacina rijesi onda ¢emo biti u
moguénosti da saopstimo numericki odgovor v(z).

U zaklju¢ku, metoda Galerkina je pogodna u slu¢aju kada linearni diferencijalni operator
nije pozitivan. Ustvari, metoda Galerkina i ne pripada klasi varijacionih metoda.
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5. METODA KONACNIH RAZLIKA ZA PARCIJALNU DIFERENCIJALNU
JEDNACINU ELIPTICKOG TIPA

5.1. OZNAKE I NUMERICKI ALGORITAM

Neka je Q@ = (0,1) x (0,1), @ =[0,1] x [0,1] 1 Q2 = @\ . Razmotrimo graniéni zadatak

koji je sastavljen od Poissonove jednacine

Pu O*u
Lu:—<@—l—0—y2) = f(z,y) za (z,y)€Q (1)

1 grani¢nog uslova

w(z,y) =g(z,y) za (z,y) € Q. (2)
Poznato je da taj graniéni zadatak ima jedinstveno rjesenje klase u(z,y) € C(Q) N C*(Q) ako
je f(z,y) € C(Q)ig(z,y) €C(OQ).

Izaberimo n > 11 stavimo h = 1/n. Cvorovi mreze su tacke (z,y) = (ih,jh), gdje je 1,5 =
0,1,...,n. Uvedimo oznake za skup unutrasnjih ¢vorova, skup svih ¢vorova i skup grani¢nih
¢vorova: neka bude w = {(ih, jh) |0 <i <n,0 < j <n}, w={(th,jh)|0<i<n,0<j<n}
1 0w = w\w. Vidi se da unutrasnjih évorova ima (n — 1), svih ¢vorova ima (n + 1) 1 grani¢nih
¢vorova ima 4n. V. sliku 1. Uvedimo sljedeée diskretne norme (tipa C') za funkcije v = u;; koje
su definisane na mrezi:

el = jmax fuigl, —lulle = jmax fugl,  Jlufon = max fui).

Svakoj tacki mreze pridruzuje se jedna jednac¢ina (jedan uslov), tako da ée se broj jednacina
izjednaéiti sa brojem uslova. Sto se ti¢e unutrasnjih tacaka mreze, poznata je formula za
aproksimaciju drugog izvoda funkcije f = f(z) od jedne promjenljive: f”(z) ~ (f(z + h) —
2f(z) + f(z — h))/h? i poznato je da greska te aproksimacije iznosi L — R = —h%fIV(£)/12,
gdje € € (& — h,z + h). Sto se tice grani¢nih tacaka mreze i,j = 0,n, vrijednosti u;; date su
grani¢nim uslovom (2). Tako nastaje diferencni graniéni zadatak:

U(u) = —(Uig1; — 2uij + wim1j + Wijer — 2ugj +uijo1) /B> = fi; za (i,5) Ew,  (3)

wi; = gij za (4,)) € Ow. (4)
Jasno, fi; = f(ih,jh) 1 gi;; = g(ih, jh). U jednacini oblika (3) ucestvuju vrijednosti funkcije
© = u;; u pet évorova: (i,7) 1 (¢ + 1,5 + 1). Tih pet &vorova obrazuju §ablon ("krst”). V.
sliku 2. Sistem linearnih jednacina (3)—(4) ima (n + 1)® jednacina i isto toliko nepoznatih w;;
(0 < 4,5 < n). Matrica sistema je trakasta (njeni ¢lanovi # 0 nalaze se svi u jednoj traci oko
dijagonale). Ta okolnost koristi se da sistem bude rijesen efikasno.
Oznaéimo sa uj; vrijednost ta¢nog rjesenja u = u(z,y) grani¢nog zadatka (1)-(2) u évoru
(4,7), tj. u tacki (z,y) = (ih,jh). Isto tako, neka bude f}; = f(ih,jh) i gi; = g(ih, jh).
Dopustimo da je prisutna odredena greska u saznavanju funkcija f = f(z,y) i g = g(z,y).

Neka su ff; i g; njihove raspolozive priblizne vrijednosti u ¢vorovima. Ako je u jednacinama

(3) fi; = fi; i ako je u jednacinama (4) g;; = gi;, tada oznacimo sa u? = u}; rjeSenje sistema
(3)—(4). Znadci, £(u?) = f?, u? = g*.

U nastavku ée biti pokazano da sistem (3)-(4) ima jedinstveno rjesenje u? = wuj; i bice
pokazano da je 7}1_}11(()10 up; = uf; (da je }lg% up; = ul;).

————pagelof b ———



———  matee.tex ———

Y o9
1 . v .
Q
- (7'7.7 - 1)
ol & 1 Slika 2: Sablon
Slika 1: Tacke

5.2. SEMA DOKAZA

Kasnije ¢e biti dokazano da za ma koju dovoljno glatku funkciju v = u(z,y) vazi relacija
(uslov aproksimacije)

lim || Lu — £(u)l. = 0, (5)
odnosno relacija
| Lu — £(u)]|, < CH* (k> 0). (6)

Ovdje je C konstanta koja ne zavisi od h. Vidi se da (6) = (5).
Takode, kasnije ée biti dokazano da za rjesenje u = wu;; zadatka (3)—(4) vazi nejednakost
(uslov stabilnosti)

[ullz < Cillfllw + Callgllow- (7)

Ovdje su C; i Cy komstante koje ne zavise od h. Nejednakost (7) govori da je diferencna §ema
(3)—(4) stabilna u odnosu na svoju desnu stranu f = f;; i svoj grani¢ni uslov g = g;;.

Upotrebimo (7) u sluc¢aju f;; = 0 za (4,5) € wi gy = 0 za (4,7) € Ow (slijedi ||f|| = 01
llgll = 0). Tada (7) povlaci ||lu|| = 0 (slijedi u;; = 0 za (i,7) € w). S druge strane, tada je
sistem (3)—(4) homogen. Dakle, sistem (3)—(4), u slu¢aju kada je homogen, ima samo trivijalno
rjesenje. Prema tome, sistem (3)—(4) uvijek ima jedinstveno rjesenje. Jedinstvenost rjesenja je
dokazanal!

Rekli smo da u? = u;; zadovoljava

LuP)=fP za (i,]) € w, u? = ¢ za (i,7) € Ow.
Kako je diferencni operator £ = {(u) linearan i kako je u* = ¢* za (i,7) € dw to slijedi
lu —uP) =L(u') — f° za (i,]) € w, w—uP =g —g* za (i,§) € Ow.

Dakle, funkcija u* — u? zadovoljava jedan sistem oblika (3)-(4), pa na tu funkciju moze da bude
primijenjena nejednakost (7). Tako imamo

[u* — w?|lz < Cille(u’) — fPllo + Callg" — g”llow-
Dodamo i oduzmemo f*:

[uf = uPllz < Crlle(w’) = fillo + Collf* = f#llw + Callg" — ”llow-
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Funkcija v = u(z,y) je rjeSenje jednacine (1) (funkcija v = u(z,y) je rjesenje jednacine Lu = f):
[u* = w?llz < Cufle(u) — Lully + Collf* = f7llw + Callg" — g”llow-

Znamo da je u}; samo druga oznaka za u(ih, jh):
[u* — ||z < Cill¢(u) — Lullo + Cill f* = f¥llw + Callg" — 9" llow. (%)

Iskoristimo sada relaciju (5), pretpostavljajuéi dopunski da je }llir% lff—f*ll. =01 }Lir% llg* —
— —
9%||low = 0 (priblizne vrijednosti ulaznih podataka treba da konvergiraju ka odgovarajuéim
tacnim vrijednostima). Tako imamo

lim ||’ — u?||z = 0. (8)

h—0

Dobili smo da p — 0, gdje je p oznaka za gresku (p = ||u’ —u?||5). Greska tezi ka nuli. Dokazano
je da razmatrana numeri¢ka metoda konvergira!

Mozemo se osloniti na (6) umjesto na (5), sto je sada na redu.

Pretpostavimo dopunski da je ||f* — f?|l, = O(h?) za h > 01 da je ||g" — ¢°||sw = O(R?) za
h > 0.1z (%) i (6) imamo

|u* — uP||z < C1Ch* + CLO(h*) + C,0(R?),
|u* — uP||z < C3h®> (Cs = const) ili |u* — uP||z = O(h?). (9)

Dokazano je da numericka metoda ima drugi stepen konvergencije! Dokaz je zavrsen!
Aproksimacija + stabilnost = konvergencija. Drugi stepen aproksimacije + stabilnost =
drugi stepen konvergencije.
Samo se napominje da je prouc¢avanje odstupanja f*— f? i odstupanja g* — g manje znacajno
i da se ponekad uzima prosto da je ||f* — f?|l. =01 ||¢"* — 97|l = O.

5.3. DOKAZ ZA APROKSIMACIJU, TJ. DOKAZ ZA RELACIJU (6)

Polazimo od: o2 52
U U ]
Lu(z,y)) = —(u(z + h,y) — 2u(z,y) + u(z — h,y) + u(z,y + k) — 2u(z,y) + u(z,y — h))/h*.
Poznate su formule:

(ula + hoy) — 2u(r.y) + (e — hy) /B~ O b(oy) = (12/12) 0 %(Ey). €€ (2 hat )

0%u 0*u

(u(z,y+ h) — 2u(z,y) + u(z,y — h))/B* — a—yz(m,y) = (h2/12)6—¢(:c,17), ne(y—h,y+h).
Saberemo dvije posljednje formule:
f(u(x,y)) - Lu(wvy) = O(hz)

Dopunski smo pretpostavili da analiticko rjeSenje grani¢nog zadatka (1)—(2) (dopunski smo
pretpostavili da funkcija v = u(z,y)) ispunjava uslov u € C*(Q) (= njeni éetvrti parcijalni
izvodi su ogranic¢eni na skupu €2).
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Time je (6) dokazano.
5.4. DOKAZ ZA STABILNOST, TJ. DOKAZ ZA NEJEDNAKOST (7)

U okviru dokaza za stabilnost govorimo samo o diskretno definisanim funkcijama (o funkeci-
jama koje su definisane u ¢vorovima mreze). Znamo da v;; oznacava vrijednost funkcije v = v;;
u ¢voru (4,7) € @.

Lema 1. Neka je funkcija v = v;; definisana na skupu @ i neka je Av > 0 za (4,7) € w.
Tada se najveca vrijednost funkcije v = v;; dostize bar u jednoj tacki skupa dw (bar u jednom
graniénom ¢voru).

Ovdje je diskretni Laplaceov operator

Vit1,5 + Vim1j + Uiy + 051 — 4vy;

Av;; = X .t Av=—L(v).

Dokaz. Dopustimo suprotno, da je v;; < V za svako (4,7) € Ow, gdje smo oznacili V =
(m?ex_vij. Tada se vrijednost V' dostize u jednoj ili u vise unutrasnjih tacaka. Uocimo medu
ij)Ew
tim tackama onu koja ima najveéu apscisu, odnosno (ako takvih tacaka ima vide) noéimo jednu
takvu tacku; neka je njen indeks (k,£). Tako da je vge =V ivpp10 < V. Sto se tice ostale tri
tacke 1z sablona, vazi vg_1, <V, v 41 < V1ivge 1 < V. Sabiranjem: —4vp + vpq10+ V10 +
Va1 + ves—1 < 0, slijedi (kada se podijeli sa h?) Avyy < 0. Nejednakost Avy, < 0 protivrjedi
uslovu leme Awv > 0. Dokaz je zavrsen.

Lema 2. Neka je funkcija v = v;; definisana na skupu @ i neka je Av < 0 za (¢,7) € w. Tada
se najmanja vrijednost funkcije v = v;; dostize bar u jednoj tacki skupa Jw.

Dokazuje se analogno.

Teorema 1 (diskretni princip maksimuma modula). Neka je funkcija v = v;; definisana na
skupu @ i neka je Av =0 za (¢,5) € w. Tada se najveéa po modulu vrijednost funkcije v = v;;
dostize bar u jednoj tacki skupa Jw.

Dokaz. Iz Av = 0 imamo Av > 01 Av < 0 pa razmatrana funkcija v = v;; zadovoljava

uslove 1 prve i druge leme. Zato se (m)ax v;; dostize na skupu Jw, a isto vazi i za (m)in v;5. Jedan
,7) €W 1,5)€wW
od dva broja ((m)a,x_vij i (m)in_vij) jednak je upravo najveéoj po modulu vrijednosti funkcije
2,7 Cw 2,7 €
v = v;; (jednak je [max |vi;]). Dokaz je zavrsen.
2,J)EW

U sljedecoj teoremi razmatraju se dva sistema linearnih jednaéina. Jedan i drugi sistem
su oblika (3)—(4). Pretpostavlja se da su podaci f = f;; i g = gi; drugog sistema nadredeni
odgovarajuéim podacima prvog sistema.

Teorema 2 (teorema o uporedivanju). Neka je v; (neka je vy = (v1);;) rjeSenje sistema
linearnih jednacina

lv))=fi za (i,)) €w, vilow = g1 (i svejedno vy =¢g1 za (4,7) € Ow).
Neka je v, rjeSenje sistema linearnih jednacina
Z(’l)z) = f2 za (7’7]) € w, v2|3w = g2.

Nekaje |fi| < faza (i,5) € wi|g1]| < g2 za (4,]) € Ow. Tada za svako (7, j) € @ vazi nejednakost
|’U1| S Va.
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Dokaz. Znamo da je £ = —A. Za funkciju v, — v; vaZe jednakosti

Alvg—v1)=—(fo— f1) za (i,j) Ew 1 (v2 — v1)]ow = g2 — G1.

Po uslovu teoreme je —(f2 — f1) < 0 pa je za funkciju vy — v; ispunjen uslov leme 2. Zato
mozemo pisati

(v2 —01)ig 2 min (vy —v1) = min (v =) = min (g —g1) 20,

jer je (va — v1)|aw = g2 — g1 > 0. Dobili smo:
(Vo —v1)i; >0 za (i,7) € . (10)
Sli¢no, za funkciju vs + v1 je A(vs + v1) = —(f2 + f1) < 0 pa mozemo pisati (opet po lemi 2)

(va 4 v1)ij > (i,IBlE%w(vz + vy) (ig;le%w(g2 +g1) >

Dobili smo:
(vo4v1)i; >0 za (i,5) €w. (11)
Iz (10) i (11) (v; < w91 —vy < vy) slijedi |vy| < vy u svakom évoru mreze. Dokaz je zavr§en.
Tvrdenje teoreme 2 (|v1| < vy za (¢,7) € W) povladi da je ||v1]lz < ||vz||z-
Sada ¢emo uz pomoé posljednje teoreme dokazati nejednakost (7). Treba pogodno izabrati

dva diferencna grani¢na zadatka oblika (3)—(4). Neka podaci zadatka sa indeksom 1 budu podaci
koji figurisu u nejednakosti (7). Dakle, neka je fi = f 1 g1 = ¢ pa je samim tim v; = u. Sto se

vees

Kada se rjesenje uvrsti u lijevu stranu diferencne jednacéine onda se dobije odgovarajuce fs.
Sliéno za go. Dakle, neka bude

o= 1|3 (=3) = (= 3) [+ gl e = i 2

Neposredni ra¢un daje £(vy) = || f||l.- Tako da je fo = || f]|o (funkcija f, je konstanta). Vidimo
. : : 1
dn jo ispunjen wlov A1 < fo (1fsl < [[fll). Uslov |gs] < go svodi se na [gig] < ol fll +

ll9]low, gdje je a;; > 0. Vidimo da je i uslov |g1| < gq ispunjen. Ispunjena su oba uslova teoreme
2. Mi smo dokazali da je |vi| < vy za (7,5) € @. Mi smo dokazali da je ||v1]|z < ||va]|z, odnosno
da je ||lu|lz < ||vs|lz. Jedino jos ostaje da se izratuna ||vs|lz. Da izracunamo. V. (12). Lako

se vidi daje 0 < §— (2 —3)" ~ (y—§)’ < jan (ey) € Q= [0.1] < [0,1], a tim prije za

(z,y) = (th,gh). Zato je ||v2||z < %Hf”w + ||g|low- Mi smo dokazali nejednakost:

1
lullz < 2lFllo + llgllow-

Time smo dokazali (7). Moze se staviti C; = é 10, =1.
Zakljucak: i1zlozena numericka metoda konvergira, s tim da je brzina konvergencije drugog

reda. Iteracije za (3)—(4): ul(?-l_l) =1 ugi)m -I-uz(f)ld ‘|'Uz(',l;')+1 -I-uz(?_l} +h*fi;, k > 0, tzv. metoda
relaksacije.
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6. METODA KONACNIH RAZLIKA ZA RJESAVANJE PARCIJALNE DI-
FERENCIJALNE JEDNACINE PARABOLICKOG TIPA

6.1. NUMERICKA METODA I NJENA SVOJSTVA
Kako glasi analiticki problem

Razmotrimo problem parabolickog tipa koji ima jednu prostornu promjenljivu z. Taj za-
datak opisuje, izmedu ostalog, proces hladenja odnosno zagrijavanja tankog metalnog stapa
koji je postavljen po z—osi i ¢ija se temperatura u(z,t) u pojedinoj tacki mijenja kako protice
vrijeme t. Na engleskom se kaze thin metallic rod. Drukéije se kaze jednaéina provodenja
toplote.

Nepoznata funkcija v = u(z,t) razmatra se za (z,t) € Q = [0, 1] x [0, T], gdje je T pozitivna
konstanta. Ta funkcija zadovoljava jednacinu

Ou  O*u

E:—z—kf(w,t) za 0<z<l 0<t<T, (1)
T

pocetni uslov
w(z,0) =a(z) za 0<z<lI, (2)

kao 1 dva grani¢na uslova
w(0,) =0, w(l,t)=0 za 0<t<T. (3)

Zadatak sadrzi 1 pocetne 1 grani¢ne uslove pa se zato naziva mjesovitim.

Svuda dalje ¢emo smatrati da su date funkcije f(z,t) i a(z) dovoljno glatke i takve da
postoji jedinstveno rjeenje razmatranog zadatka u = u(z,t) koje je dovoljno glatka funkcija.
Time smo identifikovali prvi objekat: tacno rjeSenje. Na slici 1 prikazana je u (z,t) ravni oblast
u kojoj se odvijaju desavanja.

U opstem slucaju, grani¢ni uslovi ne moraju da budu homogeni, ve¢ mogu da glase u(0,¢) =
p(t), u(l,t) = v(t) za 0 < ¢t < T. Ovakvi grani¢ni uslovi se lako svode na homogene, pomoéu
smjene nepoznate funkcije po formuli v(z,t) = u(z,t) —uo(z,t) = u(x,t) — [(1 — z)p(t) + zv(t)],
gdje v(z,t) zadovoljava nulte grani¢ne uslove, ako u(z,t) zadovoljava opste grani¢ne uslove.
Dakle, ako je u pocetku postavljen zadatak sa opstim graniénim uslovima onda se on odmah
svede, posredstvom ukazane smjene, na zadatak tipa (1)—(3). Pri sprovodenju smjene dode do
promjene desne strane (f) i pocetnog uslova (). Ono sto bude receno o zadatku (1)—(3), skoro
bez promjene vazi i za opsti zadatak.

T d T ' N O NGj ®

« e e ® ©

. . . o ®

. . . « ®

EENREE N ®

x T i @t

0 1 0 1 of 1 2 M of Y 2 T M
Slika 1: Skup € i unaprijed odredeni dio SI. 2: Cvorovi (,7) 1 unaprijed odredeni dio
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Uvod o numerickoj metodi

Prelazimo na izlaganje numericke metode za koju se jo§ koristi i naziv metoda presjeka.

Opredijelimo se za prostorni, tj. duzinski korak h, neka je h = 1/M, neka je ©,, = mh za
m = 0,1,..., M. Takode, izaberimo vremenski korak 7, gdje je N7 = T 1 neka je t, = nr.
Cvorovi su tacke oblika (,,,t,). Skup svih &vorova (za 0 <m < M, 0 < n < N) &ini mresu, a
oznacava se kao @ ili @y . Ponekad ée se za &vor (&,,,t,) koristiti njegova cjelobrojna oznaka
(m,n). Vrijednost pribliznog rjeenja u pojedinom ¢évoru oznacavacéemo sa uly,, tj. w(z,,,t,) ~
»; u(z,t) — tatno rjefenje za (1)-(3). Svi évorovi koji imaju jedan te isti gornji indeks
(drugi indeks) ¢ine jedan vremenski sloj ili jedan presjek. Tako se pocetni ili nulti presjek
sastoji od (0,0),(1,0),...,(M,0). Sve priblizne vrijednosti koje odgovaraju jednom odredenom

vremenskom sloju ¢ine jedan vektor koji ée biti oznacavan kao u™, u” = (ug,uy, ..., u%;). Na

u’m?

slici 2 prikazana je ukupna mreza tacaka (&vorova).

Buduéi da je zadatak (1)—(3) mjesovitog tipa (po promjenljivoj ¢ je to jedan pocetni za-
datak), to se priblizne vrijednosti mogu postepeno odredivati (moze se po ¢ postepeno napre-
dovati). Ovo je oéito povoljna okolnost koja uti¢e da se priblizno rjesenje lako izracuna. Tako
su vrijednosti u® koje se odnose na pocetni vremenski sloj — date pocetnim uslovom «(z). Pri-
blizne vrijednosti sa prvog vremenskog sloja (¢ = 7) odreduju se prve, to je vektor u'. Zatim
se odreduje vektor u?, odgovara mu ¢ = 27. Itd. Sve dok se ne dode do najgornjeg sloja t = T'.
Pri ovome se, kod ra¢unanja u’, oslanjamo na veé poznate vrijednosti u’~!. Na slici 3 prikazan
je redosljed napredovanja po vremenskim nivoima, sa jednog nivoa na drugi.

Prvi korak Drugi korak Itd.

Slika 3: Redosljed racunanja: zaokruzeni su ¢évorovi za pojedini korak

Neka smo dosli do n—tog vremenskog sloja, tj. veé imamo priblizne vrijednosti u®,...u"1,
a zelimo da odredimo problizne vrijednosti u”. Za njihovo ra¢unanje koristimo veé dobijene
u”"! pa se za Semu kaze da je dvoslojna. Prvo se radi za n = 1, a tada nam je u® poznato jer
je u? = a, detaljnije u?, = a(mh) za svako m od 0 do M. Zatim u? pomoéu u'. Itd.

U jednacini se pojavljuje drugi izvod (ws;). Za njegovu aproksimaciju koristimo obi¢nu

1 . . . .

formulu y"(z) ~ ’—2<y(3: + h) —2y(z) + y(z — h)), napisano u op§tim oznakama. U jednacini
3

se pojavljuje i prvi izvod (us). Opet, da bi se formirao diferencni zadatak, i prvi izvod treba da
bude zamijenjen nekom konaénom razlikom (da bude zamijenjen izrazom u kome se pojavljuju
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1
konacne razlike). Za ovo ¢emo koristiti jednostavan izraz ;A (y(:v +h)— y(:n)), $to ¢e nam sluziti
kao priblizna vrijednost za y'(z) ili za y'(z + k) ili za y'(z + h/2). Nasa numericka metoda
imace tri varijante.

U numerickoj metodi postoje tri opcije

Na fiksiranom presjeku ima M + 1 évorova odnosno M + 1 nepoznatih pribliznih vrijednosti.
Zam = 01im = M lako formiramo uslov: uj = 0, u%; = 0, o¢ito po (3). Kako formirati uslove
u unutra$njim ¢vorovima? Tri varijante koje se pojavljuju bi¢e oznacene redom kao: slucajevi
0=0,0=11i0=1/2, gdje o ima smisao tezinskog faktora (udio donjeg sloja je 1 — o, a udio
gornjeg sloja je o), sto ¢e biti razjasnjeno u daljem tekstu.

Prva varijanta, 0 = 0. Jednacina (1) vazi za svako (z,t) pa vaziikadaje (z,t) = (2m,tn_1) =
(mh, (n — 1)7); napisati. U toj jednacini se pojavljuju w; i g, evaluirani u toj tacki (#,,,t,-1).
Drugi izvod ée biti zamijenjen na obi¢an nacin, dok ¢e prvi izvod biti aproksimiran preko

1
2_1: ~ —(u(:vm,tn) — u(mm,tn_l)). Tako dobijamo sljedeée jednacine:
T

1(uz - uz_l) = i(u;‘;_ll —2u"t 4 u’,;__ll) + f(@mytno1) za 0<m< M (4)

ili
Lul, = Au™  + f( %y tns (ovdJe je o =0),

n

)
gdje je L diferencni operator definisan sa Lv" = (v™ — v™') /7, dok je A diferencni operator
koji djeluje kao Au,, = (Wny1 — 20y +Upmeq) /A% U (4) su za drugi izvod upotrebljene poznate
vrijednosti sa prethodnog sloja, sa sloja n — 1.

Druga varijanta, o = 1. Mogu da se za drugi izvod upotrebe (zasad nepoznate) vrijednosti
sa aktuelnog sloja, sa sloja n. Drugim rije¢ima, napisati jednacinu (1) za (z,t) = (¢, t,). Ako
se tako uradi, nastaje sljedeéi sistem uslova:

! ul —ut :i2 up o —2un, +up )+ f(Em,t,) za 0<m <M (5)
h
ili
Lul = Aul + f(zm,tn)  (ovdje je o = 1).

Treéa varijanta, slu¢aj o = 1/2 (ili slu¢aj opsteg o). Moze se pokusati sa kombinacijom
prethodne dvije Seme (4) i (5). Neéemo se opredijeliti za Au”! niti za Au”, veé za njihovu
kombinaciju (1 — ¢)Au”' + oAu?,, obi¢no se parametar ¢ izabere tako da pripada intervalu
[0,1]. KaZe se: Sema sa tezinama odnosno Sema sa tezinskim faktorima. Najcesée je o = 1/2,
jer se dobijaju dobra svojstva aproksimacije pa dalje (§to se tice treée varijante) govorimo samo

o tom slu¢aju ¢ = 1/2. Rijec¢ima, prethodni i aktuelni sloj su istog znacaja. Koristice se

(Ault + Aul)/2. Govoreéi drukéije, zapisimo jednacinu (1) za (z,t) = (Tm, t, — 7/2). Zatim
OU( Tyt 1

stavimo W ~ ;(u(wm,tn) — u(wm,tn_l)),

02u($m7tn—1/2) Nl 62 (:Bm, n— 1) _I_ 62 ($m, )
Oz? ~ 9 Oz? Oz? '
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Tako se dobijaju sljedeéi uslovi:

L (um—unt) = % [%(ug—;l —ount ) %(ugﬂ o 4 u;_l)] 1 (s trj2) (6)

za0<m< M il

1
Lul, = 5 {Auﬁ;l + Aux} + f(Zm,tnc1y2)  (ovdje je o =1/2).

Numericki algoritam

Dalje, napisimo jos dvije jednacine koje proisti¢u iz grani¢nih uslova, a zajednicke su za sve
tr1 varijante:
n __ n __
ug =0, uy =0. (7)

Vidimo da je (4), (7) jedan sistem linearnih jednaéina, jednac¢ina ima M + 1 a i nepoznatih
ima M + 1, to su ug,uy, ... u,. Isto vazi za (5), (7). A isto vazi i za sistem (6), (7).

Veé je receno da je u sistemima n = 1, zatim n = 2, itd. na kraju n = N. Po n se napreduje
postepeno, uvijek se oslanjajuéi na prethodni sloj. U sve tri opcije, za n = (0 imamo, na osnovu
datog pocetnog uslova (2):

u), = a(mh) za 0<m< M. (8)
Time je definisan numericki algoritam za nalazenje svih pribliznih vrijednosti u), 0 < m < M,
0 < n < N (za bilo koju od tri varijante ¢ = 0, 0 = 1, 0 = 1/2). Naravno da svaka vari-
janta produkuje svoje priblizne vrijednosti. Dakle, definisali smo tri posebne odnosno razli¢ite
diferencne seme. Treba ispitati svojstva svake od njih.

Semi ¢ = 0 odgovara ablon od &etiri tacke: (m—1,n—1), (m,n—1), (m+1,n—1), (m,n).
Semi o = 1 odgovara sablon od sljedeée Getiri tacke: (m,n—1), (m—1,n), (m,n), (m+1,n),
dok Sema u kojoj je & = 1/2 ima Sablon koji ukljuéuje sljedeéih Sest évorova: (m £+ 1,n — 1),
(m,n —1), (m =+ 1,n), (m,n). Ove okolnosti prikazane su na slici 4.

4

t t t

[ ) (i41,5) (i—l,j)»—[—-(i+1,j)
(3—1,5-1) (i+1,5-1) (i-1,j—1)e——e—o (i+1,5j—1)

(i7j_1) (i’j_l) (ivj_l)

Slika 4: Kako izgleda sablon eksplicitne (o = 0), simetri¢ne
(¢ =1/2), odnosno ¢isto implicitne Seme (o = 1)?

Za Semu (4) kaze se da je eksplicitna. Zaista, pojedina jednacina sistema sadrzi jedino

nepoznatu ) (rekli smo ve¢ da su nepoznate ufj, u?, ..., u};), tako da se sve nepoznate v (za
0 <m < M) mogu direktno izra¢unati. I dalje ¢emo govoriti da je to — jedan sistem linearnih
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jednacina, mada bi se moglo recii da je to sistem eksplicitnih formula )} = .... Tako da se u
slucaju (4) uopste ne postavlja pitanje o postojanju pribliznog rjesenja {u™}. Seme (5) i (6)
su implicitne jer nepoznate ug,uy, ..., u}; ne mogu da budu neposredno izracunate. Sema (5)
se naziva ¢isto implicitnom. Sema (6), u kojoj je ¢ = 1/2, zove se simetri¢na.

Za svaku od tri Seme, ispitivanje se sastoji od nekoliko koraka, a bi¢e radeno ”zajedno”.

Da li je linearni sistem odreden?

To zna¢i — da i ima jedinstveno rjeSenje. Drugim rijecima, postoji i uopste priblizno
rjesenje {ul } i da li je ono jedinstveno? Za eksplicitnu $emu je ocito da je odgovor potvrdan.
Isti odgovor vazi i za druge dvije Seme. Zaista, u slu¢aju (5), (7) matrica sistema je oblika

(M +1) x (M+1) i glasi:

1 0 0 0O ... 0
-1 2+ R?/T -1 0 ... 0
0 -1 24+n%/r =1 ... 0

(pomnozeno je sa h?). Razmatrana matrica je o¢ito dijagonalno-dominantna (element sa glavne
dijagonale nadmasuje zbir svih ostalih elemenata u njegovom redu). Poznato je da je takva mat-
rica — regularna. Dakle, sistem (5), (7) je jednoznacno rjesiv. Sli¢no vazi i za treéu (simetricnu)
Semu. Naime, matrica sistema je sli¢cnog oblika (napisati je za vjezbu) i odmah se vidi da je
i ona dijagonalno—dominantna. Tako da je i sistem (6), (7) jednoznacno rjesiv. Prema tome,
identifikovali smo i drugi objekat — priblizno rjesenje (vazi za sve tri seme). Zato se sada moze
postaviti pitanje o rastojanju ta dva objekta kad (h,7) — (0,0); da li rastojanje analitickog i
pribliznog tezi ka nuli, kojom brzinom ono tezi ka nuli, §ta je to rastojanje (po kojoj normi se
mjeri). O tome uskoro.

U sluéaju éisto implicitne Seme, a 1 u sluéaju simetriéne Seme, matrica sistema je ocito
trodijagonalna pa se taj linearni sistem moze efikasno rijesiti metodom Thomasa. Poznato je da
metoda Thomasa zahtijeva O(M) aritmetickih operacija. Zanimljivo je da O(M) aritmetickih
operacija treba 1 da se saznaju uy,uy,...,u}; po eksplicitnoj semi. Dakle, eksplicitna Sema
ima isti red veli¢ine potrebnog racunarskog vremena (da bi se saznale priblizne vrijednosti)
kao 1 bilo koja od dvije implicitne $§eme. Drugim rije¢ima, eksplicitna Sema nije znatno brza
(efikasnija), barem u razmatranom jednodimenzionom slucaju.

Ispitivanje aproksimacije

Koliko diferencijalni operator u; — u,, odstupa od operatora koji je posluzio za dobijanje
diferencne seme? Zanima nas — koliko je odstupanje u jednom proizvoljnom ¢voru, a takode —
ocjena odstupanja koja vazi u bilo kom évoru.

Neka je u = u(z,t) bilo koja dovoljno glatka funkcija. Uvedimo oznake:

(0' = O) T:Ln - {ut - uzz}($m7tn—1) - {L’U,?n - Au’Zz_l}
ili (piSuéi detaljnije)

(0 =0) T = {ut(mm,tn_l) — um(ivm,tn-l)}—
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{l(u(mm, tn) — u(Zpm, tn_l)) — %(u(mmﬂ, tn) — 2u(Zp, t) + w(Tp—1, tn))} ,

-
sli¢no
(0 =1) T = {Us — gy } (T, t,) — {Luy, — Auy,} uy, se odnosi na u(z,t),
1
(0 =1/2) Ty = Lt — Wao }(Tm, to1)2) — {Lur,; — 5[1\“’1;—1 + A“Zm} } :

Izracunajmo za o = 0. Treba funkciju w = u(z,t) razviti po Taylorovoj formuli u tacki
(z,t —7) = (Tm, tn_1). Imamo da je

Ou(z,t—7) 1 T Q*u(z,t —71+¢)
T—;{u(m,t)—u(:n,t—r)}:—i- 52 , 0<¢é<T,
OPu(z,t — 1) 1
Oz? h?
—h < n < h. Sabirajuéi dvije relacije:

2 4 .
[u(e + h,t —7) = 2u(e,t — 1)+ ule — h,t —7)] = _’1‘_2.5 “(wgn‘;t u}
xr

(kada je o = 0) Ty = O(h2 + 7).

U slu¢aju o = 1 razvijanje se vrsi u tacki (z,t) = (¢m,t,). U slucaju o = 1/2 razvijanje se
visi u tacki (2, t,_1/2). Zbog sli¢nosti postupka, izostavljamo odgovarajuci jednostavni racun.
Tako se dobija:

(kada je o = 1) e

(kada je 0 = 1/2) 7

= O(h* + 1),
= O(h* + 7).

Tri navedene ocjene vaze pod uslovom da su parcijalni izvodi

n
m

Pu_ Pu . Ou
0220t  0* Oz

ograni¢ene funkcije na skupu Q = [0,1] x [0, T]. Do sada je u = u(z,t) bila proizvoljna funkcija
koja zadovoljava malo¢as nabrojane uslove glatkosti (ograni¢enosti). Ipak, mi ¢emo formulu
za 17 koristiti samo u slué¢aju kada je u = u(z,t) — rjeSenje zadatka (1)—(3). Drugim rijec¢ima,
dovoljno je da uslov aproksimacije bude ispunjen na rjefenju (mada je on ispunjen i "sire”).
Navedeni uslovi glatkosti (ograni¢enosti) ée oéito biti ispunjeni ako je taéno rjesenje u € C*4(Q).
Vidimo da simetri¢na Sema o = 1/2 ima bolja svojstva aproksimacije (jer 7).

Neka je dalje

R= max |r™ |.
0<m<M,0<n<N

Jasno je da pod navedenom pretpostavkom v € C*4(Q), R ima isti red veli¢ine kao i 7, tj.
da je ocjena uniformna po (h, 7). Ostaje samo da se formulise u obliku teoreme.

Teorema 1. Vazi R = O(h® 4+ 7) u slutajevima 0 = 010 = 1. Vazi R = O(h*> + %) u
slucaju o = 1/2.

Time je pokazano da je uslov aproksimacije ispunjen (kad o — 0 i 7 — 0 onda greska
aproksimacije tezi ka nuli) i izracunat je stepen (red) aproksimacije.

Ispitivanje stabilnosti
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Stabilnost se ispituje u odnosu na desnu stranu i pocetni uslov, a opredjeljujemo se za
diskretnu normu tipa C. Znamo da je svojstvo stabilnosti vezano samo za diferencni zadatak.
Uzmimo da se radi o S$emi o = 0. Datisu a,, = a(mh) za 0 <m < M, kaoi f= ! = f(zpm,tn_1)
za0 <m < M,1 <n < N. Posmatrajmo ukupni linearni sistem koji se sastoji od (4), (7)
zal <n < N i (8). Ako su dati svi ulazni podaci {f* '} i {a,,} onda razmatrani ukupni
linearni sistem determinise sve izlazne podatke {ul}, gdje je 0 <m < M, 0 < n < N. Moze
li se desiti da su ulazni podaci "mali”, a da izlazni podaci budu — "veliki”? Ako ovo moze da
se desi onda to znaci da numericka metoda (diferencna Sema) nije otporna na gresku ulaznih
podataka 1 gresku ra¢unanja. Ako ovo ne moze da se desi onda se za razmatranu diferencnu
§emu kaze da je stabilna. Naravno da ista ovakva deskripcija vazi i za druge dvije Seme o =1
i 0 = 1/2. Uvedimo potrebne oznake.

Razmotrimo linearne sisteme:

Vp = Py 0<m <M Lop = (1 - o)Avp '+

oAv) +gr, O0<m<M, ;=0 o5=0 n=12... N. (9)

Napisimo sljedeéi uslov (uslov stabilnosti):

. j .
IV <8I+ 7 8l (za j=0,....N), (10)
=1

gdje je |x|l¢ = ||x|| = ||(zo, 1, ..., %m)|| = maxo<r<m |zx|. Vidimo da se u (10) broj sabiraka
oblika ||g’|| poveéava (kad 7 — 0), ali se to u potpunosti kompenzuje istovremenim smanjiva-
njem faktora 7.

Moze se dokazati (kori§¢enjem odgovarajuéeg principa maksimuma) da vazi sljedeca teo-
rema.

Teorema 2. Eksplicitna diferencna §ema (o = 0, tj. (4), (7)) je stabilna ako vazi 7 < h*/2.
Za ¢isto implicitnu Semu (0 = 1) uslov stabilnosti (10) je ispunjen za ma kakve ki 7. Simetri¢na
Sema (o = 1/2) je stabilna pod uslovom da je 7 < h%.

Ako (za neku Semu) uslov stabilnosti vazi za ma kakve h i 7 onda se za tu Semu kaze da
je bezuslovno stabilna. A ako vazi samo kada su h i 7 vezani nekim uslovom onda se kaze
da je ona uslovno stabilna. Tako su eksplicitna i simetri¢na $ema — uslovno stabilne. Kod
njihove upotrebe, treba voditi racuna da h i 7 zadovoljavaju odgovarajuéi uslov. Dok je ¢isto
implicitna §ema o = 1 — primjer jedne bezuslovno stabilne $eme. Ako se ona upotrebljava onda
se po t—osi (po vremenu) moze brze napredovati (krupnijim koracima).

Dokazimo teoremu 2 u slu¢aju $eme o = 0. Za ostale dvije Seme ¢ = 11 ¢ = 1/2 dokaz je
analogan.

Buduéi da je o = 0, to jednacina iz (9) glasi:

1 1
Lv" = Av ™t 4 g7 il - (v:1 — vz_l) = — (v;:l_ll — 20" 4 v:m__ll) + g,
§to se moze prepisati u obliku, stavljeno je p = 7/h%:
U = PV + (1= 2p)op " 4 pop s + 74l
Kako se max,, |v| dostize u unutrasnjoj tacki (mo,n), jer je vy = vj; = 0, to je

max [vy, | = max [pvy 5 + (1= 2p)op ! + pop”y + g | < max|popiy |+ max (1 - 2p)op "+
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max [pvy”h | + max |rgn | < pllv" 7| + (1= 2p) V" + oV + g = VT 4 i8]

gdje je ocito uzeta u obzir definicija norme. Tako smo dobili sljedecu nejednakost:
vl < v+ rlig™l

koja povezuje norme vektora na susjednim presjecima. Posljednja nejednakost vazi za n =
1,2,.... Napisimo tu nejednakost za n = 1,...,n = j. Ostaje samo da se ove nejednakosti
saberu. Umjesto v2, pisemo f3,,, tj. umjesto ||v°|| pisemo ||3]|. Tako:

V< 181+ (gl + - + lig’l).

Tako je dokazana relacija (10), i to za svako j od 0 do N. Zapaziti da je bitno sto je 1 —2p > 0.
Dokaz je zavrsen.

Ispitivanje konvergencije

Kao u prethodnom poglavlju (sablon dokaza je isti), iz aproksimacije i stabilnosti slijedi
konvergencija. Vise od toga, stepen konvergencije poklapa se sa stepenom aproksimacije. Ovdje
jedino treba dodati: pod uslovom da se pocetni uslov a(z,,) i desna strana f ne racunaju sa
manjom precizno$¢u od preciznosti aproksimacije. Ili: pod uslovom da se racunaju sasvim
tacno.

Kod ispitivanja konvergencije, interesuje nas da li se priblizne vrijednosti neograniéeno pri-
blizavaju odgovarajuéim ta¢nim i kojim se tempom ostvaruje priblizavanje kada prostorni korak
h 1 vremenski korak 7 istovremeno teze ka nuli. Ve¢ su pripremljene sve oznake. Receno je da
u(xz,t) znaéi — tacno rjesenje zadatka (1)—(3) pa samim tim w(,,,t,) znaéi vrijednost tacnog
rjesenja u ¢voru (&m,,t,), tj. cjelobrojno numerisano u ¢voru (m,n). S druge strane, odgo-
varajuca priblizna vrijednost je w’,. Recimo, za Semu o = 0, ona je definisana pomoéu (4),
(7), (8). Za druge dvije Seme, brojevi {ul} biée neki drugi. Tako da greska u évoru iznosi
(&L, t,) — u,. Interesuje nas i najveéa greska, po svim évorovima, pa uvodimo u razmatranje
1 veliéinu

E = max{|u(z,,.t,) —up|, 0<m <M, 0<n<N}

Teorema 3. Za eksplicitnu semu (¢ = 0) vazi da je E = O(h*> + 7) kad (h,7) — (0,0), ako
je zadovoljen uslov 7 < h%/2. Ili: postoji konstanta C' (ne zavisi ni od k ni od 7) takva da je
E < C(h*+ 1) za sve (h,7) takve da je 7 < A?/2. Ili: |u(zpm,t,) — u?| < C(h* + 7). Za &isto
implicitnu $emu (¢ = 1): E = O(h® +7) bez obzira na odnos izmedu h i 7. Za simetri¢nu §emu
(¢ = 1/2): ako je 7 < h? onda je E = O(h* + 77).

Dokaz teoreme se izostavlja.

Time je kompletirana analiza predlozene numericke metode.

6.2. JEDAN PRIMJER SA SIMETRICNOM SEMOM

Ponovimo ukratko o simetri¢noj semi. Ograni¢imo se na slucaj f = 0, tako da je sada
jednac¢ina homogena i ona glasi u; = ;. Ostao je bez promjene pocetni uslov u(z,0) = a(z),
kao i grani¢ni uslovi w(0,t) = u(1,¢) = 0. Ostale su i oznake h = 1/M, 7 = T/N, z; = ih,
t; = j7, u;; — priblizna vrijednost za u(z,t) kada je (z,t) = (z;,t;). Kako funkcioni§e metoda
presjeka? Na nultom vremenskom presjeku (¢ = 0, 7 = 0) nepoznate su wqg, %10, - ., Unso-
Njihove vrijednosti definisane su pocetnim uslovom: wu;p = a(z;). Neka je 5 > 1. Na j—tom
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presjeku (t = j7) nepoznate su wugj, u1j, . .., up;. Njihove vrijednosti saznademo kada rije§imo
sistem linearnih jednacina

1 1,1

;(uij — ui,j—l) =3 (ﬁ (ui-}-l,j—l — 2u; 51 + ui—l,j—l)‘|‘

1 .
ﬁ(ui-u,j — 2u;; + ui—l,j))a 1<e<M—1, wug; =up;=0.
Naravno, prvo je u pitanju j = 1, zatim j = 2, itd. Mi postepeno napredujemo sve do finalnog
j =N (dot=Nr=T). Svojstva? Simetri¢cna Sema je stabilna ako je 7 < h®. Njena greska
iznosi E = O(h* + 72), gdje smo definisali E = max |u(z;,t;) — ui;| (po mrezi).

Mozda je preglednije da se pise samo jedan indeks. U ton cilju. oznaimo sa a; poznate
vrijednosti sa (j — 1)-vog presjeka. Nepoznate oznacavamo kao b;. Tada sistem linearnih
jednacina dobija oblik (1 <¢ < M —1)

1 1,1 1
;(bi - Gi) = §(ﬁ(ai+1 — 2a; + Gi—l) + ﬁ(biﬂ —2b; + bi—l)), by = by = 0.

Ilustrujmo na jednom konkretnom zadatku kako djeluje simetriéna Sema. Na redu je
postavka.

U ravni (z,t), razmotrimo skup = [0,1] x [0
parabolickog tipa:

6

,15]. Razmotrimo zadatak sa jednacinom

Up = Upg, w(z,0) =sinwe, «(0,t)=wu(l,t)=0.

Samo se napominje da se fizicki proces provodenja toplote moze posmatrati od ¢ = 0 pa naprijed
(nema gornjeg ogranic¢enja za t). Primjenom metode presjeka, odredite priblizno rjesenje w;;.
Izaberite M = 4 (tako da je h =1/4) 1 N =6 (tako da je 7 = 1/16).

U prvoj iteraciji imamo ag = 0, a1 = v/2/2, a3 = 1, a3 = v/2/2, ay = 0. Numericke
vrijednosti (rezultati) koje je kompjuter saopstio prikazani su na slici 5.

t
t=6/16 0 0,0189 0,0268 0,0189 0
t=>5/16 0 0,0346 0,0489 0,0346 0
t=4/16 0 0,0633 0,0895 0,0633 0
t—3/16 0 01157 01636 0,157 0
t=2/16 0 0,2115 0,2991 0,2115 0
t—1/16 0 03867 05469  0,3867 0
t=20 0 0,7071 1 0,7071 0 .
Heat equation z=0 r=1/4 z=2/4 =x=3/4 r=1

Slika 5: Numeridki primjer sa simetri¢cnom Semom: prikazane su priblizne vrijednosti
ui; (0 <1i<4,0<j<6) koje sluze kao aproksimacija za tacne vrijednosti u(z;,t;),
gdje je ; = ih, t; = j7,s tim da je h = 1/4, 7 = 1/16.
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Svakako da je primjer odabran tako da raspolazemo 1 sa njegovim analitickim rjeSenjeem, da
bismo imali kompletan uvid u gresku numerickog odgovora. Analiticko rjesenje glasi u(z,t) =
e ™ tsin .

Naredu je tabela koja se odnosi na neke tacke mreze. Ona se odnosi na tacke (z1,t1), (z1,%2),

.+, (#1,t6). Za pojedinu tacku, prikazani su redom podaci kako slijedi. Gdje pise ”analiticko”
data je vrijednost analitickog rjesenja. Gdje pise "numericko” data je priblizna vrijednost koju
Jje kompjuter saopstio. Najzad, gdje pisSe "razlika” prikazana je razlika prethodna dva broja

(prikazana je greska): =; = 1

analiticko || 0,3816 0,2059 0,1111 0,0600 0,0323 0,0175
numericko | 0,3867 0,2115 0,1157 0,0633 0,0346 0,0189

razlika —0,0051 | —0,0056 | —0,0046 | —0,0033 | —0,0023 | —0,0014
Sada dolazi druga tabela. Ona se takode odnosi na neke tacke (z,t) ravni. To su sada tacke
(z2,t1), (£2,12), ..., (@2, t6). Smisao prikazanih podataka je isti kao malotas: @y = 2:

analiticko || 0,5396 0,2912 0,1572 0,0848 0,0458 0,0247
numericko | 0,5469 0,2991 0,1636 0,0895 0,0489 0,0268
razlika —0,0073 | —0,0079 | —0,0064 | —0,0047 | —0,0031 | —0,0021

Umyjesto simetri¢na sema, kaze se 1 engl. Crank—Nicolson method.

6.3. ISPITIVANJE STABILNOSTI U DRUGIM NORMAMA

Norma vektora se moze definisati na razlicite nacine. U zavisnosti od izbora norme, moze
1 da se izmijeni odgovor na pitanje — da li je Sema stabilna, pod kojim uslovima je stabilna.
Izbor norme utice i na ispitivanje aproksimacije 1 konvergencije. Za prakti¢nu upotrebu jedne
metode konaénih razlika, obi¢no je dovoljno da ona bude stabilna po jednoj normi. Izlozimo
ukratko 1 bez dokaza neke ¢injenice koje se odnose na ovo pitanje.

Kako definisati normu?

Prva moguénost. Norma tipa C.

O ovom slué¢aju je bilo rijeéi u dosadasnjem tekstu. Za vektor u = (uo, ..., up) predlozena
norma je po definiciji jednaka ||u||¢ = maxo<i<p |ui|. Ova norma je povezana, tj. usaglasena
sa normom funkcije f koja je neprekidna na intervalu [0, 1], tj. sa normom u prostoru C|[0, 1]:
| flle = maxo<a<1 |f(2)| (tzv. maksimum-norma ili supremum-norma). Norma vektora ||u|¢ 1
norma funkcije || f||c usaglasene su u sljedeéem smislu: ako je u; = f(i/M) onda vazi limps_,
llullc = ||fllc.- Rijetima, ako su wu; vrijednosti funkcije f u ¢vorovima onda (kad broj évorova
tezi ka beskonacnosti) diskretna norma tezi ka kontinualnoj normi.

U teoremi 2 je ispitana stabilnost (u odnosu na pocetni uslov i desnu stranu) §ema o = 0
T < h?*/2, 0 =1/2 7 < h? o = 1 bez uslova po ovoj diskretnoj normi tipa C. Zapaziti da je
greska aproksimacije (pokazatelj R) u teoremi 1 mjerena po ovoj normi (R je definisano kao
maksimum greski aproksimacija u pojedinim ¢vorovima).

Druga moguénost. Norma tipa L%
Poznato je da se u Hilbertovom prostoru L? = L%(0,1) koji se sastoji od svih (realnih)
funkcija koje su integrabilne sa kvadratom (u Lebesgueovom smislu) norma definie kao || f||2 =

1/2
(fol |f(a:)|2dw) / . Ovo je tzv. srednje-kvadratna norma. Ona proistice iz sljedeceg skalarnog

proizvoda: (f,g) = [y f(z)g(z)dz, || fll2 = \/{f, f)-
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Usaglasena, tj. odgovarajuca norma vektora i skalarni proizvod dva vektora u ovom sluc¢aju
glase:

M 1/2 M 2\1/2
V)= huwi,  fullz = ()2 = (3 hluf?)

gdje je u = (uo, ..., upm), v=(vo,...,vm), h =1/M.

Moze se ispitati stabilnost metode (bilo koje od tri metode ¢ = 0, 0 = 1/2, ¢ = 1) u odnosu
na predlozenu normu. Sto se tice predlozene norme, opredjeljujemo se za ispitivanje stabilnosti
u odnosu na pocetni uslov. Ovo ispitivanje koristi za slucaj da je jednac¢ina (1) homogena,
tj. da u njoj nema sabirka f(x,t). Sada se linearni sistem (9) mijenja utoliko $to u njemu nema
g = gr, tj. svi gl su jednaki nuli. Da li to $to su veli¢ine {3,,} "male” (po predloZenoj normi)
povlaédi da je i rjesenje {v”} sistema (9) v2, = B, 0 <m < M; L™ = (1 — o)Av ! + o Av?,
0<m< M,vy =003 =0n=12...,N "malo”? Dakle, uslov stabilnosti (u odnosu na
pocetni uslov) glasi:

V)2 < ClBll: (za §=0,....N).

Vaze sljedeéa tri iskaza. Kada je ¢ = 0 (eksplicitna Sema): uslov vazi ako je 7 < h%/2. Kada
je ¢ = 1/2 (simetri¢na Sema): uslov vazi za ma kakve h i 7. Kada je 0 = 1 (&sto implicitna
Sema): uslov vazi za ma kakve h i 7.

Treca mogucnost. Energetska norma.

Stabilnost diferencne Seme se ispituje u tzv. energetskoj normi.

Stabilnost se ispituje u odnosu na pocetni uslov 1 desnu stranu. Definicija skalarnog proiz-
voda 1 norme:

M-1 1
(u,v)a = (Au,v)y = Y h(Au)v;,  gdieje  (Au); = ——
=1

e (Uz’+1 — 2u; + ui—l)

(ispunjeno je A* = A > 0),

M-1 1 1/2
[ulla = (Z h <_ﬁ> [ui+1 — 2u; + ui—l]ui)
=1

(uvijek se norma koja proistice iz skalarnog proizvoda definise kao ||u||> = (u,u)). Ovdje su
( , )ai]|l |la definisani za vektore koji za ¢+ = 0 1 ¢ = M imaju vrijednost nula; ako je
u = (ug,u1,...,upn) onda je ug = upr = 0.

Uslov stabilnosti (po 81 g) odnosi se na linearni sistem (9), a glasi:

. J .
(3C1 >0) (3C2 > 0) V|3 < CilBlla+Ca ) 7llglle  (za j=0,...,N).

=1

Za g' je upotrebljena norma tipa C. Vaze sljedeéa tri iskaza.

Sema o = 0: uslov je ispunjen ako je 7 < h?/2.

Sema o = 1/2 ili metoda Cranka—Nicolsonove: uslov je ispunjen za ma kakve h i 7.

Posljednji napisani uslov stabilnosti je realniji pokazatelj od ranijeg uslova stabilnosti (10)
koji se odnosio na normu tipa C. Norma tipa C' je "gruba”.

Sema ¢ = 1: uslov je ispunjen za ma kakve h i 7.
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7. ZADATAK O NAJBOLJOJ APROKSIMACIJI DATE FUNKCIJE

U ovom poglavlju bice izloZeno nekoliko metoda za aproksimaciju funkcija od jedne prom-
jenljive y = y(z) i funkcija od dvije promjenljive z = z(z, y).

7.1. LINEARNI TREND (LINEARNI MODEL)

Na redu je problem u kome se polazi od jedne date funkcije y = y(z). Treba odrediti
njenu dobru aproksimaciju. Za aproksimaciju ¢e posluziti jedna funkcija iz klase svih linearnih
funkcija.

Neka je n > 2. Neka su zi,...,z, medusobno razli¢iti brojevi (z; # ®; za j # i). Neka
su dati i brojevi y1,...,y,. Time su definisane tacke (z;,y;) u ravni. Mozemo smatrati da te
tacke predstavljaju vrijednosti jedne funkcije y = y(z), da je y; = y(z;). Navedene tacke ¢ine
set ulaznih podataka. Ove okolnosti prikazane su na slici 1.

Prelazimo na postavku problema. Trazi se funkcija iz odredene klase funkcija koja najbolje
aproksimira navedene ulazne podatke. Treba se izjasniti — koju klasu funkcija imamo u vidu.
Izbor klase utice na postupak rjesavanja. U ovom naslovu razmatra se najjednostavniji slucaj.
Mi se opredjeljujemo za klasu linearnih funkcija, to su funkcije oblika y = az + b (a,b € R).
Treba odrediti a 1 b da se ostvari najbolja aproksimacija.

Dalje, treba dati precizan smisao rijecima "najbolja aproksimacija”, treba se izraziti preko
formule. Posmatrajmo tacku z = z;. Obi¢no se za y; kaze da je vrijednost dobijena mjerenjem.
Za njenu aproksimaciju posluzice veli¢ina az;+b. Obi¢no se za nju kaze da je teorijska vrijednost
ili vrijednost po modelu. Ponovimo da a1 b jos nisu izracunati. Uvedimo u razmatranje razliku
dva broja r; = ax; + b — y;. Pozeljno je da razlika (odstupanje) bude sto manje. Kao mjera
za odstupanje u pojedinoj tacki uzima se |r;|*> = (az; + b — y;)?>. Ukupno rastojanje (ukupno
odstupanje) dobija se sabiranjem pojedinaénih. Mi pisemo r* = Y0, |r;|* = Y0 (az; +b—y;)*
Prirodno je da se veli¢ina r nazove ukupnim rastojanjem. Mozemo pisati » = r(a,b), r zavisi od
aib. Mitrazimo (a,b) za koje se dostize globalni minimum funkcije r = r(a, b). Neformalno se
zapisuje da Zelimo da rijeSimo problem ”"r — min”. Sada je problem koji predstavlja predmet
razmatranja dobio formalan i precizan matematicki izraz (oblik)!

Uvedimo oznaku F'(a,b) = r®. Jasno, za iste (a,b) se dostize minimum i funkcije r = r(a, b)
i funkcije F = F(a,b). Ubuduce radimo sa F, jer je tako pogodnije, da ne bismo pisali
Prepisimo formulu F(a,b) = Y1, (az; + b — y;)>.

Parcijalni izvodi % = 2Y % zi(az; + b — y;), % = 237 (az; + b — y;). Zelimo da

nademo stacionarnu tacku, pa zato % =0, % =0=aXl, 2 +b3 0 @ — 0wy = 0,
ayr xz;+nb— 37" y; = 0. Dobili smo sistem linearnih jednacina po nepoznatim a i b.

MozZemo ga zapisati u matricnom obliku:

[Z?:1$? Z?:lml_la] _ lz?:lﬁyil.

7 . b n . (*)
Ei:l Ly n Ei:l Yi

Matricu sistema oznacimo kao M = [my;]7,_;. Lako se vidi da je det M # 0. Zaista,
primijenimo poznatu Cauchy—-Schwarzovu nejednakost: |(u,v)|* < |lu||?||v]||?, znak jednakosti
vazi samo ako su vektori u i v kolinearni. Naravno da je skalarni proizvod (u,v) = Y7 w;v;
i norma ||u|| = /X%, |u;|2. Ocito, u = (uq,...,u,) € R*. Nama sluzi nejednakost kada je
u=(z1,...,2,), v=(1,...,1). Dakle, sistem ima jedinstveno rjesenje (a,b). U daljem tekstu
sa (a,b) oznacavamo rjesenje sistema linearnih jednacina.
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Dali je (a,b) tacka minimuma funkcije F' = F(a,b)? Po Sylvesterovom kriterijumu, dovoljno
je da pocetni glavni minori matrice M budu pozitivni. Drugim rijeéima, ako je mq; > 01
det M > 0 onda imamo ta¢ku minimuma. Obe nejednakosti su ispunjene. Zaista, Y=, z? > 0
jer je n > 2. Isto tako, det M > 0 jer je u nasem slucaju |(u,v)|? < ||ul|?||v]|®>. Znadi, jeste
minimum.

Najzad, lokalni minimum nase funkcije je i njen globalni minimum, buduéi da ona drugih
ekstrena nema. Time je postavljeni zadatak rijeSen u potpunosti!

Mogli smo u uvodu kazati kako slijedi. Mi unaprijed znamo (mi na bazi teorije znamo) da je
zavisnost z 1y linearna, ona ima oblik y = ax + b, samo ne znamo ¢emu su jednaki a1 b. U cilju
njihovog odredivanja, izvrsili smo n mjerenja, ¢ime smo dobili ulazne podatke kako je receno.
Na osnovu tih podataka, treba odrediti a 1 b koji najbolje nalijezu na izmjerene vrijednosti.

Za izlozenu metodu koristi se naziv METODA NAJMANJIH KVADRATA, od izgleda
funkcije 1 od "F — min”. Za izlozenu numericku metodu koristi se 1 naziv fitovanje, od
engleskog "best fit”. Takode se koristi 1 naziv linearna regresija, dolazi iz matematicke statis-
tike.

Primjer. Na¢i najbolju aproksimaciju oblika ¥y = ax + b po metodi najmanjih kvadrata za

podatke ;j é g i g Izrada. Imamo redom Y z? = 30, Y z; = 10, Y z;y; = 38,
_ . 30a + 10b = 38 . DL _ _ _
Yy1 = 12. Sistem 10a 4+ 4b = 12 Njegovo rjesenje a = 1,6, b = —1. Odgovor:
y = 1,6z — 1. V. sliku 2.
; /
5

7 T; Yi
1 T Y1

n Ly Un

Slika 1: Ulazni podaci za 0 / 1

zadatak o aproksimaciji
/

Slika 2: Linearni trend y = az + b (y = 1,62 — 1)

Primjedba. Za sistem (%) se kaze da predstavlja NORMALNI SISTEM jednacina. Ako
uvedemo oznake x = (21,...,2,), ¥y = (Y1,...,yn), 1 = (1,...,1), tada sistem glasi (y — ax —
bl,x) =0, (y —ax — bl,1) = 0. Ako uvedemo oznake z = ax + bl za aproksimacioni vektor
ir =y — z za vektor razlike, tada sistem glasi (y —z,x) =0, (y —z,1) = 0 ili (r,x) = 0,
(r,1) =0ilir L x,r L 1. Zapazamo da je vektor razlike r ortogonalan na dvodimenzioni
potprostor ¢iju bazu ¢ine vektori x 1 1. To nije slu¢ajno. Naime, vektor z predstavlja projekciju
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vektora y € R™ na navedeni potprostor. Mi se nalazimo u euklidskom prostoru R", skalarni
proizvod (x,y). Bilo je: u potprostoru, naéi vektor z koji je najblizi po kriterjjumu min ||r||.

Dokaz za CAUCHY-SCHWARZ nejednakost, L < R, L = |[(u,v)|, R = ||u| - ||v]|. Ako je
v =0onda L = R=0. U daljem, v # 0. Razmotrimo kvadratni trinom p(\) = aA> + b\ + ¢ =

n

S (ui + Av;)% Iz a > 01 p(A) >0 zasvako A € R = b* — 4ac < 0, L < R. Dalje, ako L = R,

=1
b> — 4ac = 0 onda p(Ao) = 0, u 4+ Agv =0 (A = —;—a). Dokaz je zavrien. Trivijalno: uiv
kolinearni = L = R.

7.2. MODEL KOJI SE SVODI NA LINEARNI SLUCAJ

Sada ulogu prave linije y = az + b preuzima teorijski model y = ae®. Navedeni model se
¢esto pojavljuje u primjenama, buduéi da je to tzv. prirodna funkcija rasta.

Razmotrimo ulazne podatke (z1,y1), ..., (Zn, yn) kao u prethodnom naslovu. Obi¢no se kaze
da su ulazni podaci dobijeni mjerenjem. Treba naéi najbolju aproksimaciju oblika y = ae®.
Drugim rijecima, treba naci a € R, b € R. Kako da rijesimo postavljeni problem? Do rjesenja
se dolazi u jednom potezu, rjeSenje se moze opisati jednom recenicom. Naime, lako se svodi
na problem razmatran u prethodnom naslovu. Upravo, dovoljno je da se primijeni logaritam
na lijevu i desnu stranu relacije y = ae®®. Tako, Iny = Ina + bz. Vidimo da treba primijeniti
model prave linije na podatke (z;,Iny;), ¢ = 1,...,n i da éemo kao rezultat imati b1 lna. Jo§
samo ostaje da se logaritam razduzi.

Primjer. Po metodi najmanjih kvadrata, naé¢i najbolju aproksimaciju oblika y = ae®® (svo-
z|1]2|3 |4
y||1]4)10]20

; é 1’29 2’?;)0 2;29 , pomo¢ni model Y = Az + B, sistem 32;)4A+—|—12g _ 271624
njegovo rjesenje A = 0,99, B = —0,80. Odgovor: y = 0,45¢°%% (jer je e~ 98 = (,45).

U zakljucku, vidimo da smo rijesili model y = aeb® time $to smo izvrsili njegovu linearizaciju.
Slicno se 1 neki drugi modeli mogu redukovati na linearni slucaj.

denjem na linearni slucaj) za podatke . Izrada. Smjenalny =Y, podaci

7.3. METODA INVERZNIH DISTANCI

Na redu je jedna metoda koja sluzi za aproksimaciju funkcije od dvije promjenljive z =
z(z,y). Koordinate tacke u ravni oznac¢avamo kao (z,y), a zavisno promjenljivu kao z. Ukratko,
mjerenjem smo saznali vrijednosti zavisno promjenljive u n tacaka. Na osnovu raspolozivih
podataka, treba naéi dobru procjenu za z(zo, o), gdje je (o, yo) neka tacka u ravni.

Uvedimo potrebne oznake. Razmotrimo funkciju od dvije promjenljive z = z(z,y). Neka je
n > 1. Neka su (21,y1),. .., (Zn,yn) tacke u kojima raspolazemo sa z; = z(z;,y;). Sve zajedno
¢ini set ulaznih podataka, sto je prikazano na slici 3.

Prelazimo na postavku problema. Fiksirajmo za trenutak jednu tacku u ravni (zo,yo).
Naravno da z(zo,yo) oznacava vrijednost razmatrane funkcije u toj tacki. Pisaéemo krace
zo = z(®o,yo). Taéna vrijednost zo je van domaSaja. Treba izmisliti metodu da se dode do
njene dobre aproksimacije. Tu aproksimaciju (biée izracunata) oznacavaéemo kao Zo, ¢. kapa
ili engl. hat. Mozemo pisati neformalno zy = 29 + €.

Tacke (1,y1) ..., (®n, yn) mozemo da oznacimo kao P, ..., P,. Naslici ¢e one biti oznacene
kao P,Q,.... Za (zo,y0) oznaka Py. Na slici ¢e za nju biti oznaka X. Uvedimo oznaku d; za

rastojanje izmedu Py 1 P;. Znadi, neka je d; = \/(:BZ —20)2+ (yi —yo)?zai=1,...,n.
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Kako da dobijemo 23?7 Mi éemo uzeti jednu linearnu kombinaciju datih vrijednosti funkcije
¢1z1+ ...+ ¢nz,. Lako se razumije da linearna kombinacija treba da bude konveksna. To znaéi
da treba da bude ispunjeno 0 < ¢; <lici+...4+¢, = 1. Sto je ¢; vedi to i-ta tacka vise utice
na formiranje rezultata z,. Drugim rijecima, znacaj takvih tacaka, tj. njihov tezinski faktor
bice veci od onog udaljenih tacaka.

Logicno, tacka (z;,y;) treba da ima veéi znacaj ukoliko je bliza tacki (zo,y0) o kojoj se
radi. Drugim rijecima, znacaj i—te tacke obrnuto je srazmjeran njenom odstojanju d;. U nu-
merickoj metodi, uzima se da je koeficijent ¢; proporcionalan recipro¢noj vrijednosti rastojanja
d;. Automatski, ¢; = (1/d;)/(X%=,(1/d;)). Time je numericka metoda konstruisana. Mozemo
napisati definitivno

. < 1/d;
0= ;Clz“ “Td o+ y1/d,

Primjer. Dato je (z1,y1) = (100,200), (zs,y2) = (200,100), (zs,ys) = (300,300), (zo,yo) =
(200,200), z; = 10, z = 11, z3 = 15. V. sliku 4.

Izrada. Mi ra¢unamo d; = 100, d; = 100, d3 = 141, 1/d; = 0,01, 1/d, = 0,01, 1/d; =
0,007, 1/d; + 1/d» + 1/ds = 0,027, ¢; = 1/d;/0,027 = 0,37, ¢ = 1/d»/0,027 = 0,37, ¢35 =
1/d3/0,027 = 0,26. Tako da je zy = 0,37z; + 0,372 + 0,2623 i nastavljamo da ra¢unamo
20=0,37-10+ 0,37 - 11 4+ 0,26 - 15. Rezultat glasi zo = 11,67.

)

) i, Y; Z;

i | (@i y) R

1 (3717?/1) 21

2 (1727?/2) Z2

.. P

n|(Tn,Yn)| Zn Q
Slika 3: Ulazni podaci . T
(zatim z(zo,y0) = 7) 0 200 "

Slika 4: Rastojanja d; = dy = 100, d3 = 141,4

7.4. METODA KVADRATNIH INVERZNIH DISTANCI

U slu¢aju metode kvadratnih inverznih distanci stavlja se ¢; = (1/d?)/(1/d* + ...+ 1/d2) za
1 <1 < m, §to predstavlja jedinu razliku. Ostalo sve isto kao kod metode inverznih distanci.

7.5. JEDNOSTAVNI KRIGING (SIMPLE KRIGING)

vees

metodu) se kaze i engl. Gaussian process regression. Takode se kaze i Wiener—Kolmogorov
predikcija.
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Neka je u (z,y) ravni data zavisna veli¢ina z = z(z,y). Zavisna veli¢ina moze da bude
elevacija terena ili koncentracija zlata. Neka je u N > 1 tacaka (z,y) izmjerena veli¢ina z.
Oznacéimo sa m srednju vrijednost veli¢ine z po svih N tacaka. S druge strane, razmotrimo
tacku P, ¢ije su koordinate (zo,yo) a koja nije ¢vor. Treba naéi dobru procjenu, u oznaci Z,
za veliéinu zg = z(xo,yo). Od ranijih N tacaka, izaberimo n > 1 tacaka i to one najblize P,.
Oznacimo ih kao P;, a njihove koordinate kao (z;,v;), gdje je 1 < i < n. Takode, z; = z(z;, y;).

Znamo da se rastojanje dvije tacke (z1,y1) 1 (22,y2) u ravni izrazava sa

d= /(22— )2 + (32 — 1)

Neka je d;; rastojanje izmedu P;1 P;, gdjejel <i <n,1 < j <n. Takode, d;p neka oznacava
rastojanje izmedu P; 1 Py, gdje je 1 < i < m. Prirodno, stepen korelacije vrijednosti z u dvije
tacke obrnuto je srazmjeran njihovom rastojanju. Treba definisati funkciju da odrazava inverznu
proporciju. Razmotrimo funkciju koja broju A > 0 pridruzuje broj 1 —T'(h) = 1 — 1,5k + 0,5h3,
a mogudi su 1 neki drugi oblici. Za I' se kaze da je variogram. Od h = 0 do h = 1 funkcija opada
od vrijednosti 1 do vrijednosti 0. Dodefinisimo funkciju da je = 0 za h > 1. Ako h posmatramo
kao rastojanje u metrima onda se obi¢no uzima funkcija 1 — 1,5(k/5000) + 0,5(k/5000)> ili
slicno. Najzad, stavimo

(k) = 0,8(1 = 1,5(h/5000) + 0,5(h/5000)*) za 0 < h <5000 i y(h) =0 za h > 5000.

Koeficijent 0,8 (ili sli¢an broj) ima odredeni fizicki smisao.
Stavimo a;; = y(di;), 1 < i < n, 1 < j < n, izrazava mjeru korelacije medu ¢vorovima.

Stavimo b; = y(d;), ¢ = 1,...,n, uzajamna povezanost ¢vora P; i tacke Py za koju se aproksi-
macija vréi. Neka je A matrica, A = [a;;]7;_;. Vidimo da je matrica A simetricna i da je
a; = 0,8. Neka je b vektor kolona, b = [b;]% ;. Neka je ¢ vektor kolona, ¢ = [¢;],, vektor

nepoznatih. Napi§imo standardni sistem linearnih jednacina
Ac=b.

Velic¢ina ¢; pokazuje udio (udio uticaja) broja z; na formiranje broja Zo, tj. broja koji se trazi
(procjena za zp). Tacnije, procjena se formira po formuli

Zo=m+ci(z1 —m)+ ...+ cu(zn — m).

Moze se 1zvrsiti procjena za veliki broj tacaka tipa tacke Py i onda se svi rezultati mogu
prikazati u obliku mape. Iz mape se sa dobrom precizno$éu moze vidjeti gdje veli¢ina z dostize
maksimum. Kriging predstavlja veoma moc¢no i korisno sredstvo za interpolaciju (aproksimaci-
ju). Na primjer, ako su dva ¢vora (od n évorova) blizu onda to nece narusiti kvalitet numerickog
odgovora.

Primjer. Neka je y(h) kao u tekstu. Vrijednost z poznata je u tackama P; i Py, a nije poznata
u tacki Py, trazi se procjena. V. sliku 5. Na slici su tacke oznacene kao P, (), X. Ulazni podaci:
P;(1000,0), P»(4000,0), Py(2500,0), z; = 800, z, = 900, m = 1000. Medu-rezultati: sistem
linearnih jednacina 0,8¢; +0,17¢s = 0,45, 0,17¢; + 0,8¢2 = 0,45, njegovo rjesenje ¢; = ¢y = 0,46.
Rezultat: 29 = m + ¢1(z1 — m) + ca(z2 — m) = 860.

Nastavak primjera. Samo je promijenjeno Py(2500,2000). V. sliku 6. Sada sistem linearnih
jednacina glasi 0,8¢; + 0,17¢, = 0,25, 0,17¢; + 0,8¢c2 = 0,25, a njegovo rjesenje ¢; = ¢y = 0,26.
Rezultat glasi 2, = 920.
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Nastavak primjera. Opet je sve ostalo isto, a jedino je izmijenjena pozicija tacke Py. Neka
je sada Py(1000,2000). V. sliku 7. Imamo sistem linearnih jednaéina 0,8¢; + 0,17¢, = 0,34,
0,17¢; + 0,8¢c2 = 0,12, a rjesenje ¢; = 0.4, co = 0,06. Sada odgovor glasi z; = 910.

X X
2000 @ 2000 |-€®
P x o | P 9| I
2500 1000
Slika 5: Procjena u X Slika 6: Procjena u X Slika 7: Procjena u X

Primjer. Neka je y(h) kao u tekstu. V. sliku 8. Neka je dato
P1(0,0), P»(4000,0), P5(2000,4000), Py(2000,2000).
Sistem linearnih jednacina glasi

0,05¢1 + 0,8¢s + 0,015 = 0,18

0,8¢1 + 0,05¢5 + 0,015 = 0,18
0,011 + 0,01cy + 08¢ = 0,34

Njegovo rjesenje je ¢; = 0,18, ¢2 = 0,18, ¢3 = 0,43. Znamo da se aproksimacija vrsi po formuli
Zo =m+ c1(z1 — m) + ca(z2 — m) + c3(z3 — m).

X,
S

ZJ

P 2000 Q
Slika 8: Imamo z u P,Q), R

7.6. OBICNI KRIGING (ORDINARY KRIGING)

Predstavlja usavrieni oblik jednostavnog kriginga (i sluzi za rjeSavanje istog zadatka), pa
navedimo samo u ¢emu se sastoje razlike. U racunu vise ne ucestvuje m, a sada vaz relacija
¢1+...+¢, = 1. Sada matrica A ima oblik (n+1) x (n+ 1), a vektori b i ¢ imaju duzinu n+ 1.
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Velicine a;; (1 <4 < n, 1 < j < n) poklapaju se sa onima kod jednostavnog kriginga. Isto
tako, brojevi b; (1 < ¢ < n) poklapaju se sa onima u slu¢aju jednostavnog kriginga. Stavlja
s€ Gint1 = 1 (1 <i<mn),anr1;=101<7<n), apr1nt1 =0, bypr = 1. Tako da matrica
A ostaje simetri¢na. Treba rijesiti sistem linearnih jednacina Ac = b. Dobiéemo ¢y, ..., cypy1-
Rezultat glasi, odnosno za aproksimaciju sluzi velicina 2o = ¢121 + ... + ¢cpzp.

Primjer za obi¢ni kriging iz knjige Burrough, p. 139. Izabrana je funkcija v = (k) na
odgovarajuéi na¢in. Ulazni podaci prikazani su u tabeli (n = 5):
Li[[1]2[3]4]5]
z; 213191615
v 12171953
z (131412416

Visi se aproksimacija za tacku Py(zo,yo0), gdje je zg = 5, yo = 5. Ulazni podaci prikazani su i
na slici 9, barem §to se tice (z,y).

Medu-rezultate izostavljamo, jer su obimni. Tokom racunanja, rjesava se jedan sistem li-
nearnih jednacina oblika 6 x 6. Kao rezultat imamo sljedeée brojeve: ¢; = 0,02, ¢ = 0,23,
cs = —0,09, ¢4 = 0,64, c5 = 0,20. Tako da odgovor glasi zg = ¢;121 + c222 + c323 + c424 + C525 =

0,02-340,23-4—-0,09-240,64-44 0,20 - 6 = 4,56.

10
R.
Q,
5 Xo .0
T'
P.
5 10
Slika 9: Raspored tacaka Py, ..., Ps

i Py, tj. P,...,TiX u(z,y) ravni.
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