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Numericka matematika. Ogledni primjeri

Kolokvijum obuhvata oblasti: Rjesavanje sistema linearnih jednacina, Metode za ra¢unanje
svojstvenih vrijednosti matrice, Metoda konac¢nih razlika za rjeSavanje grani¢nog zadatka za
ODJ. Zavrsni ispit obuhvata oblasti: Metoda konacnih elemenata za rjeSavanje grani¢nog za-
datka za ODJ, Metoda konac¢nih razlika za PDJ eliptickog tipa, Metoda konacnih razlika za
PDJ parabolickog tipa, Zadatak o najboljoj aproksimaciji date funkcije.

Za kolokvijum dolazi jedno ili dva pitanja iz teorije i tri ili ¢etiri zadatka. Za zavrsni ispit
dolazi jedno ili dva pitanja iz teorije i tri ili ¢etiri zadatka.

U nastavku: Pitanja iz teorije 1 Postavke zadataka, zajedno sa uputstvima i rjeSenjima.

Pitanja iz teorije
> Rjesavanje sistema linearnih jednacina

1. Sta znaé&i djelimiéno pivotiranje ili izbor glavnog elementa u sluc¢aju primjene Gaussove
metode eliminacije?

2. U ¢emu se rjesavanje sistema linearnih jednacina sa trodijagonalnom matricom razlikuje
od opsteg slucaja?

3. Ukratko o LU dekompoziciji date matrice

4. Ukratko o Cholesky dekompoziciji date matrice

5. Vremenski trosak algoritma baziranog na Cholesky dekompoziciji, odnosno u sluéaju
Gaussove metode eliminacije

6. Numericki algoritam Jacobijeve metode

7. Teorema o dovoljnim uslovima za konvergenciju Jacobijeve metode

8. Formule za ocjenu greske k—te aproksimacije u slu¢aju primjene Jacobijeve metode

9. U glavnim crtama o ideji metode konjugovanih gradijenata (metode gradijentnog spusta)

za Ax =Db
> Metode za ra¢unanje svojstvenih vrijednosti matrice

10. Numericki algoritam metode stepena
11. Teorema koja se odnosi na metodu stepena

1 Metoda konacnih razlika za rjeSavanje granicnog zadatka za ODJ

12. Numeric¢ki algoritam metode konacnih razlika za —y"+p(z)y = f(z),y(0) = a,y(X) =b

13. Kako glasi teorema koja se odnosi na metodu konaé¢nih razlika u sluc¢aju 4, = Ry =
Ry =107

14. Metoda konacnih razlika za ODJ — lema 1, gdje se pretpostavlja da je p, > 0 za
n=1...,N—1

15. Metoda konaé¢nih razlika za ODJ — slu¢aj diferencijalne jednacine oblika y” + p(z)y’ +
q(z)y = f(z)

16. Kako se aproksimiraju grani¢ni uslovi druge vrste y'(0) = a, y'(X) = b?

17. Kako se aproksimiraju grani¢ni uslovi treée vrste agy(0) + a1y’(0) = a, Boy(X) +
By’ (X) = b7
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>t Metoda konacnih elemenata za rjesavanje grani¢nog zadatka za ODJ

18. Priprema iz funkcionalne analize (za varijacione metode)

19. Ideja o metodi varijacionog tipa i pojam Ritzove metode, kako glasi Ritzov sistem
jednacina

20. Sablon Ritzove metode

21. Kako glasi izraz za funkcional I(y) koji se minimizuje u slucaju —y” + p(z)y = f(z),
y(0) =y(1) =0, p(x) = 07

22. Ritzova metoda u formi metode konaénih elemenata: kako se definisu funkcije ¢, x() 1
koji oblik ima priblizno rjesenje?

23. Slu¢aj nehomogenih grani¢nih uslova y(0) = a, y(1) = b, Ritzova metoda

>t Metoda konacnih razlika za PDJ eliptickog tipa

24. Elipticka jednacina — numericki algoritam — kako glasi sistem jednacina po nepoznatim
u”‘?
25. Elipticka jednacéina — dokaz za aproksimaciju, tj. ocjena veli¢ine Lu(z,y) — £(u(z,y))

> Metoda konaénih razlika za PDJ parabolickog tipa

26. Parabolicka jednacina — numericki algoritam u sluc¢aju eksplicitne seme ("o = 07)

27. Parabolicka jednacina — numericki algoritam u slué¢aju simetri¢ne Seme ("o = %”)

28. Parabolicka jednacina — numericki algoritam u slu¢aju ¢isto implicitne seme ("o = 17)

29. Parabolicka jednaéina, simetri¢na S§ema — ispitivanje aproksimacije — ocjena pokazatelja
|r™ | 1 max | |, koliki je red aproksimacije?

30. Parabolicka jednacina — ispitivanje stabilnosti po normi tipa C — koji uslov treba da
bude zadovoljen da bi diferencna sema bila stabilna?

1 Zadatak o najboljoj aproksimaciji date funkcije

31. Linearni trend y = az + b (linearni model)

32. Model y = ae®® koji se svodi na linearni slucaj

33. Metoda inverznih distanci — aproksimacija funkcije z = z(z,y)

34. Metoda kvadratnih inverznih distanci — aproksimacija funkcije z = z(z,y)
35. Kako glase formule za y(h) i Zg u jednostavnom krigingu?

36. Kako glase formule za [a;;], [b;] 1 Z0 u obi¢nom krigingu?

Postavke zadataka, zajedno sa uputstvima i rjeSenjima

> Rjesavanje sistema linearnih jednacina

1 2
Uputstvo. Treba det(Al — A) = 0, gdje je I jedini¢na matrica.

. . .. . . 21
@ Izracunajte svojstvene vrijednosti matrice A = ] ] .

@ Poznato je da su Ay = 3 1 A; = —1 svojstvene vrijednosti matrice A = l ? ; ]

Odredite odgovarajuce svojstvene vektore e; i es.
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Uputstvo. Treba Ae; = Ae;.

1 2 -1 -1
@ Dato je x = | 4 |, izrac¢unajte ||X||~. Datoje A= | 3 —1 4 |, izracunajte || A .
3 5 6 -1
Uputstvo. Po formulama ||X|| s = maxi<i<y, [2i], |A]le = maxi<icn (Z?:l |aij|).
4 -2 0
@ Razmotrimo simetricnu matricu A = | —2 2 1 |. Dokazite da je data matrica
0o 1 2

pozitivno definitna.
Uputstvo. Treba primijeniti Sylvesterov kriterijum, koji se odnosi na simetri¢nu matricu
A (AT = A). Za takvu matricu, neophodan i dovoljan uslov da bi ona bila pozitivno definitna

(A > 0) glasi: det ([aij]ﬁjzl) >0zak=1,...,n.
21 — 9 =1
—21+ 229 — 25 = —1
@ Rijesite trodijagonalni sistem linearnih jednacina —zq 4 225 — 24 = 3
—23+ 224 — 5 = —4

— Iy + 2(135 =1
Rezultat: (z1,zs, 23,24, 25) = (1,1,2,0,2).
2 1 -1
@ Razmotrimo A= | 0 2 —2 |. Treba izvrsiti LU dekompoziciju date matrice.
-2 1 1

Objasnjenje. Datu matricu A treba prikazati kao proizvod A = LU, gdje je L donje
trougaona matrica sa jedinicama na dijagonali, dok je U gornje trougaona matrica.

1 00 21 -1
Rezultat: A= 0 1 0 |-[{0 2 -2
-1 11 00 2
4 -2 0
@ Razmotrimo matricu A = | —2 2 1 | za koju znamo da je simetri¢na i pozitivno
0 1 2

definitna. Treba izvriti njenu dekompoziciju po Holeckom (Cholesky).
Objasnjenje. Datu matricu A treba prikazati kao proizvod A = LLT, gdje je L donje
trougaona matrica, l; > 0.

2 1

00 2 -1 0
Rezultat: A= -1 1 0 |-[0 1 1
0 11 0 0 1

10z; +4x5 — x5 =8

Razmotrimo sistem linearnih jedna¢ina 2z; — 10z, + z3 = 10 (Ax = b). Dokazite da

1+ Ty + dxs = 12

Jacobijev iterativni proces (za njegovo numericko rjeSavanje) konvergira. Napisite formulu po
kojoj se racunaju uzastopne aproksimacije. Nakon §to proizvoljno izaberete pocetnu aproksi-
maciju Xo, izracunajte prve dvije aproksimacije X; 1 X5 po formulama od malocas.

Uputstvo. Dovoljan uslov za konvergenciju Jacobijeve metode: da je matrica A dijagonalno

dominantna. Formule: xj.; = —P7'Qx; + P~'b (xx41 = Bxi + ¢), gdje je A = P + Q,
P = diag(ai1,. .., Gnn)-

> Metode za ra¢unanje svojstvenih vrijednosti matrice
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21
1 2
svojstvenu vrijednost A;. U tom cilju, primjenjujemo metodu stepena. Napisite formule po
kojima se racunaju uzastopne aproksimacije {px}re,. Izrac¢unajte po,p1, p2. Proizvoljno se
bira polazni vektor x, € R?.

@ Razmotrimo matricu A =

] . Zelimo da numeric¢ki izracunamo njenu dominantnu

. . : . . . . 21
Zelimo da izratunamo dominantnu svojstvenu vrijednost A; matrice A = l ] U

1 2
3

tom cilju, mi primjenjujemo metodu stepena na matricn B=A+ [ = 1 ; , tako $to ¢emo
izracunati po, pi1, 2. Naime, poznato je sljedeée: A;(B) = A;(A) + 1. Uopste, vazi tvrdenje:
ako je B = A+ ¢l onda je A\;(B) = A;(A) 4 ¢. Rijecima, svojstvene vrijednosti matrice B su
za ¢ veCe od svojstvenih vrijednosti matrice A. Sa [ je oznacena jedini¢na matrica dimenzije
2 x 2 (dimenzije n X n).

Kaze se da je 1zvrsena translacija po A. Ako je translacija pogodna onda se konvergencija
ubrzava.

>t Metoda konacnih razlika za rjeSavanje granicnog zadatka za ODJ

@ a) Naéi opste rjeSenje diferencijalne jednacine y” + 4y’ 4+ 3y = 0. Rezultat: y =
Cie ™" —|— Che™™.
b) y” — 4y = 0. Rezultat: y = C1e** + Cae .

c)y’' + 2y + by = 0. Rezultat: y = (C;cos 2z + Cysin 2z)e™™.

d) y” +y = 0. Rezultat: y = Cicosz + Cysinz.

e) y"' — 4y + 4y = 0. Rezultat: y = ¢**(Ciz + C>).

f) y" +y' = 0. Rezultat: y = C; + Cre™".

Uputstvo. Razmotrimo linearnu homogenu sa konstantnim koeficijentima y” 4 py’ + qy = 0,
gdje p,q € R. Kako se odreduje njeno opste rjesenje? Razmatranoj jednacini pridruzZuje se
njena tzv. karakteristiéna jednaéina po nepoznatoj A € Rili A € C: A2 + pA + ¢ = 0. Napisali
smo jednu kvadratnu jednacinu. Treba naéi njena rjesenja. Vidje¢emo da postoje tri slucaja.

Slu¢éaj 1. Kvadratna jednacina ima dva medusobno razli¢ita realna rjesenja A; 1 Ay. Tada
opéte rjesenje diferencijalne jednacine glasi y = Cye*® + Cye*?®, gdje su Cy i Cy proizvoljne
konstante.

Slucaj 2. Kvadratna jednac¢ina ima dva konjugovano kompleksna rjesenja Ay » = a £1b, gdje
a,b € R, b# 0. Tada opste rjesenje diferencijalne jednacine glasi y = (C} sin bz + C cos bz)e®”

Slu¢aj 3. Kvadratna jednacina ima jedan realni korijen A koji se ponavlja (dvostruki korijen).
Tada opste rjesenje diferencijalne jednacine glasi y = e**(Cyz + Cs).

a) Nadi opste rjesenje diferencijalne jednacine y” — 4y = 1. Rezultat: y = Cie” +
Che™® — l

b) y” —|— 2y’ 4+ by = z?. Rezultat: y = (Cycos2z + Cysin2z)e™" + w — 24—513 — %

Uputstvo. Razmotrlmo jednac¢inu oblika y” + py’ 4+ qy = f(=), nge p,q € R, a f(z) je
polinom stepena n > 0; nehomogena sa konstantnim koeficijentima, pri ¢emu desna strana f(z)
ima specijalni oblik. Neka je ¢ # 0. Lako se dolazi do rjesenja navedene jednacine. RjeSenje
jednacine (opste rjesenje jednacine) glasi y(z) = yi(z) + ya(z), gdje je yi(z) opSte rjesenje
jednacine y” + py’ + qy = 0, dok je y»(z) jedan polinom stepena n koji zadovoljava polaznu
jednacinu y” + py’ + qy = f(z). Polinom se odreduje metodom neodredenih koeficijenata,
polazeéi od reprezentacije ys(z) = a,z™ + ... + a1z + ag, gdje su a; € R zasad neodredene
velicine.
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Ako je p # 0, ¢ = 0 onda se rjesenje y2(x) trazi i pronalazi u obliku ys(z) = z(anz™ + ... +
a1z + ag). Ako je p = ¢ = 0 onda postoji partikularno rjesenje oblika ys(z) = z*(anz™ + ... +
a1z + ag).

Nadéi rjesenje zadatka o grani¢nim vrijednostima y” + 4y’ + 3y = 0, y(0) = 0, y(1) = 1.

@ Naci rjesenje zadatka o granicnim vrijednostima y” +y =0, y'(0) = 1, y'(3) = —1.

@ Dat je grani¢ni zadatak y” +y =z, y(0) = 1, y(0,4) = 2. Odredite pribliznu vrijednost
rjeSenja y = y(z) na intervalu 0 < z < 0,4 pomoéu standardne diferencne Seme (pomoéu
metode konacnih razlika), uzimajuéi korak h = 0,1.

Dat je grani¢ni zadatak
{y”—|—$y’—|—$3y:em, 0<z<3
y(0)=1,  y(3)=3

Odredite pribliznu vrijednost rjesenja y = y(z) pomocéu metode konaénih razlika, uzimajuéi

korak h = 1.

RjeSenje.
[a,b] = [®0, 20 + X| = [0, 2zn], h = X/N, ekvidistantna mreza,
yle+h) —2y(xz) +y(z — h yle +h)—y(e —h
y”(:l:): ( ) h(2) ( )_I_O(h2)7 y/(il}): ( )2h ( )—I-O(hz),

{ y" +p(x)y' + q(z)y =
y(a)=A, y(b)=1B

{ e (Ynt1 = 2Un + Y1) + 2(@n) 55 (Ynt1 — Yno1) T @(Ta)yn = f(zn), 1<n< N -1
y=A4, yv=2DB

Ima N + 1 uslova, N + 1 nepoznatih yo,y1,...,yny (N — 1 uslova, N — 1 nepoznatih
Y1,...,yn—1). U nadem zadatku N = 3. Redom

r =2 3—2ys + 11+ 3 — 1y + 8yy = €%, 6y, = e — 6 yzzéez—l,
z =1 y2—2y1+1—|—1y2—1—|—y1:e, §yz—ﬁylze—1 yz—yl:ge—1
2 2 2 2 2 3 3
71 :y2—§e+%, e=272 =739 y,=023 y, =—1,25.
x 0 1 2 3

Odgovor:

y | 1L |—125/023] 3

@ Dokazati da diferencni izraz M(y, h) = % {(1 —h)yr-1 — 2y + (1 + h)yk_H} aproksimira
diferencijalni izraz L(y) = y"(z) + 2y'(z) u tacki & = =z, i odrediti red (po h) te aproksimacije.
Pretpostavlja se da je funkcija y = y(z) dovoljno glatka.

RjeSenje.

L=y +2, M = h%((l — h)y(z — h) —2y(z) + (L + h)y(z + h)), oznaka y = y(z,),
y' =vy'(zy), ..., Taylor

2 3

1 h h h*
M=—(1=h _h/ R A /) oIV h5 -9 1 h
(=) (y = hy' + " = Ty + Sy (W) 29 + (1+ k)
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1 h2 " h3 " h4 v 5
(v +hy' + Sy + "+ o™+ O(h))) =
(hZI_I_hZ ”‘|‘Em‘|‘h_4 IV—I—O(hS))_2/—|— //—I—’2///‘|" IV_I_O(hS)
p\"t Y 3V T 12Y B R AT

p = p(h) greska aproksimacije, p = L — M = —%y”’ 12yIV +O(h®) = Ch*+ O(h®), p ~ Ch?.

Znaci limy,_,g p = 0, tako da zaista aproksimira. Odgovor: aproksimacija je drugog reda

(drugog stepena)
Nastavak prethodnog zadatka. Upotrebiti pribliznu formulu od maloéas L(y) ~ M(y, h)

za odredivanje priblizne vrijednosti rjeSenja y = y(z) grani¢nog zadatka, na intervalu 0 < z < 1,

{ y// _I_ 2y/ =
y(0)=1, y'(1)=1

uzimajuéi da je korak mreze h = 3 tj. uzimaju¢i da mrezu ¢évorova ¢ine zj, = kh, 0 < k < 3.

RjeSenje.
Dato jo 4"+ 2y’ ~ & (1= R)y(z — h) = 2y(z) + (1 + h)y(z + h)).
Neka je h = —, neka je zg = 0, z; = % Ty = % z3 = 1, neka su yo, y1, Y2, ys odgovarajuce

priblizne vrijednosti rjesenja.
Tako da je ustvari dato y”(zx) + 2y (zx) ~ h%((l

— h)yk—1 — 29k + (1 + h)yis1 ). Redom
y(0)=1 y =1, y(1)=1 2 =1 ys—yzzé Y

=y+i, Y+2y =2 (0<z<1)

1 2 4 1 4 17 17
z= g gyo—2y1+§yzzﬁ, —2y1+§yz:—ﬁ —6y1+4y2=—§,
2 2 4 2 2 10
55:51 §y1—2yz+§y3:ﬁ, 2y1—6y2—|—4y3:§ 2?/1—23/2:—?7
37 47 53

odgovor: yo=1, y; = , Y2 = , Ys =

18 18 18
Razmotrimo grani¢éni zadatak y” + 2zy’ — 2’y = z?, y(0) = 1, y(1) = 0. Neka je
h = 1/4. Napisati diferencne jednacine, koristeéi konalne razlike za sve izvode. Samo treba
formirati sistem jednacina, ne treba ga rjesavati.
Razmotrimo graniéni zadatak y” 4 2zy’ — 2%y = 2%, y/(0) +y(0) = 1, /(1) + Jy(1) = 0.
Neka je h = 1/4. Napisati diferencne jednacine, koristeéi konaéne razlike za sve izvode. Samo
treba formirati sistem jednacina, ne treba ga rjesavati.

>t Metoda konacnih elemenata za rjeSavanje grani¢nog zadatka za ODJ

Metodom Galerkina naéi priblizno rjesenje jednacine y” 4+ y + z = 0, y(0) = y(1) = 0.
Za osnovne funkcije uzeti ui(z) = (1 — z), ua(z) = 2*(1 — z) 1 ug(z) = z3(1 — ).
Uputstvo: y = ciui(z) + coua(z) + csus(z), y' +y + = L w;, tj. (v +y+ z,u;) = 0.
Samo se napominje da je ispravno i y” +y+ 2z L v;, gdje v; mogu da budu na primjer splajni
odredenog tipa ili gdje je recimo vy(z) = sinwz, ..., vs(x) = sin 3wz (tzv. test—funkcije).
Metodom Galerkina naéi priblizno rjesenje jednacine y” +y + x = 0, y(0) = y(1) = 0.
Za osnovne funkcije uzeti ui(z) = z(1 — z) 1 us(z) = z*(1 — z).
RjeSenje.
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PribliZzno rjesenje trazimo u obliku y = c;z(1 — z) + coz®(1 — z) gdje se ui(z) 1 us(z)
pojavljuju u ulozi osnovnih funkcija. Tako

y' +y+z=—2c + c2(2 —6z) + c1(z — 2?) + co(2? — %) + .

Velicine ¢; i ¢y trazimo iz uslova y”" +y + 2 L wi(z) i y" +y + 2 L us(z) gdje se ug(x) 1
us(2) pojavljuju u ulozi probnih funkcija (test—funkcija). Racun

I3 (" +y+z)us(z)de = 0, [y (y" +y+z)us(z)dz = 0, skalarni proizvod u prostoru L*(0,1),

—%Cl - éCg + % + %Cl + %Cg =0 36961 —-71=0 C1 — 0,19
—écl—%q—l—%—l—%cl—l—ﬁ&g:O 4162—7:0 62:0,17
Odgovor: priblizno rjesenje glasi y = 0,19(z — z?) 4+ 0,17(z? — z3).

sin 1

Metodom Galerkina naéi priblizno rjesenje grani¢nog zadatka y” + 2y = z, y(0) = 0,
y'(1) = 0. Za osnovne funkcije uzeti u; = z? + az i up = z* + bz, gdje konstante a i b treba
odrediti.

RjeSenje.

Dodajmo da tacno rjesenje glasi y = — .

ui(z) = z® 4 ax, wus(z) = 2+ bz, osnovne funkcije moraju zadovoljavati grani¢ne uslove,
wi(z) =2z 4+ a, up(z) =3z +b, u(0) =0, ui(l) =0, ux(0) =0, up(l) =0, a=-2,
b= -3, ui(z) =2>—2z, uy(z)=12°—3z

priblizno rjesenje ima oblik y = ciu1(z) + cous(z) (zadovoljava graniéne uslove), gdje treba
odrediti ¢; 1 ¢o, y" +2y —a L w(z), y" +2y —2z L us(z), (y"+2y— z,u) = 0,
(y" + 2y — x,uy) = 0, skalarni proizvod u prostoru L2(0,1), [i(y" + 2y — z)us(z)dz = 0,
2" + 29 — a)us(a)dz = 0

y" 4+ 2y — x = 2¢; + 6z + 2¢1 (22 — 2z) + 2¢2(z® — 3z) — z, etc. (treba izracunati, treba
dovrsiti).

Ritzovom metodom sa trigonometrijskom bazom {sin z, sin 2z} rijesiti grani¢ni zadatak

y"'—y+1=0,y(0) =y(r)=0.

RjeSenje.

U opstem slucaju: —y” + p(z)y = f(z), y(a) =0, y(b)=0.

Jedan od uslova teoreme trazi p(z) > 0 za a < z < b.

Osnovne funkcije ui(z),. .., u,(z). Recimo n = 2 osnovne funkcije ui(z) 1 us(z).

Priblizno rjesenje trazimo u obliku y = ciui(z) + couq(z). Ritzov sistem

(L, ) <Lu1,u2>]_lq]:l<f,ul>] frage omake [ ][]:lb]

<LU27U1> <LU27U2> Ca <]£7 U2> a21 Q22

Matrica je simetri¢na. Skalarni proizvod u prostoru L?(a,b). Obi¢no se

b

(Lu,v) = /;b (Lu(w))v(:c)dw = / (— u'(z) —|-p(:c)u(:n))v(:c)dw

a

racuna kao
(Lu,v) = /a (u’(m)v'(m) —|—p(:l:)u($)v(w))dw.

U naem zadatku: —y”"+y =1, y(0) =0, y(xr) =0, wui(z)=sinz, us(z)= sin2z,
a=0, b=m, p(z)=1, f(z)=1. Vidimodajep(z)>0za0 <z <.

Racun ay; = [J(cos’z +sin’z)dz = 7, a;5 = [7(2cos z cos 2z + sin z sin 2z)dz = 0, as; =
a1 =0, azs = [y (4cos® 2z + sin® 2z)de = 3, by = [ sinwdz = 2, by = [7 sin 2zde = 0,
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ai1c1 + arzcs = by ey =2
c1=—, cp=0.

5
as1c1 + azacy = by S =0 ™

Odgovor: numericko rjesenje glasi y = %sin x.
Ritzovom metodom sa bazom {1 —z? 1—z*} rijesiti grani¢ni zadatak y” — (1+2z%)y = 1,
y(-IJ=y(1)=0.
RjeSenje.
Polazimo od —y” + (1 + %)y = =1, y(—1) =0, y(1) = 0, us(z) = 1 — 2%, us(z) = 1 — z*,
a=-1,b=1,p(z) =1+ 2% f(z) = —1. Ispunjen je uslov p(z) > 0za —1 <z < 1.
Numericki odgovor ima oblik y = ¢iuq(z) + cous(z), gdje treba odrediti ¢; 1 ¢,

e G L= e ]

Matrica je simetri¢na,

(D) = [ () (@) + oo (s (2)) e

(D) = [ () (o) + plen (s () o,
(f,ur) = /_11 f(z)uy(z)de, etc. (treba izrac¢unati, treba dovrsiti).

Razmotrimo funkcional F(z,y) = z? + 2zy + 2y*> — 4z — 4y (z,y € R). Odredite
najmanju moguéu vrijednost datog funkcionala. U kojoj tacki (z,y) se ostvaruje najmanja
moguca vrijednost?

U zadacima 27-32 koriste se konacni elementi ¢,, (z), k = 0,1,...,n. Te funkcije definisane

su za 0 < z < 1 relacijama

(z —zp_1)/h za zp_y <z < my
Onk(z) =< (zpe1 —2)/h za @ <z < TRy (k=1,...,n—1)

0 1inace

(z) = (z1—z)/h za 0<z<umz (z) = (x —2p_1)/h za ©,_1 <z<1
Pnol®) = 0 1nace Prnlt) = 0 1nace

Stavili smo h = 1/n, xx = kh. Mi smo za trenutak fiksirali jedan prirodan broj n. V. sliku.

Razmotrimo grani¢ni zadatak —y” +y = 1, y(0) = y(1) = 0. Zelimo da nademo njegovo
numericko rjesenje Ritzovom metodom u formi metode kona¢nih elemenata. Treba fiksirati
jedan prirodan broj n. Tada numeri¢ko rjesenje ima oblik v(z) = 77 ¢;pni(z). Treba odrediti
¢;. Formirajte Ritzov sistem Mc = b dimenzije n — 1 za odredivanje koeficijenata ¢, ..., ¢c,1.

Objasnjenje: M = [mij]n_l c=lc; ... co1)]F,b=[by ... byyq]F, Mc=Dbili

3,5=17
mi1 ce min-1 C1 by
Mp—_11 *+° Mp_1n-1 Cpn—1 br—1
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Rezultat: my; = 2n + 2

3n?
trodijagonalna), b; = .

Do rezultata se dolazi sa mi; = (A, , @nj) = fol {(p;l(:l?)(p;](:l?) +p(m)<pn7i(:n)g0n7j(:n)} dz,
b = (f.¢ni) = fy f(z)pni(z)dz.

Mii_1 = Mip1 = —N + é, ostali m;; = 0 (matrica M je

‘y2904,0(=’l3) y=<P4,1(=’B) y=904,2($)
1 1 1
xr xr xr
ro=0 T1 T2 T3 g,u=1 0 1 0 1
y=904,3(=’6) y=904,4($)
1 1

Grafici konaé¢nih elemenata
Pni(T) (0 <7 <m)
u sluéaju n = 4

0 1 0 1

Nastavak prethodnog zadatka. Izaberimo n = 4, tako da je v(z) = c1pni1(z) + ... +
c3pns(z). Sprovedite racun, tj. nadite rjeSenje Ritzovog sistema Mc = b. Drugim rijec¢ima,
izracunajte cq, ..., cs.

Rezultat: ¢; = 0,08573, ¢; = 0,11372, ¢3 = 0,08573. Zapaziti da je v(z;) = ¢;. Analiticko
rjesenje glasi y = 1 — cosh(z — 0,5)/ cosh 0,5. Njegove vrijednosti u évorovima su y; = 0,08532,
y2 = 0,11318, y3 = 0,08532, tako da pojedina¢na odstupanja (greske) iznose r; = —0,00041,
re = —0,00054, r3 = —0,00041.

@ Razmotrimo graniéni zadatak —y” +y = 1, y(0) = 2, y(1) = 1. Zelimo da nademo nje-
govo numericko rjesenje Ritzovom metodom u formi metode konacnih elemenata. Treba fiksirati
jedan prirodan broj n. Tada numeri¢ko rjesenje ima oblik v(z) = 2p,0(z) + L0 cipni(z) +
©nn(z). Treba odrediti ¢;. Formirajte Ritzov sistem Mc = b dimenzije n — 1 za odredivanje
koeficijenata ¢y, ..., ¢,_1.

Rezultat: m;; = 2n + %, Miic1 = Mip1 = —N + é, ostali m;; = 0 (matrica M je
trodijagonalna), b; = 2 za2 <i<m—2,b;=> —2(—n+ o), by_1 = = — (—n+ &).

Graniéni uslovi y(0) = a, y(1) = b = priblizno tjesenje v(z) = apno(z) + S0 cipni(z) +
bpn ().

Nastavak prethodnog zadatka. Izaberimo n = 4, tako da je v(z) = 2, 0(2)+ c1n1(2)+
. tesons(®)+@na(z). Sprovedite racun, tj. nadite rjesenje Ritzovog sistema Mc = b. Drugim
rijjeima, izracunajte cq, ..., cs.
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Rezultat: ¢; = 1,69948, ¢, = 1,44314, ¢3 = 1,21479. Zapaziti da je v(z;) = ¢;. Analiticko
rjesenje glasi y = 1 + sinh(1 — z)/sinh 1. Njegove vrijednosti u ¢vorovima su y; = 1,69972,
ys = 1,44341, y3 = 1,21495, tako da pojedinacna odstupanja (greske) iznose r; = 0,00024,
re = 0,00027, r3 = 0,00016.

Razmotrimo graniéni zadatak —y” —y = 1, y(0) = y(1) = 0. Zelimo da nademo njegovo
numericko rjeSenje primjenom metode Galerkina u formi metode kona¢nih elemenata. Treba
fiksirati jedan prirodan broj n. Tada numeri¢ko rjefenje ima oblik v(z) = 27 ¢;0,:(z), line-
arna kombinacija osnovnih funkcija. Treba odrediti ¢;. Formirajte sistem linearnih jednacina
Mc = b dimenzije n — 1 za odredivanje koeficijenata ¢y, ..., ¢,_1.

Uvedimo oznaku za ostatak Ly — f = —y” —y — 1. Sistem linearnih jednac¢ina formira se na
bazi uslova (Lv — f) L ¢,; ili svejedno (Lv — f, ¢, ;) = 0 (skalarni proizvod) (i = 1,...,n —1),
gdje ¢,,; imaju ulogu test funkcija. Vidimo da jedne te iste funkcije sluze 1 kao osnovne 1 kao
test funkcije. U racunu, (Lo, @n ) = fol [(,0;1(:6)90;”(1:) —|—p(1:)(pn7i(:n)(pn7j(1:)} dz.

Rezultat: m; = 2n — = Mii1 = Mip1 = —N — &, ostali m;; = 0 (matrica M je
trodijagonalna), b; = .

@ Nastavak prethodnog zadatka. Izaberimo n = 4, tako da je v(z) = c1pn1(z) + ... +
c3pns(z). Sprovedite racun, tj. nadite rjeSenje sistema Mc = b. Drugim rije¢ima, izra¢unajte
Cly- e, C3.

Rezultat: ¢; = 0,10347, ¢; = 0,13869, ¢5 = 0,10347. Zapaziti da je v(z;) = ¢;. Analiticko
rjeSenje glasi y(z) = % sinz + cosz — 1. Njegove vrijednosti u évorovima su y; = 0,10407,
Yy, = 0,13949, y; = 0,10407, tako da pojedina¢na odstupanja (greske) iznose r; = 0,00060,
re = 0,00080, r3 = 0,00060.

Pregled: 27-28 homogeni grani¢ni uslovi, Ritzova metoda, 29-30 nehomogeni granic¢ni
uslovi, Ritzova metoda, 31-32 homogeni grani¢ni uslovi, metoda Galerkina.

>t Metoda konacnih razlika za PDJ eliptickog tipa
Nema zadataka iz ove oblasti.
>t Metoda konacnih razlika za PDJ parabolickog tipa

Razmotrimo pocetno—graniéni problem sa parabolickom jednacinom wus = gy, u(z,0) =
z(1 — z), u(0,t) = u(1,#) = 0. Zelimo da odredimo njegovo priblizno rjesenje u;; po ekspli-
citnoj §emi, uzimajuéi prostorni korak (duzinski korak) A = 1/4 i vremenski korak 7 = 1/16.
Izracunajte priblizne vrijednosti za prva dva vremenska presjeka j = 115 =2 (tj. zat =71
t = 27).

Uputstvo. Imamo da je Mh = 1, tako da je M = 4. Stavlja se z; = th za 0 < ¢ < M.
Stavlja se t; = j7 za 7 > 0. Brojevi u;; predstavljaju aproksimacije vrijednosti analitickog
rjesenja (taénog rjeSenja) u(z;,t;).

Veli¢ine u;; (0 < ¢ < M) ra¢unaju se na osnovu poznatih u;;—; (0 < ¢ < M). Buduéi
da je rije¢ o eksplicitnoj Semi, vazi formula (w;; — w;j—1)/T = (wiy1 -1 — 2% j1 + wi_1 j—1)/h?
(0 < i< M), s tim da je up; = upr; = 0. Ako je 7 = 0 onda su brojevi u;; (0 <4 < M)
dati pocetnim uslovom u(z,0) = a(z). Konkretno, u;p = a(z;) (0 < ¢ < M), s tim da je
oo = upro = 0. Zapaziti da je a(0) = (1) = 0.
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2
1
s S s . :
0 ¥ 2" M 0\ 1 2 M o\ 1 2 M
Na pocetku Presjek j =1 Presjek 7 = 2 Sablon eksplicitne

Zelimo da odredimo njegovo priblizno rjesenje u;; po simetri¢noj Semi.
Uputstvo. Bududi da je sada rije¢ o simetri¢noj Semi, to formula glasi (u;; — u; j—1)/7 =
((wirrg-1 = 2uigos +wica 1) /h® + (wigrg — 2w + wima3)/R%) /2 (0 < i < M), s tim da je

Up; = UM; = 0.

OICHENRY) 1
Na pocetku Presjek j =1 Presjek j = 2 Sablon simetriéne

1 Zadatak o najboljoj aproksimaciji date funkcije

z[0]1]2
yl1]2]4

@ a) Naéi najbolju aproksimaciju oblika y = az + b za podatke

Rezultat: y = (3/2)z + 5/6.
Uputstvo: (X0, zi)a+ (Xr,=:)b = X8z, (X, zi)a + nb = Y, y;, kada ulazni

podaci imaju oblik | e’ In , linearni trend.
Y Y1 . Yn
b) (z1,91) = (0,1), (22,92) = (1,2), (23,93) = (2,5). Rezultat: y = 2z + 2/3.
C) (1717:'/1) = (07 1)7 ($27y2) = (172)7 (51737:'/3) = (272)
d) (51717'!/1) = (07 10)7 (1727'!/2) = (1720)7 ($37 ) = (27 )
e) (ibl,yl) = (1, 1), ($27y2) = (272)7 (5537?/3) = (374)
f) (iﬂl,yl) = (0, 1), ($27y2) = (172)7 (56373/3) = (373)
g) (z1,y1) = (—1,1), (x2,92) = (0,2), (3,ys) = (1,3), (24, y4) = (2,5).
h) (51717'!/1) - (_17 1)7 ($27y2) (072)7 (173,'!/3) (1 ) (374,'!/4) = (275)
Naéi najbolju aproksimaciju oblika y = ae®® za podatke ;j (1) ; g
Uputstvo. Postavljeni problem redukuje se na linearni model kada lny preuzme ulogu

zavisno promjenljive.

37) a) Razmotrimo neprekidno polje z = z(z,y). Mjerenjem su dobijeni podaci
z || 100 | 200 | 300
y || 200 | 100 | 300 | . Odredite Zy, tj. odredite aproksimaciju za zo = z(zo,¥o), gdje je
z | 10 | 11 | 15

(zo,y0) = (200,300). Primijenite metodu inverznih distanci. Ako se u ra¢unu pojavljuju

decimale, dovoljno je da se radi sa malim brojem decimala, sa malim brojem sigurnih cifara.
Rezultat: zo = 12,49.
Uputstvo. Tacke P;(z;,y;), rastojanje dvije tacke d; = d(P;, Py) = \/(:BZ —20)2 4 (i — yo)?,
koeficijenti ¢; = (1/d;)/(1/dy + ... + 1/d,), aproksimacija Zo = Y&, ¢;z;, kada ulazni podaci
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z ||z T,
imaju oblik | y || y; Yn | , metoda inverznih distanci.
z || = Zn
pripada i (zo, yo).
_ 9
y (2 y 7)
Py
(2 = 10) (z =15)
P
Py
(z=11)
; ; T
0 -~ 200
Tacke Py, ..., P31 distance dy,...,ds.

Dobiéemo z(zq,yo) ~ 12,49 kao rezultat.

Zapaziti da ulaznim podacima

b) (z1,y1,21) = (100,200, 10) (z2,y2,22) = (200,100,11), (z3,ys,23) = (300,300,15),
(zo,y0) = (200,200). Rezultat: 2z, = 11,67.

c¢) (z1,y1,21) = (100,200,10), (m2,y2,z2) = (200,100,11), (zs,ys,23) = (300,300,15),
(zo,y0) = (100,100).

d) (21,y1,21) = (100,200,10), (22,92, 2s) = (200,100,11), (23,55, 25) = (300,300, 15),
(20, 90) = (100, 300).

e) (#1,y1,21) = (0,0,10), (z2,y2, 2z2) = (20,0,20), (zo,y0) = (5,0).

£) (z1,y1,21) = (0,0,10), (z2,y2, 2z2) = (20,0,20), (z0,y0) = (10,0).

g) (z1,y1,21) = (0,0 1 )y (Z2,ya,22) = (20,0,12), (z3,ys,23) = (0,20,20), (z4,Ya,24) =

(0,
(20720726) (:B07y0) = ( )

h) (21,y1,21) = (0,
(20720726)7 (51707:'/0) = (10 0)

0 ]‘0) ($27y27'z2) =

(20,0,12), (z3,ys, z3) =

(0,20,20), (24,ya,2s) =

38) Razmotrimo neprekidno polje z = z(z,y). Mjerenjem su dobijeni podaci

z || 100 | 200 | 300
y || 200 | 100 | 300
z || 10 | 11 | 15

(zo,90) = (200,300).

Odredite zg, t;j.

Primijenite metodu kvadratnih inverznih distanci.

odredite aproksimaciju za zp = z(zo,¥o), gdje je

Ako se u raéunu

pojavljuju decimale, dovoljno je da se radi sa malim brojem decimala, sa malim brojem sigurnih

cifara.

Uputstvo. Tacke P;(z;,y;), rastojanje dvije tacke d; = d(P;, Py) = \/(:l:Z —20)? + (yi — yo)?,

koeficijenti ¢; = (1/d3)/(1/d5 + ... +

z || @ Ty
imaju oblik | y || y; Yn
z || = Zn

podacima pripada i (zo, yo).

?

metoda kvadratnih inverznih distanci.

1/d?), aproksimacija 29 = YI, ¢iz;, kada ulazni podaci

Zapaziti da ulaznim
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