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obrati¢emo na transformaciju koordinata, odnosno prera¢unavanje kretanja iz unut-
rasnjih u spoljasnje koordinate i obratno.

2.3.1. Generalisane brzine i ubrzanja

Kada govorimo o brzini, razmotricemo na sta se taj pojam odnosi. Prvo,
uvescemo pojam generalisanih brzina. Kako je ve¢ u prethodnom odeljku re¢eno,
generalisane brzine su izvodi po vremenu generalisanih koordinata, dakle ¢, ¢,,

-+» §n- Drugatiji naziv je unutragnje brzine jer predstavljaju izvode pomeranja u
zglobovima mehanizma, odnosno brzine relativnog pomeranja segmenata.

Dalje, uvodimo i pojam generalisanih ili unutrasnjih ubrzanja. To su izvodi
generalisanih brzina, odnosno drugi izvodi generalisanih koordinata. Iz toga sledi
da su ubrzanja ¢;,4s, ..., qn.

Uvodimo sada, pored vektora generalisanih koordinata ¢, jos i n—dimenzione
vektore generalisanih brzina (¢) i ubrzanja (g).

§=[dgr...4a]" (2.13)

§=[G...¢)" (2.14) -

2.3.2. Brzine i ubrzanja segmenata mehanizma

Posmatrajmo jedan segment
lanca, na primer j-ti, kao telo u
prostoru. Tada je stanje tog tela
u nekom trenutku vremena od-
redeno njegovim polozajem i br-
zinom. O polozaju tela govorili
smo ranije, a sada ¢emo razmot-
riti brzinu. Potrebno je pozna-
vati brzinu tezista C; i ugaonu
brzinu segmenta. Oznacimo vek-
tor brzine tezista sa v, a vektor
ugaone brzine sa &; (sl. 2.43).

Razmotrimo moguc¢nost iz-
razavanja brzina v; i &, u funk-
ciji generalisanih brzina ¢. Uga-
ona brzina &; je posledica super-
pozicije svih rotacija u zglobo-
vima lanca, poc¢evsi od podloge pa do posmatranog segmenta ” j”. Posmatrajmo
zglob Syx. Ako je zglob rotacioni tada je sy =0 i vektor rotacije je ¢x€x. S ob-
zirom na to da zglob ne mora biti rotacioni, to u opstem slu¢aju vektor rotacije
pisemo u obliku ¢, (1 — s;)é,. Za translatornl zglob (s, = 1) ovaj izraz je jednak

Sl. 2.43. Brzina tezista i ugaone brzine segmenata



56

nuli. Slaganjem rotacija dobijamo

J
&= du(l— se)ék (2.15)

k=1

sto se moze napisati 1 u rekurzivnoj formi
@5 =djo1 +45(1 - 55)€; (2.16)

Brzinu tezista ¥; mozemo takode dobiti preko teorije vezanih vektora ili pak
diferencirajuci vektor polozaja tezista (7c;). Kako je kod lan¢anih sistema veoma
pogodno raditi sa rekurzivnim izrazima, to vektor polozaja tezista C; pisemo u
obliku (sl. 2.43):

Toj = Toj-1 = Fjm1,; + 755 ' =
Fej-1 = Fim1; + 755 + 8,456

Diferenciranjem po vremenu dobijamo
" » B 0 A N
Vj = V51 —Wj—1 X Tjq,; +w,» X T + q;8;€5 (217)

pri ¢emu smo koristili ¢injenicu da je izvod nekog vektora Gy vezanog za segment
7k” jednak: @) = dyxd), gde je wy ugaona brzina segmenta.

Na ovaj natin dobili smo izraze (2.16) i (2.17) koji predstavljaju rekurzivne
izraze za brzine segmenata.

Diferenciranjem po vremenu dobija se ugaono ubrzanje segmenta (£, = wJ) 1
ubrzanje tezista (@, = 7,):

& = Eo + 168 + 4@, x &)1 - s;) (2.18)

- —

W; = Wi_g — jo1 X Fjog,j — &;53 X (o X Tjmg5)+
+& x 7+ @ x (F; x 75) + [§;€5 + 24;(F5 x €)]s; (2.19)

gde je 7 ; 'dato relacijom (2.6).

Ako je poznato da je za nulti segment lanca tj. podlogu mehanizma \—/‘j’,j =
0,&o =0 Wp = 01i&, =0, tada izrazi (2.16)—(2.19) omogucavaju da se izracunaju
postepeno, idu¢i od prvog ka poslednjem, brzine i ubrzanja svih segmenata lanca.

Svi vektori koji se javljaju u ovim izrazima izrazeni su u odnosu na nepokretni
koordinatni sistem. Da bi doslo do primene izraza, potrebno je znati &, 7, ;, 7j_1,;
za svaki zglob lanca. Ako je poznata geometrija lanca, tada su ovi vektorl poznati
ali izrazeni u odnosu na vezane sisteme segmenta tj. poznato je ej,r“ 16 P g
Dalje, ako je poznat polozaj lanca, tj. koordinate gy, ..., ¢, tada se mogu izra¢unati
prelazne matrice A;,...,A,. Sada trazene vektore u nepokretnom sistemu mozemo
izracunati kao:

N . "
y B . 1 ~
€; = Aj€;, T3 =AiTis, Tiea; = Ajafi; (2.20)
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Ukupno, za izracunavanje svih brzina segmenata lanca potrebno Jje znati geo-
metriju i polozaj lanca kao i generalisanje brzine ¢. Za ubrzanje je potrebno znati
josiq.

Treba spomenuti jos jednu mogucnost. Umesto izraza (2.16) - (2.19) i transfor-
macija (2.20) kojima se vektori ” prebacuju” u spoljasnji nepokretni sistem, moguce
Je zadrzati vektore u vezanim sistemima i modifikovati izraze (2.16)—(2.19) tako da
vaze za vezane sistema. Polaze¢i od (2.16) i (2.17), za brzine vazi

G = Aj i1y + d4;(1 — 5;); (2.21)
Oy = Ajiaa(Fims = Bjmy x Ty ) + 8, xF 5t 4585 (2.22)

a analogno se iz (2.18) i (2.19) dobijaju izrazi za ubrzanja. Bez obzira na to sto
kori¢enje izraza u vezanim sistemima omogucava vecu brzinu ra¢unanja, mi ¢emo,
radi jasnoce, nadalje zadrzati izrazavanje u spoljasnjem nepokretnom sistemu.

Brzine &; i ¥; moguce je predstaviti u obliku linearnih formi po gemeralisanim
brzinama:

j
Gy =) dlg (2.23)
k=1
j -
FEDW LA (2:29)
k=1

(gde ”j” u oznakama & i £ predstavlja gornji indeks, a ne eksponent).
Sada je ubrzanja €; i W, moguce predstaviti u obliku linearnih formi po gene-
risanjim ubrzanjima:

J
&= @i +7 (2.25)
k=1
@ =Y Bl + 8 (2.26)
k=1

Predimo sada na mati¢nu formu pisanja. U tom cilju uvedimo dogovor da za
svaki vektor @, odgovarajucu 3 x 1 matricu oznatavamo sa a. Tada izraze (2.23) -
(2.26) mozemo pisati u obliku

w, = T (2.27)
by = g (2.28)
e =9G4+ & (2.29)
w; =G+ 6’ (2.30)

gde je § = [¢1...G,]",T7 i ® su matrice dimenzija 3 X n odnosno 3 x 1, ¢ije su
kolone koeficijenti linearne forme:

I = [od .. .al0...0 (2.31)

@ = [y'] (2.32)
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a matrice 7 i © su _ ; :
Q= [B]...50...0] (2.33)
6= [51’] (2.34)
Ove matrice se testo pisu bez gornjeg indeksa ”5” (samo I', @, Q,0) zato sto
se pri rekurzivnom sracunavanju samo vrse njihove izmene i dopunjavanja kako bi
odgovarale novom segmentu. Razmotrimo kako se menjaju matrice I', ®,§ i © pri
povecanju j. Polaze¢i od rekurzivnih izraza (2.16) - (2.19) moze se pokazati da je u
j—toj iteraciji (prelaz od j— 1 na j) potrebno izvrsiti sledece izmene i dopunjavanja

matrica

g=a k=1,.. j—l}
s WIR T 2.35
@ = (1-s,)¢ 285
Tt } 2.36
¥ it o) e
_,’i_ iy ﬂl{.—l i Ji—l XTjo1; @ X7 k=1..,7-1 (2.37)
B =¢&s;+a;x7i, :
¥ =B - Pl A W KRN (2.38)
h= ""‘_J.j—l X ((1.7]'_1 X 77';'_1,]') +d)‘] X (C:)‘J X F;’J) + 2(_:1.’»_1 X é‘j's]q'j a

Formiranje matrica T', ®, Q, © moguce je dakle izvrsiti rekurzivno. U svakoj
iteraciji (na primer ”j”) lancu se dodaje novi segment. Izratunava se relativna
prelazna matrica (A;_,,;) i apsolutna (4,), pa se vektori geometrije prebacuju u
spoljasnjoj nepokretni sistem. Sada se primenom rekurzivnih izraza (2.35)—(2.38)
formiraji matrice IV, ®7, Q7,1 ©’ polaze¢i od -1, @41, Y= gi=t

2.3.3. Brzina i ubrzanje hvataljke robota

Hvataljka robota, kako je vec¢ reteno, predstavlja poslednji tj. n-ti segment
lanca. Teziste hvataljke je tada C,.Ako tako posmatramo, onda brzinu tezista
(v%) 1 ugaonu brzinu hvataljke (&,) mozemo izracunati onako kako je prikazano u
prethodnom odeljku. Dakle, brzine hvataljke izrazavamo rekurzivno polazeci od
brzina prethodnog (pretposlednjeg segmenta). lato vazi i za ubrzanje tezista W, 1
ugaono ubrzanje £,.

Termin hvataljka koristimo za poslednji segment lanca, bez obzira na to da li
je zavrsni uredaj zaista hvataljka ili pistolj za prskanje bojom ili neki drugi uredaj.
Takode, u fazi kada prava hvataljka nosi neki radni predmet, tada pod terminom
hvataljka podrazumevamo ceo taj slozeni poslednji segment (tj. hvataljku zajedno
sa predmetom). Podsetimo jo3 da smo pod pojmom vrh hvataljke podrazumevali
onu tacku hvataljke koja je od klju¢nog interesa za vrsenje postavljenog manipula-
cionog zadatka (vidi tacku A na slikama 2.27 i 2.31).

Do sada smo pokazali kako se mogu izraziti brzina i ubrzanje tezista kao 1
ugaona brzina i ubrzanje hvataljke robota. Medutim, za izvrsenje prakti¢nih mani-
pulacionih zadataka brzina tezista hvataljke nije od neposrednog interesa. Bitna je



brzina vrha hvataljke. Ovu brzinu oz-
naliéemo sa ¥, 1 mozemo je izracunati
polazeci od brzine tezista (sl. 2.44).
Prvo je neophodno definisati polo-
zaj vrha hvataljke (A) u odnosu na njeno
teziste (C,). Uvedimo radi toga p’ =

m. Sada, pri zadavanju geometrije
hivataljke zadajemo vektore ?n,n ipizra-
zene u vezanom sistemu. Cesto se umesto
7 koristi oznaka Fn,n-{-l = Zan da bi se Sl. 2.44. Brzina vrha hvataljke
dobila analogija sa prethodnim segmen-
tima. Medutim, u tom slu¢aju se pojav-
ljuje indeks n + 1 koji sugerira postojanje narednog zgloba (S,,;), a to smatramo
nezgodnim.

Polozaj tatke A u prostoru odreden je vektorom

FA = Fcn + ﬁ (239)
Diferenciranjem dobijamo brzinu 4 i ubrzanje w, vrha hvataljke.
17A:17n+wn>?p:17n-13'x W (2.40)

Wy =W, —PXE,+(FXT,) xd, (2.41)

U cilju primene ovih formula vektor § treba izraziti u spoljasnjem sistemu:
P TALD!

Izraze za brzinu i ubrzanje vrha mozemo napisati i u matri¢nom obliku. Pret-
hodno u izrazu (2.41) uvedemo oznaku k = (5 x &,) x &,. Sada (2.40) i (2.41)
pisemo u obliku

Vg = Vp— P W, : (2.42)

Wa=w,— 2e,+k (2.43)

gde su vektori prevedeni u kolone matrica, a £ oznacava 3 x 3 matricu

- 0 —Ps P2
21 p, 0 p (2.49)
=P2. .. Pa 0

koja odgovara vektoru p" = {p;,p,,ps} 1 sluzi da se vektorski proizvod izrazi u
matrickoj formi (@ x b — a b). Uvodenjem (2.27) i (2.28) u (2.42), a zatim (2.29) i
(2.30) u (2.43) dobija se —
4= Qg p 7
wy =077+ O"— 2 (T"¢+ D)+ k,
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odnosno
va = Q4 (2.45)
w, = QG+ 04, (2.46)
gde je
Q4 = Q- él‘", 04 =0e"— p®" + k. (247)

Na ovaj nacin izrazili smo brzinu i ubrzanje vrha hvataljke u obliku linearne
forme po generalisanim brzinama ¢, odnosno ubrzanjima §. Sto se tice ugaone brzine
i ubrzanja hvataljke ostale su u vaznosti formule (2.27) i (2.29) uz indeks j = n:

w, = "¢ (2.48)

€, =[G+ ™. (2.49)
Cesto se izrazi (2.45) i (2.48) odnosno (2.46) i (2.49) pisu zajedno tj.

[z ]-[% )

[(2]-[2][&] o

Na levim stranama ovih relacija nalaze se kolona matrice dimenzije 6 x 1. Ove
matrice brzina i ubrzanja u potpunosti odreduju kretanje hvataljke. Na desnim
stranama se nalaze kolona matrice ¢ i § dimenzije n x 1 koje odreduju kretanje
celog mehanizma.Razmotrimo sada mogu¢nost izra¢unavanja jednog kretanja, u
funkciji drugog. Ocigledno da se kretanje hvataljke (va, w4, wa,€,) uvek moze
izratunati polaze¢i od kretanja mehanizma (¢, §). Medutim obratno izracunavanje

odnosno

A
je slozeniji problem i1 moze se izvrsiti samo u sluéaju n = 6. Tada je matrica [?n]
kvadratna i moze se invertovati (podrazumevajuéi da je determinanta razlicita od
nule tj. da je n, = n, pa nema singularita). Ako je n < 6 sistem je preodreden,
a u slu¢aju n > 6 neodreden. Preodredenost tumacio tako sto hvataljka ne moze
da se krece proizvoljno (sestodimenziono) ve¢ kretanje treba svesti na n nezavisnih
parametara (podrazumevajuéi n, = n). Tako dolazimo do izrazavanja kretanja
hvataljke preko n, = n spoljasnjih koordinata kako je vec¢ ranije definisano izrazom
(2.12), tj. X = [zayazabe]T 2an =61 X = [zayazafp]T za n = 5. Ako je
n < 5, onda uvodimo generalisani vektor polozaja, npr. X = [z4ys24¢:]7.

2.3.4. Direktni i inverzni problem kinematike

Potrazimo vezu izmedu kretanja u unutrasnjim koordinatama g(¢) i kretanja u
spoljasnjim koordinatama X (t). Za preracunavanje ¢ — X moze se uvek formirati
algoritam 7:

X = n(g) (252)
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Medutim, inverzni postupak ¢ = n~'(X), bio bi suvise komplikovan. Zato
¢emo potraziti vezu unutrasnjih brzina (¢ i X) fao i unutrasnjih ubrzanja (g ¢ X ).
Ove veze dobijaju se diferenciranjem relacije (2,52). Tako se dobija:

X = @ (2.53)
0q
¢ = g, Erp 2.54
odnosno '
X = J(q9)d (2.55)
X = J(g)i+ A(g,9) (2.56)

Matricu J = 87/8q dimenzije n, x n nazivamo Jakobijan, a matricu 4 =
(821/8¢*)¢* dimenzije ny x 1 zvacemo pridruzena matrica. Jakobijeve forme (2.55)
i (2.56) sluze nam za preratunavanje brzina i ubrzanja. Da bi preratunavanje u
oba smera bilo jednoznaéno smatracemo da je J kvadratna matrica (n, = n) i da
je det J # 0 (nema singulariteta, ni pravih ni prividnih). ‘

Postupak formiranja Jakobijana prili¢no je slozen problem. Pristupa njegovom,
resavanju ima vise. U prilogu P2 izlozen je jedan postupak kojim se izratuna-
vaju Jakobijan i pridruzena matrica u funkciji unutrasnjih koordinata tj. J(q) i
A(q,q). Postupak je izveden za slutaj n = 5 i n = 6, i polazi od izraza (2.51) koji
se transformise uvodenjem vektora X. Preciznije, ws = [Z4,Y4,24]T je ve¢ deo
vektora X, a preostaje da se €, izrazi u funkciji 6, ¢ i 1[:

Razmotnmo sada kako se moze zadati kretanje robota. Jedna od mogutmostl
je da se zada vremenska promena generalisanih (tj. unutrasnjih) koordinata, dakle
q(t). Zadajemo, znaci, direktno kretanja u zglobovima mehanizma. Posto znamo
kako se tokom vremena menjaju unutrasnje koordinate ¢,(t), ..., g.(t) jednozna¢no
je odredeno kretanje robota. Zakonima ¢(t) odredeni su i izvodi ¢(t) i ¢(t).

Sada je moguce izracunati spoljasnje kretanje koris¢enjem izraza (2.52), (2.55)
1 (2.56). Ovakvo sracunavanje spoljasnjeg kretanja X (t) ako je poznato unutrasnje
kretanje ¢(t), nazivamo direktnim problemom kinematike robota.

U nekim prostijim manipulacionim zadacima direktno se zadaju pomeranja u
zglobovima. Primer za to bio bi robot na slici 2.45. Zadatak je prikazan shematski
na istoj slici. Radni predmet treba premeti prvo iz tatke M, u tatku M,. Pri
ovakvom kretanju menja se koordinata ¢; za x/2. Takode se menja koordinata g,
koja vrsi obrtanje radnog predmeta za 7/2. Pri kretanju od M, do M, menja se
opet ¢, unatrag za 7/2 i istovremeno se menja ¢, spustajué¢i predmet za 0,5 m.
Konatno, pri kretanju od M, do pocetnog polozaja M, opet se menja g, ovog puta
navise za 0,5 m i menja se g, koja obrce predmet unatrag za /2 vracajuéi ga tako
na polazni polozaj.

Ovakvo zadavanje zadatka pogodno je samo za jednostavne manipulacione
zadatke. U slozenijim zadaciima uvek je neophodno ostvariti odredeno kretanje
hvataljke koja ¢e pri tome izvrsiti postavljeni zadatak (vidi na primer sliku 2.38).
Jasno je da je nemoguce unapred predvideti pomeranja u zglobovima (tj. ¢(t)) koja
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bi ostvarila zeljeno kretanje hvataljke. Zato takve zadatke odredujemo preko vek-
tora spoljasnjeg polozaja hvataljke (vektor X). Zadac¢emo kretanje vrha tako sto
zadajemo zakon vremenske promene koordinata 2 4(t), ya(t) i za(t). Zakon pro-
mene orijenatacije zadajemo tako sto zadamo vremensku promenu uglova 6(t), ¢(t)
i ¥(t). U slucaju robota sa pet stepeni slobode () je zavisno i ne zadaje se.

Sl. 2.45. Zadavanje kretanja preko unutrasnjih koordinata

Zadali smo manipulacioni zadatak preko vremenske promene vektora X(t).
Sada ¢emo pokazati kako se moze izratunati unturasnje kretanje g(t) ako je spoljas-
nje X (t) zadato. Zakon X(t) odreduje i X(t) i X(t). Sada bi na osnovu X trebalo
odrediti ¢, na osnovu X odrediti ¢ i kona¢no, na osnovu X odrediti §. Medutim ovo
nije lako realizovati. Ve¢ smo ranije rekli da je ra¢unanje ¢ iz poznatog X veoma
slozen posao, Cesto bez jednozna¢nog resenja. Dalje, racunanje ¢ pomocu relacije
(2.55) zahteva prethodno sratunavanje Jakobijana, a njega ne mozemo izracunati
jer ne znamo q. Isto vazi i za pokusaj racunanja ¢ pomocu relacije (2.56).

Ovaj slozeni problem izratunavanja unutrasnjeg kretanja q(t)iz poznatog spo-
ljasnjeg kretanja X(t) naziva se inverzni problem kinematike robota. Sa nekoliko
re¢i ¢emo objasniti zasto je resavanje ovog problema vazno. Sa jedne strane, zak-
ljucili smo da je manipulacioni zadatak pogodno zadati u obliku kretanja hvataljke
po zakonu X (t). Sa druge strane robot se pokrece pomocu motora koji deluju u
zglobovima 1 koji izazivaju pomeranja u zglobovima. Prema tome, za delovanje
motora bitna je promena koordinata u zglobovima tj. ¢,(t), ¢(t),...,¢.(t). Da bi
se izvrsila sinteza upravljanja kretanjem robota neophodno je sra¢unatiunutrasnje
kretanje g(¢) odnosno resiti inverzni problem kinematike.
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Sada ¢emo objasniti jedan praktican postupak za numericko resavanje inverz-
nog problema kinematike. Treba naglasiti da je postupak namenjen za koriscenje
na ratunaru.

Pre nego sto predeno na objasnjenje samoga postupka uves¢emo pojam stanja
mehanickog sistema. U strogu definiciju pojma stanja u smislu teorije sistema ovde
nec¢emo ulaziti. Zadovoljiéemo se time da kazemo da je stanje mehanickog sistema u
nekom trenutku odredeno poznavanjem polozaja g i brzina ¢. Ove dve veli¢ine (u
stvari dve matrice ¢ 1 ¢) definisu stanje zato sto su polozaj i brzine one velicine koje
se ne mogu trenutno promeniti, ve¢ se do narednog beskona¢no bliskog trenutka
vremena mogu promieniti samo beskonatno malo. Za razliku od njih ubrzanje se
moze skokovito menjati u trenucima pocetka ili prestanka dejstva sile. Na ovaj
nac¢in, polozaj i brzine se javljaju kao neophodni pocetni uslovi za odredivanje
daljeg kretanja sistema. Zato ove veli¢ine uzete zajedno nazivamo stanjem sistema.
Pod stanjem podrazumevamo par kolona matrica, ¢ i g.

Analizirajmo sada pocetno stanje sistema koji ovde posmatramo, a to je kine-
maticki lanac robota. Pocetno stanje odredeno je vrednostima ¢ i ¢ u pocetnom
trenutku vremena t,, dakle q(¢,) i ¢(t,). U slucaju neredundantnih i nesingu-
larnih mehanizama pocetno stanje moze se definisati i preko polozaja hvataljke i
njene brzine u pocetnom trenutku t,, dakle X(¢,) i X(¢,). Ranije smo ve¢ na-
pomenuli da ¢emo zadatak zadati preko kretanja hvataljlke X (¢). Na taj nacin
bi¢e odredeno i pocetno stanje X(t,), X(t ). Postupak koju ¢emo predloziti za
resavanje inverznog problema kinematike zahteva poznavanje pocetnog stanja u
obliku ¢(%,), ¢(ts). Za taj potetni trenutak morao bi se sprovesti ranije spominjani
slozeni prora¢un unutrasnjih koordinata na osnovu poznatog polozaja hvataljke X .
Sre¢om, videcemo da se takav proracun obavlja samo jednom i to za pocetni trenu-
tak vremena. Za kasnije trenutke vremena to nece biti potrebno. Treba jos istaci
da je, bez obzira na zadavanje zadataka preko kretanja hvataljke, cesto poznato
pocetno stanje u obliku ¢(%o), ¢(t0). To je otuda sto robot obi¢no krece iz nekog
svog uobicajenog polaznog polozaja u kome su poznati svi polozaji zglobova tj.
sve koordinate q. Pocetne brzine su tada obi¢no jednake nuli jer robot krece iz
mirovanja.

Sledece sto ¢emo analizirati bi¢e na¢in numerickog zadavanja vremenskih fun-
kcija. Umesto zadavanja nekim analitickim izrazom, sto u slozenijim sliucajevima
nije ni moguce, funkciju vremena zadajemo u vidu niza tacaka, odnosno nizom nje-
nih vrednosti koje odgovaraju nizu trenutaka vremena. Primenimo ovo na slucaj
zadavanja vremenske promene polozaja hvataljke X (¢). Sada bi za svaku kompo-
nentu kolona matrice X zadali niz vrednosti koje bi definisale promenu te kom-
ponente tokom vremena. Problem nastaje onda kada treba odrediti izvode X (t) i

X(t) i kada bi trebalo izvrsiti numericko diferenciranje. Kako je numericko dife-
renciranje nepozeljan zadatak u svakom proratunu, to ¢emo sada izloziti postupak
kojim ¢e se ovaj problem izbeci.

Poci ¢emo od ¢injenice da pocetno stanje X (t,), X(t ) 1 vremenska promena
ubrzanja X(t) jednoznacno odreduju kretanje X(t) Zato ¢emo manipulacioni za-
datak i zadati preko odredenog pocetnog stanja i vremenske promene ubrzanja.
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Pokazimo sada na dva primera da je zadavanje kretanja preko ubrzanja veoma
pogodno. Zamislimo da zelimo pravolinijsko kretanje vrha robota izmedu dve tacke
uz trougaoni profil brzine (slika 2.46al) tj. do plovine putanje (deo A,A’) vrh
ubrzava, a od polovine (deo A’A;) usporava tako da se u tacki A; ponovo zaustavi.
Profil ubrzanja tada je prikazan na (slici 2.46b1) i moze se lako zadati:

2 +a,, t<T/2

Bat) = {_am P (2.57)

Ya, Za analogno

/A VAIT

i

t=0 t=T/2 teT ¢ t=0 t=T t
Ao A Ay \—-—T—-c \—T_..f
u u
(a1) A, A (a2) A" Ay
Wa w, b

ty

(b1)

(b2)

Sl. 2.46 - Trougaoni i trapezni profil brzine

odnosno do polovine vremena izvrsenja zadatka ubrzanje je konstantno i iznosi +a,
a od polovine konstantno i negativno i iznosi —a. U slu¢aju trapeznog profila brzine
(sl. 2.46a2) razlikidjemo period ubrzavanja (deo A,A’), period konstantne brzine

(deo A’A") i period usporavanja (deo A”A,). Profil ubrzanja prikazan je na slici
2.46b2 1 moze se izraziti u obliku:

+az, t <,

()= {0, t,.<t<T-—t, (2.58)
—az, t>T—1t,

Ya, Za analogno

gde je T ukupno vreme, a t, vreme ubrzavanja, odnosno usporavanja.

Treba reci da ova dva profila brzine spadaju u najcesce profile u prakticnim
manipulacionim zadacima. To je vazno jer vidimo da se upravo u tim najées¢im
slucajevima ubrzanje zadaje veoma jednostavno (relacije 2.57 i 2.58).
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Kako smo vec¢ rekli da vreme i funkcije vremena posmatramo diskretno tj @
nizu trenutaka, to cemo vremenski interval T u kome se zadatak izvrsava podeliti
na k podintervalaAt uvodec¢i vremenske trenutke ¢,, 1,,...,1, (sl. 2.47). Sada ¢emo
relacije za ubrzanje (2.57) i (2.58) tretirati diskretno tj. zadati nizove vrednosti
koje odgovaraju trenucima to, L1,y .y ty.

t1 tz e o o ti s e tk t

At

7F“——_— T¢
]

Sl. 2.47 — Diskretizacija intervala kretanja

ZADATE VREDNOSTI

geometrija robota
poletno stanje:

q{ty), q(ty)

sratunavanje

X (1) J(q)i A(q,4) 5
- 8
o
o
._\.o e
g~ 2
32 .o o
cn T o
IO T g
SS9 E
Lo + =
v = = g
kraj T C
pokreta X
S

IZRACUNATE ¢ VREDNOSTI
unutrasnje kretanje:
q(t), §(t)

SI. 2.48. — Shema postupka za numericko resavan je inver-
znog problema kinematike robota

Manipulacioni zadatak smatramo zadatim preko zadatog pocetnog stanja q(t,),
4(t,) 1 poznate vremenske promene ubrzanja hvataljke X (), Sada ¢emo objas-
niti postupak za resavanje inverznog problema kinematike tj. za sracunavanje
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unutrasnjeg kretanja g(t). Postupak pocinje sa potetnim trenutkom £,. Kako
je q(t,) i ¢(t,) poznato , to za taj trenutak mozemo sractunati Jakobijan J(q) i
pridruzenu matricu A(g, ¢). S obzirom na to da je X(t ) poznato, sada iz relacije
(2.56) izracunavamo vrednost §(to)u posmatranom trenutku t,:

j=i"(X -4 (259

Posmatrajmo sada subinterval izmedu trenutka t, i t;. Za kratak subinterval
At mozemo smatrati da se § na tom subintervalu nece promeniti ve¢ ¢e zadrzati
vrednost izracunatu za t,. Tada mozemo tokom At, promenu ¢ posmatrati kao jed
nako ubrzano kretanje i formirati izraze kojima ¢emo izracunati stanje g(t1), 4(t:,
u trenutku ¢;:

dlts) = alto) + (L)AL + Sii(t) AL (260
§(t) = 4(te) + d(te)At (2.61

Sada, kada znamo stanje ¢(t;), ¢(¢;)u trenutku ¢,, po¢injemo novi ciklu
ponavljajuci za trenutak ¢, ceo racun koji smo sprovodili za t,. Tako, rekurzivnc
izraGunavamo stanje ¢, ¢ u trenucima t, s, ..., k.

Kao rezulatat opisanog postupka dobijamo nizove vrednosti ¢ i ¢ koji odgo
varaju nizu trenutaka vremena, odnosno dobijamo zakon kretanja u unutrasnjin
koordinatama ¢(t) i ¢(t). Ovim smo resili inverzni problem kinematike robota.

Ceo opisani postupak moze se prikazati shemom na slici 2.48.
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