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Numericke metode (Fizika) / Numericka analiza (C smjer)
Ogledni primjeri za Prvi kolokvijum

Za Prvi kolokvijum (30 poena) oblasti: Interpolacija, Numericka integracija i Numericke
metode algebre. Dolazi jedno ili dva pitanja iz teorije 1 tri ili ¢etiri zadatka. Dozvoljena je
upotreba digitrona.

U nastavku:

e Pitanja 1z teorije

e Odgovori na neka pitanja

Zadaci (postavke zadataka)

Formule 1 uputstva za rjeSavanje zadataka

Primjeri kako bi mogao da izgleda kolokvijum

Numericke metode / Numericka analiza
Pitanja iz teorije

> Interpolacija

1. Najbolja aproksimacija pomoéu prave linije y = az + b (metoda najmanjih kvadrata).

2. Dokazati postojanje i jedinstvenost Lagranzovog interpolacionog polinoma (Lagrange) —
gdje se pojavljuje Vandermondeova determinanta.

3. Izvesti eksplicitni izraz za Lagranzov interpolacioni polinom — preko tzv. Lagranzovih
koeficijenata ®;(z).

4. Ocjena greske za Lagranzov interpolacioni polinom.

5. Definicija konaé¢nih razlika unaprijed Ay;, A%y;, ... 1 kako glasi lema o njihovom prikazi-
vanju preko y;.

6. Kako glasi I Njutnov interpolacioni polinom sa kona¢nim razlikama (Newton) i kako glasi
odgovarajudi izraz za gresku.

7. Dokazati tvrdenje: ako je (realna) kvadratna matrica A dijagonalno dominantna onda je
det A # 0 — iz naslova o splajnu.

8. Formula za prvi izvod u évoru, tj. tzv. jednostrana formula — iz naslova numericko
diferenciranje.

9. Kako se aproksimira y”(z;) na osnovu yo, y1, y» 1 kako glasi odgovarajuéi izraz za gresku
— 1z naslova numericko diferenciranje.

10. Pojmovi greska i relativna greska pribliznog broja. Granice greske. Znacajna i sigurna
cifra.

11. Greska funkcije A 1 linearna ocjena za gresku funkcije L u slicaju funkcije od jedne
promjenljive y = y(z).

12. Neka je 1,29 > 01y = z125. Kakva relacija postoji izmedu relativne greske proizvoda
y 1 relativnih gresaka ¢inilaca x; 1 z4?

>t Numericka integracija
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13. Kako glasi osnovna trapezna formula 1 kako se izvodi njen izraz za gresku.

14. Kako glasi sastavljena trapezna formula 1 kako se izvodi njen izraz za gresku.

15. Kako glasi osnovna Simpsonova formula i koliki je red veli¢ine greske (po h). Kako glasi
sastavljena Simpsonova formula i koliki je red veli¢ine greske (po h).

16. U glavnim crtama o Rungeovom pravilu za prakti¢nu ocjenu greske u sluc¢aju trapezne
formule.

17. Kako glase Njutn-Kotesove formule (Newton—Cotes) za odredeni integral [°y(z)dz u
slucajevima n = 3 1 » = 4, gdje » oznacava broj malih intervala.

18. Navedite osnovne pojmove koji se odnose na niz Lezandrovih polinoma {P,(z)}:>,

(Legendre).
>t Numericke metode algebre

19. Gaussova metoda eliminacije za sistem linearnih jednaéina (kada se ne vri izbor glavnog
elementa).

20. Algoritam za Gaussovu metodu eliminacije sa izborom glavnog elementa.

21. Pojam myjere uslovljenosti matrice i jedno elementarno svojstvo.

22. Norma vektora i norma matrice u prostoru R™. Posebno || - ||, kada je p = 1, p = 2,
p =00

23. Teorema o dovoljnim uslovima za konvergenciju prilikom rje$avanja sistema linearnih
jednac¢ina po metodi proste iteracije (||B]| < 1).

24. Jakobijeva metoda (Jacobi) za sistem linearnih jednacina: numericki algoritam i teorema
o dovoljnim uslovima za konvergenciju (A dijagonalno dominantna).

Numericke metode / Numericka analiza
Odgovori na neka pitanja

> Interpolacija
> Numericka integracija

U glavnim crtama o Rungeovom pravilu za praktiénu ocjenu greske u slucaju trapezne
formule.

Polazimo od poznatog izraza za gresku trapezne formule: r = Ch® + O(h*), b — 0, gdje
jeC =—-3% by”( Jdz. Mi govorimo o odredenom integralu I = ffy(w)d:l: 1 koristimo obi¢ne
oznake nh = b—a, gdje je n broj malih intervala. Mozemo pisati r ~ Ch2. Isto tako, r = O(h?).

Nekajen > 1. Oznaéimo sa [; pribliznu vrijednost za I po trapeznoj formuli sa korakom h =
b=a 1. = h (% (a) + X0 y(a +4h) + %y(b)), tzv. pomoc¢na vrijednost. Sada éemo prepoloviti
h, odnosno broj malih intervala postace 2mn. Oznaéimo sa I, pribliznu vrijednost za I po

trapeznoj formuli sa korakom % = bz_—na, I, = ( y(a) + S y(a + %) + %y(b)), numericki
odgovor. Neka je 1y = I — I;, greska pomocne vrijednosti, ro = I — I, greska numerickog

odgovora 1 zelimo da procijenimo 7s.
Imamor; = — L =Ch*+ O(h*) ire=1—1, = 1Ch2 + O(Rh*). Oduzimanjem I, -1, =

3Ch2—|—0(h4) 1 zatim (Iz L) = 1Ch2—|—0(h4) Ako C # 0 onda limy,_,o l(I T =1, odnosno

Ty ~ 5(.72 — @) kad h — 0 i zato 7y ~ 5(.72 — I1) za male h, ¢ime smo nasli Zeljenu procjenu.

—————page 2 of 20 ———



———— numerwma.tex ————

Za Rungeovu ocjenu greske kaze se da je "prakticna” zato §to je efektivno ostvarljiva (njena
dobra strana) i zato §to je nedovoljno pouzdana (njena loa strana).

Rungeov princip za ocjenu greske moze da se primijeni 1 na druge numericke metode, na
druge kvadraturne formule. U slu¢aju Simpsonove formule vazi relacija ro ~ %(I »— I1), buduéi

da je kod nje r = O(h?).

Navedite osnovne pojmove koji se odnose na niz Lezandrovih polinoma {P,(z)}2,

(Legendre).

Neka je Py(z) = 1, P1(z) = = ineka vazi rekurentna relacija (n+1) Poy1 (2)—(2n+1)z P, (z)+

nP,_1(z) = 0 zan > 1. Time je definisan niz tzv. Lezandrovih polinoma {P,(z)}:>,, gdje je

P,(z) polinom stepena n. Lako je izracunati da je npr. Py(z) = 32> — 1, Py(z) = 32° — 3z,
Py(z) = %134 — ?wz + g. Kao alternativa, nasi polinomi mogu da budu definisani relacijom
Po(z) = 353 (Z—nn(azz — 1), gdje (Z—nn znaci n—ti izvod.

Vazi relacija [' Pn(z)Pa(z)dz = 0 ako je m # n. Zato se kaze da je P, L P, ako
je m # n. Da pojasnimo, skalarni proizvod dva polinoma (dvije funkcije) oznacava se kao
(P, P,) 1 definiSe se u razmatranom slucaju sa (P, P,) = f_ll P.(z)P,(z)dz. Komentar:
znamo da je pogodno da se neki vektor razlozi po ortogonalnoj bazi, a isto tako je pogodno da
se neka funkcija razlaze po elementima ortogonalnog sistema.

Zanimljivo je da jednacina P,(z) = 0 ima n rjeSenja i da sva rjeSenja pripadaju intervalu
-l<z< 1

Po Gaussovoj kvadraturnoj formuli, kao aproksimacija za odredeni integral [, y(z)de sluzi
velicina I = Y | ¢yi, gdje je uvedena oznaka y; = y(z;). Zanimljivo je da su &vorovi
kvadraturne formule z; rjesenja jednaéine P,(z) = 0, dok se njeni koeficijenti ¢; dobijaju po
tzv. metodi neodredenih koeficijenata.

> Numericke metode algebre

@ Norma vektora i norma matrice u prostorn R™. Posebno || - ||, kada je p = 1, p = 2,
p = oo.

U skupu R", norma vektora z u oznaci ||z|| moze da bude uvedena na razne nacine; neka ||z ||
oznacava jednu moguéu normu za koju smo se opredijelili. Znamo da vazi ||z +y|| < ||z| + ||ly],
nejednakost trougla. Neka je A € R™*" kvadratna matrica oblika n x n ili neka je A: R* — R"
linearni operator u prostoru R". Neka ||A|| oznatava normu linearnog operatora A koja je
saglasna sa uvedenom normom vektora (koja odgovara uvedenoj normi vektora), a definise
se relacijom ||A|l = sup,, |[Az||/||z]; tzv. indukovana norma. Vidimo da vaZi nejednakost
|Az| < ||A]l - ||z||. Oznacimo jedini¢nu matricu kao I € R™™; vazi ||I|| = 1. Ako A € R*"™ i
B e R onda vaii | A+ B < ||l + | Bl i | AB|| < | A] - | B].

Tri norme u prostoru R™ koje se ¢esto koriste oznacavaju se kao || ||1, || |21 |l @ definidu
se sa
n n
ol = X lail, llalle = | Xlosl” i ello = max |ol,
gdje je # = (%1,...,2,) € R*. Znamo da su prva i druga norma specijalni slu¢ajevi norme
|z, = (5, |$i|p)1/p, gdje je p > 1. Isto tako znamo da vazi lim, . ||z], = ||#] -
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Razmotrimo matricu A = [a;]?,_;, € R*". Relacija ||A|| = sup,, ||Az|/||z|| definise
normu matrice A koja je indukovana normom vektora z € R"™ u istoj oznaci ||z||. Za tri
uobicajene norme u R" imamo sljedece eksplicitne izraze za odgovarajuce norme matrice:

A4l = max (zw) A4l = | [max M(ATA) i (|4l = max (zw)

trebalo bi ovo dokazati; AT je transponovana matrica matrice A4, a A;( AT A) su svojstvene vrijed-
nosti matrice AT A. Ako je matrica A simetriéna (A = AT) onda vaii || 4| = maxi<i<y |Ai(A4)],
gdje su sa A;(A) oznalene svojstvene vrijednosti matrice A.

Teorema o dovoljnim uslovima za konvergenciju prilikom rjesavanja sistema linearnih
jednacina po metodi proste iteracije (||B]| < 1).

Sljedeca teorema predstavlja ustvari Banahovu teoremu o mepokretnoj tacki u slucaju pres-
likavanja ¢ koje djeluje u prostoru R™ i koje je afino: ¢(z) = Bz + ¢. Fiksirajmo u R" jednu
normu || || i sa ||B|| ozna¢imo naravno saglasnu normu matrice B.

Teorema o dovoljnim uslovima za konvergenciju metode proste iteracije. Ako je ||B| < 1
onda: a) sistem z = Bz + ¢ ima jedinstveno rjesenje z, b) iterativni niz z**1) = Bz®) 4 ¢
za k = 0,1,2,... konvergira ka z za bilo koju potetnu aproksimaciju z(®) € R" i c) postoje
konstante ¥ > 01 0 < g < 1 takve da je ||z*) — z|| < y¢* za svako k > 0.

Dokaz teoreme. Po uslovu ||B|| < 1 i po Banahovoj lemi iz prethodnog naslova slijedi da
je matrica I — B invertibilna. Znaci da sistem (I — B)z = ¢ ima jedinstveno rjesenje, ¢ime je
a) dokazano. Uvedimo oznaku r*) za gresku k—te aproksimacije tj. stavimo r*) = z — 2®),
Imamo redom:

z=Bzx+ci 2Pt = B +c¢ = x— 2 *t) — By — B:B(k), ) — k)
PO = BrO @ =g = B = B0

[ = (BN < JIBH| - O < 1B)F - 1+, lim +® =0
- - T e

Dakle, dobili smo da je limy_,o, *) = z, ¢éime je dokazano b). Vidimo da je i ¢) ve¢ dokazano,
say = |[rO| = ||z — 2| i q=|B| < 1. Teorema je dokazana.

Analiza teoreme. Moze se desiti da je po nekoj normi ||B|| < 1 a po nekoj drugoj normi da
nije |B|| < 1. Dovoljno je da po jednoj normi bude ||B|| < 1, da bi iterativni niz konvergirao
ka rjesenju.

Ako je |B|| < q i ¢(z) = Bz + ¢ onda ocito ||¢(y) — ¢(z)|| = ||By + ¢ — Bz — ¢|| =
|B(y —2)|| < ||B|l - lly — =] < qlly — ||. Znadi, ¢ je kontrakcija ako je g < 1.

Umyjesto Banahova teorema o nepokretnoj tacki (Banach) kaze se i Banahova teorema o
fiksnoj tacki. Isto tako, kaze se 1 princip kontrakcije.

Numericke metode / Numericka analiza
Zadaci (postavke zadataka)

> Interpolacija
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1. a) Trazi se priblizna vrijednost broja sin0,1. U tom cilju, napisite Maclaurinov polinom
treéeg stepena p3(z) za funkciju y = sin z i izracunajte p3(0,1). b) cos 0,2 ps(z) y = cos z ¢) 2
pale)y = e ) In 12 pofz) y = In(1+2) €) 1/1,2 pa(z) y = 1/ (1+2) ) yI2 pa() y = I T .
z| 0 |1]2
yl|—-1]1]3
jednacdina za odredivanje koeficijenata odgovarajuéeg interpolacionog polinoma p(z). Rijesite
sistem jednacina i napisite kako glasi interpolacioni polinom.

z || —=110]1|2
yl 0 {0]1]3

stepena 3 (ili manje) koji interpolira vrijednosti date u tabeli.

2. Razmotrimo sljedecu tabelu podataka Napisite sistem linearnih

3. Razmotrimo sljedec¢u tabelu podataka Odredite polinom p(z)

4. Napisite izraz za kvadratne polinome koji za © = —1 1 & = 1 uzimaju vrijednost y = 1.
5. a) Aproksimirati log 4 posredstvom linearne interpolacije na osnovu podataka log 3 =
0,4771, log5 = 0,6990. b) Aproksimirati log4 posredstvom parabolicke (kvadratne) interpo-
lacije na osnovu vrijednosti od maloprije 1 jos log 4,5 = 0,6532.
z|—-2|-110]1
y | 1 4 |11 |16
y(2) primjenom aparata interpolacije.

6. Data je tabela a treba izracunati pribliznu vrijednost za

7. Da li se interpolacioni polinom p(z) koji odgovara tabeli poklapa

sa interpolacionim polinomom ¢(z) koji odgovara tabeli z _61 (1) _12 _23 ?
x 1 |2] 3 5 6
y || 4,75 | 45,25 | 19,75 | 36

pribliznu vrijednost za y(3,5) preko interpolacionog polinoma drugog stepena, uzimajuéi u obzir

8. Razmotrimo sljedec¢u tabelu podataka Izracunajte

tri najbliza ¢vora.

z][1]2] 46
flol21127]32

vrijednost za f(3) primjenom kvadratne interpolacije, uzimajuéi u obzir tri najblize tacke.

9. Na osnovu raspolozivih podataka treba izraCunati pribliznu

z 0] 1

10. Razmotrimo vrijednosti y || 1] 2 Formirati sistem linearnih jednacina za
!
y || 1] —1

odredivanje koeficijenata polinoma stepena 3 (ili manje) koji interpolira vrijednosti iz tabele.
Rijesiti sistem jednacina 1 napisati izraz za polinom.

z||0] 1
11. Izracunati interpolacioni polinom H(z) (Hermite) za tabelu y 1] 3 1 izracu-
y |0 | —1

nati H(0,5) — sluzi kao priblizna vrijednost za y(0,5).
12. Razmotrimo poziciju (u metrima) materijalne tacke i njenu brzinu (u m/s) u trenucima

t 4 | 5
(t) || 40 | 65 Treba procijeniti e(4,5) — njenu poziciju kada je t = 4,5s.
)] 1]-1

13. Neka je ¢ = ©(t) pozicija mobilnog objekta u trenutku ¢. Razmotrimo sljedeée podatke
t(s) [2[3]4] 56
z (m) || 8|34 |67 | 115 | 146

t=4s1t=Ds:

e
v

Treba modelirati poziciju u obliku
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z(t) = { p(t), 2<t<4 dje su p(t) i ¢(¢) kvadratni polinomi.

q(t), 4<t<6 ®
14. Izracunati interpolacioni polinom p(z) (Lagrange) funkcije f(z) = 1/z ako mrezu éine
cvorovi g =1, £1 = 2, &y = 3.
15. Na osnovu prikazane tabele vrijednosti funkcije, napisati tabelu njenih konaénih razlika
prvog, drugog i treéeg reda Ay, A%y i A3y.

0] =5

1 1

219

3| 25

4| 55

5| 105
16. Po metodi najmanjih kvadrata, procijeniti vrijednost funkcije kada je z = 3, ako je data

tabela njenih vrijednosti: ; g ; g g (linearna aproksimacija y = az + b, fitovanje).

17. Data je tabela vrijednosti funkcije y = /:
EXE

1 1

1,1 | 1,0488

1,2 | 1,0954

1,3 | 1,1402

1,4 | 1,1832

1,5 | 1,2247

a) Formirati tabelu konacnih razlika prvog reda Ay i drugog reda A?y. b) Koristedi
kvadratni interpolacioni polinom u Newtonovom obliku, izvr§iti procjenu vrijednosti 4/1,05.

18. a) Primjenom linearne interpolacije, procijeniti vrijednost funkcije y = 1/z u tacki
. . . o1 1| 2 e
z = 1,75 kada su date vrijednosti funkcije kako slijedi: ? 1To05 b) Procijeniti gresku
) )

mumerickog odgovora od maloprije — pomocéu formule za ocjenu gredke interpolacije.
19. a) Zaokruziti broj 22,548 na dvije decimale; zaokruziti ga na jednu decimalu. b) Neka
je tacna vrijednost nekog broja x = 198 1 neka raspolazemo sa njenom pribliznom vrijednoséu

z* = 200. Kolika je apsolutna greska date priblizne vrijednosti; kolika je njena relativna

greska? c¢) Znamo da je v/2 = 1,41421356... . Neka kao pribjizna vrijednost za = = /2
sluzi * = 1,4. Nadi granicu apsolutne greske (naéi neku ocjenu sa gornje strane za |z — z*|);
naéi granicu relativne greske (naéi neku ocjenu sa gornje strane za |z — z*|/|z*|). d) Data je
priblizna vrijednost * = 23,5611. Znamo da za njenu apsolutnu gresku A = z — z* vazi ocjena
|A] < 0,002. Koliko sigurnih cifara u uzem smislu ima z*?

20. Neka je z; = 9+ 0,02, 5 = 7 £ 0,01. Neka je y = 4z + 225. Uzmimo da y* = 50
sluzi kao priblizna vrijednost za y. Naéi granicu greske (naéi neku ocjenu sa gornje strane za
|y — y*|) 1 naéi granicu relativne greske (naéi neku ocjenu sa gornje strane za |y — y*|/|y*]).

21. Numericko diferenciranje, prvi izvod. Razmotrimo sljede¢u tabelu vrijednosti funkcije

y =
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EXN

1 1 u smislu To | Yo
1,1 | 1,0488 T | Y1
1,2 | 1,0954 Ty | Yo
a) Na osnovu datih podataka, treba naéi pribliznu vrijednost izvoda y’ u tacki z = 1.

Uputstvo: y'(z) =~ %(Ayo—l— 2’52—_1A2y0), gdje je t = ™. b) Nadi pribliznu vrijednost za
y'(1,05). ¢) Procijeniti y'(1,1).
22. Numericko diferenciranje, drugi izvod u sredini. Razmotrimo tablicu vrijednosti funkcije

z 11 1,1 1,2
y = 4/z sa korakom h = 0,1: y |1 1,0488 | 1,0954

jeniti y”(1,1). Uputstvo: poznata je formula y”(z1) ~ 75 (y2 — 2y1 + o).
z|0]1|2
¥yl 23]
oblika y = az + b (po metodi najmanjih kvadrata). Uputstvo:

pasiNH

24. Neka su o funkeiji y = y(z) dati podaci

Na osnovu datih podataka, proci-

23. Neka su o funkeiji y = y(z) dati podaci Naci najbolju aproksimaciju

x| 0|1]2
yl2(3]6
oblika y = az + b (po metodi najmanjih kvadrata).

Naci najbolju aproksimaciju

> Numericka integracija

25. Razmotrimo integral [7lnzdz. Izra¢unati njegovu pribliznu vrijednost primjenom os-
novne trapezne formule. Takode, izracunati i gresku numerickog odgovora, jednostavnim odu-
zimanjem tacne 1 priblizne vrijednosti. Pomocu kalkulatora In2 = 0,693.

26. Razmotrimo integral [Zlnzdz. Izra¢unati njegovu pribliznu vrijednost primjenom os-
novne Simpsonove formule. Takode, izracunati i gresku numerickog odgovora, jednostavnim
oduzimanjem tac¢ne 1 priblizne vrijednosti. Pomocu kalkulatora In 1.5 = 0,405, In 2 = 0,693.

27. Razmotrimo integral [} zlnzdz. Izracunati njegovu pribliznu vrijednost primjenom
trapezne formule sa n = 4. To znaci da ima n malih intervala, odnosno n + 1 ¢vorova. Takode,
izracunati 1 greSku numerickog odgovora, jednostavnim oduzimanjem tacne i priblizne vrijed-
nosti. Kalkulator In 1,25 = 0,223, In 1,5 = 0,405, In 1,75 = 0,560, In 2 = 0,693.

Korisno je da se potrebne vrijednosti podintegralne funkcije prikazu u obliku tabele:

T || @ | @ | Ty | T3 | T4
Y Yo | Y1 | Y2 | Ys | Ya

28. Razmotrimo integral [} zlnzdz. Izra¢unati njegovu pribliznu vrijednost primjenom

Simpsonove formule sa n = 4. To znaci da ima n 4+ 1 évorova. Takode, izracunati 1 gresku

numerickog odgovora, jednostavnim oduzimanjem tacne i1 priblizne vrijednosti. Kalkulator
In 1,25 = 0,223, In 1,5 = 0,405, In 1,75 = 0,560, In 2 = 0,693.

Korisno je da se potrebne vrijednosti podintegralne funkcije prikazu u obliku tabele:
T Lo | 1 Lo | L3 | T4

Y1l Yo | Y1 | Y2 | Ys | Ya
Treba rac¢unati na tri decimale.

29. Ekstrapolacija po Richardsonu za f;y(w)d:c. Razmotrimo integral [’ z?In zdz. Neka
je I; njegova priblizna vrijednost dobijena primjenom trapezne formule sa recimo n = 4; broj
malih intervala. Neka je I, priblizna vrijednost dobijena opet primjenom trapezne formule,
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ovog puta sa n = 8; broj malih intervala je udvostru¢en. Tada se lako moze dobiti priblizna
vrijednost u oznaci I ¢ija je greska znatno manja, upravo [ = I, + %(.72 — I;) ili svejedno
I= %Iz — %Il. U tom sluc¢aju, kazemo da je broj I nastao popravljanjem broja I,. Isto tako,
kazemo da je izvrsena ekstrapolacija po Ric¢ardsonu.

Izrac¢unati Iy, I, I. Jasno, I predstavlja numericki odgovor.

30. Neka je y(z) = 1/z i razmotrimo integral [} ‘i—m. Treba izra¢unati njegovu pribliznu
vrijednost primjenom Newton—Cotesove kvadraturne formule sa n = 3. To znaé¢i da ima n
malih intervala, odnosno n+1 ¢vorova. Takode, treba izracunati 1 gresku numerickog odgovora,
jednostavnim oduzimanjem tacne 1 priblizne vrijednosti.

Korisno je da se potrebne vrijednosti funkcije prikazu u obliku tabele:

|| @y | 21| 22 | T3 nadi x| 1]1,333 | 1,667 | 2

Y| Yo | Y| Y2 |Ys y| 1] 0,75 0,6 |05

31. Razmotrimo kvadraturnu formulu f; f(z)dz ~ F(f) gdje je F(f) = a1 f(a) + asf(1).
Odredite oy, as 1 a tako da kvadraturna formula ima najveci moguéi stepen preciznosti.

32. Razmotrimo integral [7z?Inzdz. Izracunati njegovu pribliznu vrijednost u oznaci [

primjenom trapezne formule sa n = 4. To znaci da ima n malih intervala. Takode, izracunati i

ocjenu greske numerickog odgovora I, primjenom formule za ocjenu greske u sluéaju trapezne
formule.

33. Lezandrovi polinomi {P,(z)}>, (Legendre). Neka je Po(z) =1, Pi(z) = @, Ppy1(z) =
nlﬁ((Qn + 1)zP,(z) — nP,_1(z)). a) Napisite eksplicitne izraze za P,(z) kada je n = 2,3,4.
b) Rijesite jednacinu P,(z) = 0 kada je n = 2,3,4. Time se uvjeravamo da sva rjeenja
pripadaju intervalu —1 < # < 1. c¢) Neposrednim ra¢unanjem integrala, dokazite da vazi
relacija [1, Py(z)Ps(xz)dz = 0. Ta relacija se drukéije zapisuje kao (P, Ps) = 0; skalarni
proizvod. Zato se kaze P, L Ps; "ortogonalno na”.

34. Izradunati pribliznu vrijednost odredenog integrala [*, -9

T+oz primjenom Gaussove kvad-
raturne formule sa n = 2 (broj ¢vorova). Takode, izracunati i taénu vrijednost razmatranog
integrala.

35. Izraéunati pribliznu vrijednost odredenog integrala [, % primjenom Gaussove kvad-

raturne formule sa n = 3 (broj ¢vorova). Takode, izracunati i ta¢nu vrijednost razmatranog
integrala.

36. Polinomi Cebiseva {T,(z)}>>,. Neka je
To(z) =1, Ti(z)=2, Tuti(z)=22T,(z)— Tu1(z).

a) Napisite eksplicitne izraze za T,(z) kada je n = 2,3,4. b) Rijesite jednacinu T,(z) = 0 kada
je n = 2,3,4. Time se uvjeravamo da sva rjeSenja razmatrane jednacine pripadaju intervalu
-l<z< 1

>t Numericke metode algebre

7T —6
1 2

38. Norma vektora. a) Dat je vektor x = (—2,—3,6). Izracunati ||z||1, ||z|]2 1 ||2|e. Za

37. Inverzna matrica. Data je matrica A = . Naéi njenu inverznu matricu A1,

normu vektora ||z||, kaze se da je Euklidova norma. b) Izrac¢unati ||z||i, ||z]2 1 ||#] . ako je

z = (5,10,—1,—1).
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39. Norma matrice. a) Data je matrica A = l g _81 ] Izracunati ||All; 1 ||A]lw. b)
2 3 4
Izracunati ||A]|1 1 ||A]|«, akoje A= | 5 6 T
10 0 -1

40. Kondicija matrice (mjera uslovljenosti matrice). Dato je A = _32 _6 . Izracunajte

cond(A) po normi || * |-

21

. .. : .. . ) . . 1 2
41. Svojstvene vrijednosti (sopstvene vrijednosti) matrice. Data je matrica A = l ]

Naci njene svojstvene vrijednosti A; 1 As.

. : : : . . . . 1 2.
42. Svojstveni vektori (sopstveni vektori) matrice. Razmotrimo matricu A = 9 1 ] 1
njene svojstvene vrijednosti Ay = —11 Ay = 3. Izracunajte odgovarajucée svojstvene vektore e;

iey. Treba Ae; = Ne;, e; # (0,0), 7 =1,2.

Znamo da ulogu vektora e; moze da preuzme vektor ce; (¢ # 0).
9 ? 1 njene svojstve-
ne vrijednosti A; = —1 kojoj odgovara svojstveni vektor e; = (—1,1) 1 Ay = 3 kojoj odgovara
svojstveni vektor es = (1,1). Dat je vektor v = (1,9). Odredite brojeve ¢1,cs € R takve da
vazi relacija v = cie; + cpeq; razlaganje.

43. Razlaganje vektora po bazi {e;, e2}. Razmotrimo matricu A =

Iz opste teorije znamo da su koeficijenti razlaganja ¢; (jednog fiksiranog vektora v) uvijek
jednoznacno odredeni.
44. Metoda proste iteracije za sistem linearnih jednacina oblika & = Bz + ¢. Dato je

B:[()A —0,4]’ C:[O 7:6(0):[}]

0,7 —0,2 1
i neka je £**) = Bz®) 4 ¢ za k > 0. Na ovaj naéin definisan je niz vektora {z*)}2  &iji

elementi pripadaju prostoru R?. Dokazati da niz konvergira i odrediti X = limy_,, 2*).
Uputstvo. Dovoljan uslov za konvergenciju niza glasi ||B|| < 1, u bar jednoj normi. Mozda
je || Blls < 1. Ako niz konvergira onda vazi jednakost X = BX + c.
45. Metoda proste iteracije za rjeSavanje sistema linearnih jednacéina oblika z = Bz + c.

Neka je

0,6 0,6 o
B_[O,G —0,6]’ C‘l1

k=0 €1
elementi pripadaju prostoru R?. Dokazati da niz konvergira i odrediti X = limy_,o, z*).

i stavimo z**) = Bz® 4 ¢ za k > 0. Na ovaj naéin definisan je niz vektora {z!

Uputstvo. Neophodan i dovoljan uslov za konvergenciju niza glasi: za svako 7, |A;(B)| < 1.
Sa A;(B) oznadili smo svojstvene vrijednosti matrice B.
201+ o =1
—x1 +4x9 =5
(ili Az = b). a) Konstruisati iterativni proces oblika z*+1) = Bz®) 4 ¢ k > 0, za dobijanje
priblizne vrijednosti ta¢nog rjeenja sistema z = (x1, z2), po Jakobijevoj metodi. b) Dokazati

46. Jakobijeva metoda (Jacobi). Razmotrimo sistem linearnih jednacina {

da maloc¢as konstruisani iterativni proces konvergira ka z, tj. limp_o ® = z, gdje je z® =
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(wgk),:cgk)). ¢) Izaberimo z(®) = (:c(lo),wgo)) = (
2 3@ 5) 5(0)

47. Jakobijeva metoda (Jacobi). Razmotrimo sistem linearnih jednacina

1,1) kao pocetnu aproksimaciju. Izracunati

81+ 2o+ 23 =14
2131—|—5£B2+ZE3:3
$1—ZE2—|—4ZB3:3

(ili Az = b). a) Konstruisati iterativni proces oblika z*+1) = Bz® 4 ¢ k > 0, za dobijanje
priblizne vrijednosti tacnog rjesenja sistema, po Jakobijevoj metodi. b) Dokazati da malocas
konstruisani iterativni niz konvergira ka @ = (z1, s, z3), konvergira ka ta¢nom rjeSenju sis-
tema. c¢) Izaberimo z(®) = (ZB(lo) w(zo),:Bg )) (1,1,1) kao pocetnu aproksimaciju. Izracunati
aproksimacije (1), z(?),

48. Metoda skalarnog proizvoda ili svejedno metoda stepena, engl. power method. Razmot-
3 -1
-1 2
njenu dominantnu svojstvenu vrijednost A. U tom cilju, izaberite proizvoljno pocetni vektor

rimo matricu A = l . Zelimo da po metodi skalarnog proizvoda priblizno odredimo

v £ (0,0). Treba izraéunati prve dvije aproksimacije p1, pta. Tako da ps predstavlja odgovor.

Numericke metode / Numericka analiza
Formule i uputstva za rjesavanje zadataka

> Interpolacija

@ a) sinz = E;’L":O(—l)“(;’:rll) =z — % —|- o€ Ry ps(z) =2 — %
b) cosz = f_o(_l)n(zn';'zl—”;,—|—”f1—!—...,:l:€R,p4(1;):1_%_|_2_
c) e’ nonv—1‘|‘ -|-2.—|- .,:BER;pz(x):1_|_;,;_|_907
d) n( 2) =YX (-t 2 2 l<e<lip(z)=z— L+ L
e)ﬁ_EnO( e =1—z+a>—.., 1<z <lipe)=1-z+z* 2>+
)vite=50,(P)e"=1+2-2+  —l<z<lip(z)=1+2-2.

@Datoje Tl To T | T2 Polazimo od p(z) = asz® + a1z + ao, gdje treba odrediti

Y Yo | Y1 ]| Y2

ag, a1, ay. Mi pisemo p(zo) = yo, p(x1) = y1, p(x2) = ya.

@ Dato je T %o T T2 T3 Lagrangeov interpolacioni polinom glasi p(z) =
Y Yo | Y1 ]| Y2 | Ys
bo(z)yo + ... + Ls(z)ys, gdje su fy(z),. .., L3(z) tzv. Lagrangeovi koeficijenti:
— _(zmm)(z—zy)(z—m3) — _(z=mo)(z—ms)(z—m3) — _(z=mo)(z—m1)(z—m3)
[0(:‘:) (__(wo)—(wl_)(wg(—z_z)(ﬁo—ws)’ Zl(x) T (z1—m0) (z1—x2) (21 —3) [2(1;) T (z2—=mo)(z2—z1)(z2—23)’
la(z) = (w3—mo) (w3 —1 ) (3 —2) "

Polazimo od opsteg oblika y(z) = asz® 4+ ayz + ao gdje ag, a1, as € R. Postavljena su
dva uslova y(—1) =1, y(1) = 1.

@ a) Na osnovu podataka

T Lo | 1

Y Y% | Y1
su date vrijednosti funkcije y = y(z). Uvedimo oznaku h = z; — 2. Dalje, neka z € R i

moze se vrsiti linearna interpolacija. U tabeli
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#5# . Numericki odgovor glasi

y(z) ~ pi(z) gdje je pi(z) = 2= yo + 2=y, ili svejedno py(z) = pi(wo +ht) = (1—t)yo+tys.

ro—x1 r1—XIo
Dakle, treba izracunati p;(z).

neka se trazi priblizna vrijednost za y(z). Uvedimo smjenu ¢ =

T Lo | L1 Lo
Y Y | Y1 ]| Y2
rangeov interpolacioni polinom. Kao priblizna vrijednost za broj y(z) sluzi

pa() = Lo(2)yo + L1(z)ys + Lo(z)y, = 2=mz=ma) 0y ((m_mo)(m_m) Y1+ —((m_mo)(m_m) 2

T (mo—z1)(zmo—z2) z1—zo)(z1—22) ﬂb‘z—wo)(m—ml)y :

b) Na osnovu podataka moze se vriiti kvadratna interpolacija. Lag-

@ Dato je | VA s T B Buduéi da je mreza ekvidistantna, A = 1, moze se
Y Yo | Y1 | Y2 | Ys
koristiti I Newtonov interpolacioni polinom ps(z), treéeg stepena. Dato je = 2. Uvedimo

smjenu nezavisno promjenljive kao © = zq + ht, tako da treba t = 4.

Treba izracunati brojnu vrijednost ps(z) i to predstavlja odgovor.
Ako racunamo preko promjenljive x onda

1 1 1
p3(z) = yo + E(ZB — ) Ayo + W(ZB — zo)(z — iBl)Azyo + w(iﬂ —zo)(z — @) (z — $2)A3y0-

A ako racunamo preko promjenljive ¢ (svejedno) onda

1 1
ps(z) = yo + tAyo + §t(t — 1)A%y0 + yt(t —1)(t — 2)A%,.

T Lo | 1 Lo

Y1 Y | Y1 | Y2
Newtonove interpolacione formule onda imamo

@ Prva tabela ima oblik

Ako se prvi polinom p(z) ra¢una preko I

p(e) = yo + 3 (a — 20)yo + gz — 20)(z — 1) A%
Biraju se évorovi koji su najblizi tacki x = 3.5 za koju se interpolacija vr§i. Stepen
interpolacionog polinoma je za jedan manji od broja ¢vorova.

Samo tri ¢vora ulaze u racun, to su évorovi koji su najblizi tacki z = 3. Kod interpolacije,
stepen polinoma je za jedan manji od broja ¢vorova.

Vidimo da je rije¢ o interpolaciji sa visestrukim ¢vorovima. Data su dva ¢vora zq = 0
iz = 1. Dato je y(0) = 1, y(1) = 2, ¥'(0) = 1, y/(1) = —1, oba ¢vora su dvostruki.
Za aproksimaciju funkcije y = y(z) sluziée polinom treéeg stepena ps = ps(z), buduéi da je
ukupan broj datih uslova 4.

Opsti izraz za polinom treéeg stepena ps(z) = asz® + asz® + a;x + aog, gdje treba odrediti
ag, . . ., ds.
Imamo pj(z) = 3asz?® + 2asz + a;. Uslovi p3(0) = 1, p3(1) = 2, p4(0) =1, p4(1) = —1 daju

sistem od 4 linearne jedna¢ine po nepoznatim ay,...,as. Treba rijesiti sistem i dati odgovor
”

"ps(z) =...".
H(z) = asz® + az® 4+ a1z + ao, gdje se pojavljuju 4 neodredene veli¢ine a;. Zatim
H'(z] = 3asz® + 2asz + a;. Dalje H(zo) = yo, H(z1) = y1, H'(zo) = yo, H'(z1) = y1.
Treba rijesiti linearni sistem oblika 4 x 4. Odgovor ima oblik "H(z) = ...”. Osim toga, treba
izracunati H(0,5) za drugi dio odgovora.
Hermite, dva dvostruka évora, H(z) = azz® + asz® + ayz + ao. Na kraju, izraéunati
H(4,5), predstavlja aproksimaciju za e(4,5), predstavlja numericki odgovor.
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@ Vidimo da se # = z(t) aproksimira pomoéu dio—po—dio polinoma drugog stepena. Za
p(t) sluze ¢vorovi = 2, x = 3, x = 4. Za q(t) sluze ¢évorovi =4, ¢ =5, © = 6.

z| 1] 2 3
f11/21/3

Ako raspolazemo sa yo,...,y, onda vazi Ay; = yip —y; (0 <4 < n—1), A%y, =
Ay — Ay; (0 <4 <n—2), Ady; = A’y — A?y; (0 <4 < n—3). Unasem zadatku je n = b.
(2 [y [Ay [A% ] A% |

To | Yo Odgovor zo | Yo | Ayo Azyo Azyo
Dato je 21 Y1 treba 1| Y1 23/1 22?/1 23?/1
2 | Yo prikazati T2 | Y2 Y2 2yz Y2
T3 | Ys 1 ob;iku T3 | ys | Ays | A%ys
Ta | Ya Ty | Yy | Ayy
Ts | Ys Ts | Ys

Treba formirati i rijesiti linearni sistem po nepoznatim a 1 b:
(Ciief)a + (Shim)b = XLz
(i zi)e + nb = i1y

gdje raspolozivi podaci imaju oblik (u za-

datku je n = 4): | S B B e B e
YY1 | Y2 | Ys | Ya
@ a) Oc¢ito ©g = 1, ..., s = 1,5. Imamo redom Ayy = y1 — Yo, ..., AYys = Y5 — Ya;
A’yo = Ays — Ayo, ..., A’ys = Ays — Ays.
b) Oc¢ito h = 0,1. Treba staviti = 1,05 i treba izracunati

1 1
p2(z) =yo + E(CB —z0) + ﬁ(iﬂ —zo)(z — J’l)Azyo-

Odgovor ima oblik y(1,05) & p,(1,05).

a) Tabela ima oblik 5 50 zl jasno h = x; — xg. Priblizna vrijednost je jednaka
0o | ¥

ZQ

pi(z) = (1 — t)yo + ty1 gdje je t = 5™, u postavci je dato .
b) Formula za ocjenu greske u slu¢aju linearne interpolacije glasi

()~ pr(0)] < oyl — o) (o — )] - Mo,
gdje je My = max,ef, 3 |[y"(2)|. Imamo a = xg, b= 2. Sada y = 1/z, y' = —1/z*>. Treba y”,
My, 3 My|(z — zo)(z — z1)].

a) Ako se odbacuje ta¢no 5 onda posljednju sacuvanu decimalu treba zaokruziti na
najblizu parnu cifru (manju ili veéu od nje).

b) Greska ili svejedno apsolutna greska definise se kao © — z*, a relativna greska kao %,
po pravilu.

¢) Granice |z —z*| < A1 |m|;f|*| < R.

d) Razmotrimo priblizan broj z* i razmotrimo njegovu znacajnu cifru koja se nalazi na
k—toj decimali (tezina pozicije je 107%). Za tu cifru kazemo da je sigurna u uZem smislu ako
vazi relacija |A| < % - 107*. Cifri desetinki odgovara k = 1, cifri stotih djelova odgovara k = 2
1 slicno. Uopste, k € Z.

y=1z1+x1+ 21 + 21 + 2 + ¢5. Greska zbira jednaka je zbiru gresaka sabiraka.
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@ a) Komentar. Ako bismo imali jedan podatak manje onda bismo y'(z) procjenjivali
kao pf(z) = +Ayo. U naSem slucaju kao pj(z) = +(Ayo +22t2—_1A2yo)- Ako bismo imali jednu
tacku vise onda bismo pisali py(z) = +(Ayo + A%y + E=22A30). Kada je t = 0 onda se
malo¢as napisane formule svode na y'(zo) ~ gAyo, odnosno y'(zo) ~ +(Ayo — :A%y), odnosno
y’(wéé% 1 (Ayo — 3A%0 + 3A%,).

Komentar. Vazi tvrdenje y”(21) = 75(y2 — 2y1 + yo) + O(h?), greska je reda h?.

@ Ako raspolozivi podaci imaju oblik TR 1P onda treba formirati i rijesiti
YlYr |- ---| Yn
" 1;2 " T; 7 2
sistem jednacina po nepoznatim a i b: Ezn_l e Y i Elil itk

Treba formirati i rijesiti sistem jednaéina po nepoznatim aib. Oznake z = (zq,...,z,),
y=(y1,...,ys), 1 =(1,...,1).

>t Numericka integracija

Priblizna vrijednost za integral fab y(z)dz po osnovnoj trapeznoj formuli glasi I =

Y(y(a) + y(b)), gdje je h = b — a. Gresku r definifemo kao r = fPy(z)dz — I. Tacna vri-
jednost iznosi [{Inzdz = (zlnz —z)|°=: = 2In2 — 1 = 0,386.

Priblizna vrijednost odredenog mtegra.la fa y(z)dz po osnovnoj Simpsonovoj formuli
glasi I = g(y( )+4y(a+b)—|—y(b)) . [ = h(y0—|—4y1 +y2), gdje je b = 5%, Gresku r definiSemo
kao r = f;y(w) z — I. Tacna vrljednost integrala iznosi [} In zdz = ($ Inz — ) _ 2 =2In2—
1=0,386.

Neka je n > 1. Priblizna vrijednost integrala f; y(z)dz po trapeznoj formuli glasi

I = h( yo + Sty + 2yn) ili svejedno I = h(%yo +y1+ .ot Y1 + %yn) gdje je h = =2,

n

z; = a+ith =z +th, y; = y(z;) (¢ =0,1,...,n). Greska r definiSe se kao r = I y(z)de — 1.
"= 2In2— % =0,636.

z=1

Taéna vrijednost integrala iznosi [ zln zdz = (% Inz — %)

Neka je n paran broj. Priblizna vrijednost integrala f; y(z)dz po Simpsonovoj formuli
glasi [ = %(yo—l—llzl’f:l Yoi—1+2 30 yai+yn) ili svejedno I = g(y0+4y1 +2ys+. ..+ 4Yn_1+Yn),
gdje je h = I’_Ta, z; = a+ih = zq +ih, y; = y(z;) (¢ = 0,1,...,n). Greska r definide se

r=2

kao r = fb y(z)dz — I. Tacéna vrijednost integrala iznosi [lzlnzde = (% Inz — ﬁ)

4
2In2 — 2 =0,636.

Komentar Za broj 3(.72 — I) kaze se da predstavlja iznos popravke. Kao alternativa,
iznos popravke mogao bi da posluzi kao prakti¢na procjena greske pribliznog broja I, — v.
Rungeovo pravilo za praktiénu ocjenu greske.

Njutn—Kotesove formule (Newton—Cotes) izvode se tako §to se izracuna integral od
interpolacionog polinoma podintegralne funkcije y = y(z), pri ¢emu je mreza évorova ravno-
mjerna i dvije krajnje tacke x = a 1 ¢ = b pripadaju mrezi. Ako govorimo o integralu f; y(z)dex
onda u slu¢aju » = 3 imamo h = b_Ta, z; = a+th = zy +ih, yi = y(z;) (0 < 4 < 3).
Tada, kao priblizna vrijednost integrala, kao numericki odgovor sluz velicina [ = E’_Ta(y(a) +
3y(2aT+b) + 3y(%2b) + y(b)) ili svejedno I = %(yo + 3y1 + 3y2 + y3). Ovo je tzv. tri-osminska
formula, 3/8. Greska r definiSe se kao r = f; y(z)de — I. Talna vrijednost integrala iznosi
e =Inz?=) =In2 = 0,693.

Postavljeni zadatak rjesava se tzv. metodom neodredenih koeficijenata. Mi trazimo da
greska bude jednaka nuli (r = 0) kada je podintegralna funkcija f = f(z) polinom. Konkretno,

z=1
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napisite uslov [} f(z)dz = a1 f(a)+asf(1) usluéaju daje f(z) = 1. Sliéno, napisite uslove kada
je f(z) = z odnosno f(z) = z*. Time se dobija sistem jednacina oblika 3 x 3 po nepoznatim
a1, az,a. Ostaje da se sistem rijesi.

Formula za ocjenu greske u slucaju trapezne formule glasi |r| < bl_—zaM2h2, gdje je
My = max,cpqp [y”(z)]. Obicne oznake: r = f;y(:c)dw — I, h=>tzs

n

Legendre. a) Dato je Py(z) = 1, Pi(z) = . Lako se izratuna Py(z) = 3z? — 1,
P3y(z) = 22® — 3z, Py(zx) = 2a* — Pa? + 2.
Razmotrimo funkciju y = y(z) i razmotrimo integral [*, y(z)dz. Njegova priblizna

vrijednost glasi [ = y(—%) + y(%), Gauss, n = 2. Vidimo da kvadraturna formula ima oblik

I = c1y(z1) + coy(22), gdje su z1 1 z5 rjeSenja jednadine Py(z) = 0; Legendreov polinom drugog

stepena. Tacna vrijednost integrala iznosi f_ll 11“;2 = arctg $|§zl_1 = 5 = 1,5708.
Razmotrimo funkciju y = y(z) i razmotrimo integral [!, y(z)dz. Njegova priblizna

vrijednost glasi I = gy(—\/g) +8y(0)+ gy(\/g), Gauss, n = 3. Vidimo da kvadraturna formula
ima oblik I = ¢;y(z1) + cay(@2) + cay(z3), gdje su z;—z3 rjeSenja jednacine Ps(z) = 0; Legendre.
dz

Taéna vrijednost integrala je [*, Tror = arctg :1:|zzl_1 = 3 = 1,5708.

Cebisev. a) Dato je Ty(z) = 1, Th(z) = z. Lako se izratuna Ty(z) = 22* — 1, Ts(z) =
423 = 3z, Ty(z) = 8z* — 8z + 1.
Samo se napominje da takode vazi relacija T,, L T,, (m # n), ali u jednom modifikovanom
smislu.

> Numericke metode algebre

@ Neka a;; € R (1 < 4,5 < 2) i razmotrimo matricu A = l le le ] Tada je njena
21 Qa2

. . _ aogo —dai9 P o
inverzna matrica A=t = -1 det A # 0, gdje je det A = aq1a22 — aj2a0;. Vaii
det A —ag ai ? ?

AA™! = A71A = |, jedini¢na matrica I = l é (1) ]

0,1 0,3

-1 _ ’ ”

Prema tome, A7 = l 005 0,35 ]

a) Nekajen > 1, z; € R (1 <4 < mn) i razmotrimo vektor z = (zy,...,,). Tada je po
definiciji ||z]|, = Y5, |z, [|2|l2 = Xie1 |2i]?s ||#]|e = maxi<i<s, |2i]; norma vektora z.

Prema tome, u slucaju ¢ = (—2,—3,6), imamo |[z|; = 11, ||z|2 = 7, ||z||~ = 6.

air ... Qipn
a) Nekajen > 1, a;; € R (i,7 =1,...,n) irazmotrimo matricu A =
Ap1 ... Qpp
Tada je po teoremi ||All; = maxicjcn (S0 agl), [All2 = .., Al = maxicicn (5o lais]);
norma matrice A. U specijalnom sluéaju n = 2, A = le a2 , vazi ||A|l; = max{|a11| +
21

|ag1], |aia| + |ags|}, [[Alle = max{|ai] + [a12], |aa1] + [aza]}.

Prema tome, u slucaju A = g _81 ] imamo ||Alj; =9, || 4|~ = 14.
b) U specijalnom sluc¢aju n = 3, A = [a;;]};_,, imamo ||Al|; = max{|a| + ... + |az], ...,
|a13| + ...+ |Cl,33|}7 HAHOO = max{|a11| + ...+ |a13|, ey |a31| + ...+ |a33|}.
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Definicija. Neka je n > 1, neka je A = [a;;] realna kvadratna matrica oblika n x n,
takva da je det A # 0. Pored toga, neka je || - || jedna matriéna norma. Tada stavljamo
cond(A) = | A|| - ||A7Y|; mjera uslovljenosti matrice A.

Dakle, treba kazati koja je matri¢éna norma izabrana. U nasem zadatku, izabrana je norma
sa indeksom p = 1.
Neka je n > 11 neka je A realna kvadratna matrica oblika n x n. Po teoremi, broj
A € C predstavlja svojstvenu vrijednost matrice A ako zadovoljava jednaéinu det(Al — A) = 0.
1 0 ... 0

Sa I je oznacena jedini¢na matrica oblika n x n, I =

Izrada:

10 1 2 A—1 =2
or--an (31 8]0 2]) <[40 2 -

(A=1)>—4=X—-2)-3,

24416 2+4

det(Al — A) = A
e( ) 07 2 27

Odgovor: A; = —1, A; = 3.
Definicija. Neka je n > 1 1 neka je A realna kvadratna matrica oblika n x n. Za broj
A € C kaze se da je njena svojstvena vrijednost a za vektor e € R ili e € C™ kaze se da
je odgovarajuéi svojstveni vektor ako vazi relacija Ae = Ae, ako vazi relacija (Al — A)e = 0
(nula—vektor), pod uslovom da je e # (0,...,0).

Kako tece izrada. Za A\; = —1. Uvedimo oznaku e; = (z,y). Treba formirati homogeni
sistem linearnih jednacina Ae; = Aje; po nepoznatim z,y: = + 2y = —zx, 2x +y = —y Treba
naéi jedno netrivijalno rjesenje tog sistema. To je na primjer x = —1, y = 1, tako e; = (—1,1).

Sliéno za Ay = 3. Uvedimo oznaku e; = (z,y). Treba formirati homogeni sistem linearnih
jednacina Aes = Asey po nepoznatim z,y. Treba naci jedno netrivijalno rjesenje tog sistema.
To je na primjer z = 1, y = 1, tako ex = (1,1).

Odgovor: e; = (—1,1), es = (1,1).

Zapaza se da je A simetricna kaoi \; € Rie; L e; (1 # 9)

(

a1 Q12
, v

z,y). Umjesto Av = Av (umjesto
az1 Q22

Napomena o oznakama. Neka je A =

an® + appy = Az

an® + any = Ay

Iz linearne algebre je poznata sljedeca teorema. Neka je n > 1 1 neka je A realna
kvadratna matrica oblika n x n. Pretpostavimo da je matrica A simetri¢na (a;; = aj). Neka
su A; njene svojstvene vrijednosti 1 neka su e; odgovarajuéi svojstveni vektori, Ae; = Aze;
(¢t =1,...,n). Tada vazi: Vi = 1,...,n A\; € R; s. v. su realni brojevi. Pored toga, za
svojstvene vektore ey, ..., e, € R” vazi: e; L e; za t # j; "ortogonalno na”; skalarni proizvod
= 0.

Nastavak prethodne teoreme: vektori ey, ..., e, ¢ine bazu prostora R".

(Al — A)v = 0) moze se svejedno pisati {

Sto se ti¢e naseg zadatka, on se lako rjesava na osnovu oznaka uvedenih u samoj njegovoj
postavci: baza e; = (—1,1), ex = (1,1), dati vektor v = (1,9), trazi se njegovo razlaganje
v = c1€1 + cae9, odnosno traze se ¢1 1 ¢,.
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Mi pisemo ¢;1(—1,1) 4 ¢2(1,1) = (1,9) = —c1+ca=1l,c1+ca=9 = ¢; =4, 2 = 5.

v = 4e; + e,

Izrada. Teorema o dovoljnim uslovima za konvergenciju niza z*+1) = Bz®) 4+¢: dovoljno
je dabude ||B|| < 1. U tom slu¢aju, z¥) konvergira ka rjesenju sistema z = Bz + c kad k — oo.
Da izracunamo ||B|«. U opstem slucaju ||B|lx = maxi<i<n (E?:l |sz|) U slucaju n = 2:
|B|loo = max{|bi1| + |b12|, |ba1| + |b22|}. U naem zadatku ||B|| = max{0,8;0,9} = 0,9.
Ispunjeno je || Bl < 1. Dokazali smo da niz z*) konvergira kad k — co.
Jos ostaje da se izracuna rjeSenje sistema x = Bz + ¢:

1 . 0,4 —0,4 . 1 + 0 1 — 0,41131 — 0,42112
- 0,7 —0,3 Lo 1 Lo = 0,7(131 - 0,2172 + 1

To

{ 0,621 + 0,4z = 0 —25z, =1 2 3
r1 = —— o = —

—0771131 + 1,21132 =1 101132 =6 5 5

Odgovor: X = (—%,g)

izbor pocetne aproksimacije z(°) ne utice na konvergenciju i na limes)
Izrada. Teorema o neophodnim i dovoljnim uslovima za konvergenciju niza z*+1) =
(

Bz 4 ¢ (metoda proste iteracije za rjesavanje sistema linearnih jednacina oblika z = Bz + ¢):
neophodno je i dovoljno da bude |A;(B)| < 1 za 1 < ¢ < n. Misli se: da bi niz konvergirao bez

obzira na izbor z(®) € R".
U nagem zadatku je n = 2. Da izracunamo A;(B) i A2(B). U opstem slucaju, to su rjeenja

jednacine det(A] — B) = 0. U nasem zadatku:

0,6 0.6 [ A-06 -06
0,6 —0.6 ] A= B = l —06 X+056 ]

B [
det(A\] — B) = A* — 0,36 — 0,36 = \*> — 0,72

det(Al—B) =0 = App=+./0,72

Ispunjeno je [A;1(B)| < 11i |As(B)| < 1. Dokazali smo da niz z(*) konvergira kad k — oo.

Jo§ ostaje da se izracuna rjeSenje sistema x = Bz + ¢:

L1 . 0,6 0,6 . L1 + 0 1 = 0,62111 + 0,62112
- —0,6 1 Lo = 076111 — 0,6:32 + 1

i) 0,6 o
074371 - 0,6$2 =0 1,4(61 =3 . E . E
0,6z, + 1,6z, =1 14z, =2 T 7 2T

15 10

Odgovor: X = (7,7).

gnjesto "metoda proste iteracije” takode se kaze i "metoda fiksne tacke”, engl. fixed point)

Jacobi.
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a1 + ... + a1p, = by

Dato je A = l _21 411 ], b= l é ] ili u opstim oznakama .
Ap1T1 + ...+ Qpny, = b,
a) Kako se konstruise Jakobijev iterativni proces (iterativni niz 2@ M) .)? Prvo, iz i—te
jednacine sistema treba izraziti x;, za ¢ = 1,...,n, ¢ime se dobija
1 = —(a12/a11)xs — ... — (@1n/a11)®n + b1 /an
. Co ili kao # = Bz + ¢ gdje je
Ty = —(An1/Ann)T1 — ... — (Cpm—1/0Gnn)Tn-1 + b/ Apn
Z1 0 —ajs/ay; ... —ai,/an bi/a1s
x = |, B= , ¢c= :
T, — 1/ O —Cn2) Q- - 0 by G

Zatim se elementi niza (uzastopne aproksimacije) racunaju redom po formuli: z*+!) =

Bz®) 4 ¢, k > 0. U nasem zadatku:
B 1/2
| 5/4

Uiy o=[n] o=l ]

xr = Bz + ¢, g+ — Bk +ec

$gk+1) | bir b iﬂgk) c1 :cng) = % (_w(zk) + 1)
e R e B e ) R QAR e

b) Kako glasi teorema o dovoljnim uslovima za konvergenciju J akobijeve metode? Ako je
matrica A dijagonalno dominantna onda iterativni niz z(®),z(1) ... konvergira ka rjeSenju
sistema Az = b, konvergira ka rjeSenju sistema z = Bz + c.

Sta znaci da je matrica A € R™*™ dijagonalno dominantna, po definiciji? To znaéi da za
svako i = 1,...,n vaii relacija |a;| > Y7 ;4 |ai|. Drukéije zapisano [ai| > |an| + ... +
laiic1] + |@iip1| + - -+ |ain]-

Data matrica A jeste dijagonalno dominantna, budué¢i da su relacije 2 > 114 > 1 ocito
tacne; u smislu |aq1| > |a12|, |ass| > |as].

¢) Elementi niza definisani su relacijom z**1) = Bz®) 4 ¢ za k= 0,1,.... Data je pocetna
aproksimacija z{®) = (1,1). Neposrednim racunom M = (0, 2). Na osnovu toga dobijamo
sljedeéu aproksimaciju z(?) = (—%,2). Sli¢no ® = (- £, 12). Na kraju A - 2.2).

Drukéije zapisano
0 ~0,25 —0,12 ~0,09
I @_| b @ | " @_| b
! l1,5] ! l 1,25 ] ! l 1,19 ] ! l 1,22 ]

Taéno rjefenje © = (—5, 5.

a) Jacobi, z*+1) = Bz®) 4 ¢

0 —1/8 —1/8 4/8
B=1|-2/5 0 —1/5]|, ec=13/5
—1/4 1/4 0 3/4
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b) Data matrica A je dijagonalno dominantna. Stvarno, istinite su relacije 8 > 2, 5 > 3,

4 > 2 u smislu |ag1| > |a1z| + |ais|, |asz| > |as1| + |ass|, |ass| > |asi| + |asz|.
Metoda skalarnog proizvoda primjenjuje se u slu¢aju simetrine matrice A.
etoda skalarnog proizvoda sluzi za dobijanje priblizne vrijednosti dominantne svojstvene

vrijednosti (sopstvene vrijednosti) matrice. Za svojstvenu vrijednost A matrice A kaze se da
je dominantna ako vazi relacija |[A| > |X|, gdje je X bilo koja druga svojstvena vrijednost te
matrice A € R™™ (n > 1).

Tokom rada numeric¢ke metode, konstruise se niz {pug}72; koji ima svojstvo limg_, o pr, = A
(pod odredenim uslovima). To je niz aproksimaci ja.

Kako se racunaju uzastopne aproksimacije p, € R? Prethodno, treba izabrati na proizvoljan
nacin poéetni vektor z(®) € R*, z(®) +£ (0,...,0). Proces ra¢unanja odvija se po formulama:

(2, 2(0)

(2@, 20" "

(:E(k)7m(k_1))
($(k_1)’ ZB(k_l))’ “ e

J

Kao numericki odgovor, kao priblizna vrijednost za A posluzice zadnji izra¢unati element niza

.
Skalarni proizvod u prostoru R": ako je = (z1,...,2,), y = (y1,...,Yn) onda je (z,y) =

STy = Ty F et TaYn-

U naSem zadatku je dato A = l _31 _21 ] Izaberimo z(®) = l é ] Realizacija algoritma:
3 3 10 35
(1) — — _ — (2) — = — =
T l 1 ] 1 1 3 =z l 5 ] fha 10 3,5

Odgovor: A =~ 3,5.

Dalje bi se racunalo:

35 450 125 5875
3 — - 7 (4) — _ 2o
rr = [ —-20 ] M3 = 125 3,6 ™ = [ _75 ] Ha = 1625 3,615

Taéno rjesenje iznosi A = 5’4'2—\/3 = 3,618 (dominantna s. v. matrice A).

Numericke metode / Numericka analiza
Primjeri kako bi mogao da izgleda kolokvijum

Primjer broj 1

1. Pojmovi greska i relativna greska pribliznog broja. Granice greske. Znacajna i sigurna
cifra.

2. Trazi se priblizna vrijednost broja 4/1,2. U tom cilju, napisite Maclaurinov polinom
drugog stepena ps(z) za funkciju y = /1 + = 1 izrac¢unajte p,(0,2).

3. Na osnovu prikazane tabele vrijednosti funkcije, napisati tabelu njenih konacénih razlika
prvog, drugog i treéeg reda Ay, A’y i Ady.
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0] =5
171
219
3| 25
41 59
9 | 105

4. Razmotrimo integral [} Inzdz. Izradunati njegovu pribliznu vrijednost primjenom os-
novne trapezne formule. Takode, izracunati i gresku numerickog odgovora, jednostavnim odu-
zimanjem tacne 1 priblizne vrijednosti. Pomocu digitrona In2 = 0,693. Treba rac¢unati na tri
decimale.

. . : . : : . . 1 2
5. Svojstvene vrijednosti (sopstvene vrijednosti) matrice. Data je matrica A = l ]

21

Naci njene svojstvene vrijednosti A; 1 As.
Primjer broj 2

1. Kako glasi osnovna trapezna formula 1 kako se izvodi njen izraz za gresku.
z| 0 |1]2
yl|—-1]1]3
jednacina za odredivanje koeficijenata odgovarajuéeg interpolacionog polinoma p(z). Rijesite
sistem jednacina i napisite kako glasi interpolacioni polinom.

3. Data je tabela vrijednosti funkcije y = 4/ 1 njenih konacnih razlika prvog i drugog reda
Ay i A’y:

L= v [ Ay | A% |

1 1 0,0488 | —0,0022
1,1 | 1,0488 | 0,0466
1,2 | 1,0954

Koristeéi kvadratni interpolacioni polinom u Newtonovom obliku, izvrsiti procjenu vrijed-
nosti 4/1,05.

4. Razmotrimo integral ff ln zdz. Izracunati njegovu pribliznu vrijednost primjenom os-
novne Simpsonove formule. Takode, izra¢unati i gresku numerickog odgovora, jednostavnim
oduzimanjem tacne i priblizne vrijednosti. Pomocu digitrona ln1,5 = 0,405, In2 = 0,693.
Treba racunati na tri decimale.

2. Razmotrimo sljedecu tabelu podataka

Napisite sistem linearnih

3 —
-2 6

5. Kondicija matrice (mjera uslovljenosti matrice). Dato je A = l ] Izracunajte

cond(A) po normi || * |-
Primjer broj 3

1. U glavnim crtama o Rungeovom pravilu za prakticnu ocjenu greske u slucaju trapezne
formule.

2. Aproksimirati log 3,5 posredstvom linearne interpolacije na osnovu podataka log3 =
0,4771, log 5 = 0,6990.

3. Neka je tacna vrijednost nekog broja & = 198 i neka raspolazemo sa pribliZznom vrijed-
nos¢éu z* = 200. Kolika je apsolutna greska date priblizne vrijednosti; kolika je njena relativna
greska?
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4. Neka je y(z) = 1/z i razmotrimo integral f; dm—“”. Treba izracunati njegovu pribliznu

vrijednost primjenom Newton—Cotesove kvadraturne formule sa n = 3. To znaé¢i da ima n
malih intervala, odnosno n+ 1 ¢évorova. Takode, treba izracunati 1 greSsku numeri¢kog odgovora,
jednostavnim oduzimanjem tacne 1 priblizne vrijednosti. Treba racunati na tri decimale.

2 3 4
5. Norma matrice. Izracunati ||Al|; 1 ||A||x, akoje A= | 5 6 7
10 0 -1

Primjer broj 4

1. Navedite osnovne pojmove koji se odnose na niz Lezandrovih polinoma {P,(z)}:2,

(Legendre).

z|1]2|4]6
Flolz 1232
vrijednost za f(3) primjenom kvadratne interpolacije, uzimajuéi u obzir tri najbliza ¢vora.
z| 0|1 2
y || 60 | 90 | 150
maciju oblika y = az + b (po metodi najmanjih kvadrata).

4. Polinomi Cebiseva {T.(z)}2,. Neka je To(z) = 1, Ti(z) = =, Thyi(z) = 22T,(z) —
Tn-1(z). Izvedite eksplicitne izraze za T,(z) kada je n = 2,3,4. Rijesite jednacinu T, (z) =
0 kada je » = 2,3,4. Time se uvjeravamo da sva rjeSenja razmatrane jednacine pripadaju
intervalu —1 < z < 1.

5. Norma vektora. Dat je vektor © = (=2, —3,6). Izrac¢unati ||z||1, ||#]2 1 ||| co-

2. Na osnovu raspolozivih podataka treba izrac¢unati pribliznu

3. Neka su o funkeiji y = y(z) dati podaci Naci najbolju aproksi-
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