DIGITALNA OBRADA SIGNALA -1V racunske
vjezbe
Zadatak 1.
Na ulaz sistema prikazanog na slici doveden je analogni signal:
xa(t) = sin(wait) + %sin(wagt) + 2cos(wqst + 03),

gdje je wq1 = 1007[1/s], waz = 1807[1/s], was = 2007[1/s] i 05 = 7 /4.

alt i

H(e’%) je funkcija prenosa idealnog filtra propusnika niskih ucestanosti sa
grani¢nom utestanotu wy = 3m/4 i faznom karakteristikom koja je jednaka nuli.

Odabiranje uw A/D konvertoru je izur§eno sa korakom T = 1/125[s].

a) Odrediti signal na izlazu yq(t).

b) Koliki korak odabiranja T bi trebalo uzeti pa da je yo(t) = xq(t)?

Rjesenje:

a) Prilikom crtanja spektra smo koristili ¢injenicu da je Fourier-ova trans-
formacija signala z(t) = Asin(wopt), sastavljena od dvije komponente na uces-
tanostima +wyq, a ¢ije su amplitude proporcionalne sa +£1/2A45. Na prethodnoj
slici je crtan spektar signala, apsolutna vrijednost Fourier-ove transformacije.
Uzeta je aproksimacija da je amplituda jednaka 1/2A. Spektar signala z,(t)
prije ulaza u A/D konvertor je dat na sledetem grafiku
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U A/D konvertoru je izvr§eno odabiranje signala sa periodom odabiranja
T = 1/125[s]. Odabiranjem kontinualnog signala z,(t) periodi¢no se produzava
njegov spektar sa periodom produzenja w, = 27/T. U nasem slucaju je w, =
27 /T = 2xw/(1/125) = 2507. Pa ¢e nakon odabiranja spektar biti:
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Na prethodnoj slici su isprekidanom linijom predstavljene komponente spektra
koje su dobijene periodi¢nim produzavanjem spektra analognog signala koji se
odabira i ¢iji je spektar predstavljen punom linijom.

Zamjenom w = w,T dobijaju se diskretne ucestanosti i odgovarajuca Fourier-
ova transformacija diskretnog signala od —7 do . Crta se samo jedna perioda
jer ¢e Fourier-ova transformacija diskretnog signala biti periodi¢na sa periodom
2.
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Obzirom da se signal z(n) dovodi na ulaz filtra propusnika niskih u¢estanosti
sa grani¢nom ucestanoséu w, = 37 /4 i funkcijom prenosa:

; 1, za |w| <3n/4
Jwy) ;
H@)_{mmxw>wm’



spektar signala koji se dobije na izlazu iz filtra ¢e imati komponente samo na
ucestanostima |w| < 37/4 = 0.757 ( jer je Y (e/¥) = H(e/*)X(e/?)). Dakle,
spektar signala y(n) dobijenog na izlazu iz filtra propusnika niskih ucestanosti
¢e biti kao na sledetoj slici.
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Na osnovu prethodne slike i signala x,(t) se zakljuc¢uje da ¢e se na izlazu
sistema pojaviti dvije sinusoidalne komponente i da ¢e signal y,(¢) biti oblika:

1 1
Ya(t) =2 cos(0.4*1257rt+7r/4)+§ sin(0.56x1257t) = 2 cos(507rt+7r/4)+§ sin(707t)

Dakle, ukoliko se uzme korak odabiranja T' = 1/125, neée biti moguée rekon-
struisati originalni signal na osnovu odbiraka signala y(n).

b) Prilikom izbora koraka odabiranja signala x,(t) potrebno je voditi ra¢una
da bude zadovoljena teorema o odabiranju. Po teoremi o odabiranju korak ko-
jim se moze izvrsiti odabiranje mora zadovoljavati uslov 71 < 1/(2fmas). Signal
x4 (t) se sastoji od tri sinusoide i na osnovu njegovog spektra se zaklju¢uje da
je maksimalna ucestanost wy,,, = 2007, odnosno korak odabiranja mora biti
T1 < 1/2fmaz = 1/200. Dakle, korak uzet u zadatku pod a) nije zadovoljavao
teoremu o odabiranju, $to objasnjava preklapanje komponenti periodi¢no pro-
duzenog spektra signala dobijenog odabiranjem kontinualnog. Ukoliko se uzme
korak odabiranja T; koji zadovoljava teormu o odabiranju, najveta ucestanost
na kojoj ¢e se pojavljivati korisna komponenta spektra signala dobijenog odabi-
ranjem ¢e biti w = 2007 * T7. Ukoliko zelimo da se i ova komponenta pojavi na
izlazu iz filtra propusnika niskih uc¢estanosti mora biti w = 2007 +T; < 37/4. Za-
klju¢ujemo da je najveéi korak kojim se moze izvrsiti odabiranje 77 = 3/800[s].

Zadatak 2.

Odrediti diskretnu Fourier-ovu transformaciju signala:



xz(n) =4d(n) —36(n—1) — 26(n — 2)

Ratunajuéi za a) N =61 b) N =12.

Rjesenje:

Signal je ogranicen po vremenu na N; = 3 (broj ¢lanova razli¢itih od nule)
pa je najmanja vrijednost za koju se moze racunati diskretna Fourier-ova trans-
formacija (DFT) jednaka 3. N = 6 zadovoljava ovaj uslov.

DFT signala x(n) se oznacava sa X (k) i jednaka je:

N—-1
X(k) = Z 2(n)e T zak=0,..,N -1

n=0

5
X(k) =" [6(n) —36(n—1) — 26(n — 2)] e V¥ za k =0,....5
n=0

X(k) = e TFO0k _ 3 Ik _ 9e—d %2k
X(k)=1-3e95% 27752 23k =0,..,5

Nakon zamjene odgovaraju¢ih vrijednosti za k, pojedine komponente DFT ¢e
biti:

X(0) = -4
X(1) = 05-;25V3
X(2) = 35+;05V3
X(3) = 2
X(4) = 35-;05V3
X(5) = 05+;25V3

Zakljutujemo da ¢e za komponente DFT realnog signala vaziti pravilo X (k) =
X*(N —-k),zak=1,..,N/2—-1.
b) N =12
12
227
X(k) =Y _[6(n) = 36(n— 1) — 20(n — 2)] e 733", za k = 0,..., 11

n=0

X (k) =e Ik _ 3¢ dTElk _ 9o—iT52k

X(k)=1-3e98% —2e7952%% za k=0,...,11
Uporedujué¢i DFT dobijenu za N = 6 i N = 12, zaklju¢ujemo da vazi
Xe(k) = X12(2k), za k =0, ..., 5, odnosno da se povetavanjem vrijednosti za N
vremenski ograni¢enog signala, dobija gusta raspodjela DFT.



Zadatak 3.
a) Odrediti DF'T signala x(n) :
z(n) =u(n) — 2u(n — 2) + 2u(n —4) — u(n — 5)
b) Koji uslov treba da ispuni signal da bi njegova DF'T bila realna?

Rjesenje:
a) Signal x(n) je prikazan na donjoj slici.

A x(n)
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Kako broj odbiraka za koji se racuna DFT mora biti veci ili jednak broju
nenultih odbiraka signala mi uzimamo N = 5, dakle ta¢no broj nenultih odbi-
raka $to je ujedno i najmanja vrijednost za N koju smo mogli uzeti:

6k

X(k) = Y a(n)eFrk =14 eI Fh eI Fh _ IR 4 o IFR =

_jE=10)m n i (87510)”

;27
=

g2 _jAm jAm
k:1—|—e 75 — e 775 —6-75 —|—e]o =

= 14 2cos(27k/5) — 2 cos(4k/5)

DFT signala je realna pa zakljutujemo da je b) DFT signala x(n) realna
ukoliko vaze sledece jednakosti:

z(1) (N —-1)
z(2) = x(N-2)
z(n) = x(N—mn)



Zadatak 4.

x(n) je periodican sa periodom Ny = 4, realan, signal. Poznati su odbirci DFT
X(0) =3, X(1) =4, X(2) = =1 za N = 4. Odrediti odbirke DFT X (k) za
N =12, za svako k.

Rjesenje:

U ovom zadatku nam nisu dati odbirci signala po vremenu, ve¢ njegova
nepotpuna DFT. Na osnovu ZADATKA 1 i podatka da je u pitanju realan
signal, zakljuéujemo da ¢e vaziti da je X (k) = X*(N — k) za k = 1.5, pa
dobijamo komponentu X (3) koja je nedostajala da bi DFT datog &gnala za
N =4 bila u potpunosti definisana. Naime, X (3) = X*(1) = —j.

Da bi se dobila DFT signala za N = 12 potrebno je izvesti vezu sa DFT za
N = 4. Podimo od definicije za DFT za N =12:

11
Xia(k) = Zx(n)e‘j%"k, zak=0,..11
n=0
Sa druge strane, za N = 4 vazi:

4
X4(k) = Zw(n)efj%ﬂ”k, zak=0,..3
n=0
Da bi povezali DFT za N =41 N = 12 pisemo:

11 3 11
XIQ(k) - Zw(n)e_j%nk = Z _j 12 5 nk + Z _j 12 5nk + Zx(n)e_jzl_gnk —
n=0 n=0 n=8
3 , 3 3
= Z x(n)e_h_g"’f + Z (n+4)e 7T (n+4)k | Z z(n+ 8)e (n+8)
n=0 n=0 n=0

Signal je periodi¢an sa periodom Ny = 4, pa vazi x(n) = z(n+4) = z(n+38).
Prethodna jednakost se sada moze pisati kao:

Xia(k) = (1)

27

= Z [m(n)e_jzl_g"k +x(n+ 4)e_j21_g"ke_j%4k +xz(n+ 8)e_j21_g"ke_jﬁ8k} 2)
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= Zm(n) [l—ﬁ—e_j%”k—&-e i 2k} iggnk

14 e 3%k 4 g—i%2k je suma prva tri ¢lana geometrijskog reda i jednaka je:

-k —j2E2k 1= (e7d%Hk)3 1 — ik
1l4+e73F 4775 = ;T —1_6 TR =
I —imk eimk _ g=imk _jmk sintk
T i HF g% _iF O sin(nk/3)
- sinwk/7k :{ 3,za k = 3ky
sin(mk/3)/(wk/3) 0,za k # 3ky



Sada se (1) moZze pisati kao:

3
Zx(n)?)e_j%"k za k = 3k;

n=0

X12(k) =

b

0zak 7& 3]{)1
odnosno uvrstavaju¢i k = 3k; dobijamo:

3 3
X12(k) = Z :E(n)?)e_jzl_g"%l = Zw(n)?)e_jzfnkl = 3X4(k1), za k = 3k,

n=0 n=0

Dakle: k)
| 3X4u(k1) za k = 3k
Xrz(k) _{ 0,7a k # 3k

Imajuéi prethodnu relaciju u vidu, vrijednosti za sve komponente DFT X5 (k)
su: X12(0) = 3X4(0) =9, X12(1) = X12(2) =0, X12(3) = X12(3>k 1) =
3X4(1) = 3j, X12(4) = X12(5) = 0, X12(6) = X12<3*2) = 3X4(2)
—3, X12(7) = X12(8) = 0, X12(9) = X12(3 * 3) = 3X4(3) = —3j, X12(10) =
X12(11) =0.



