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REZIME:

U tezi su predstavljeni novi algoritmi za rekonstrukciju rijetkih signala. PredloZeni algoritmi
spadaju u grupu gradijentnih algoritama koji rekonstrukciju vrSe u vremenskom domenu.
Potencijalna primjena algoritama ne zavisi od domena rijetkosti signala. IzvrSena je
detaljna analiza algoritma, i objasnjen nacin rada. PredloZene su 1 hardverska i softverske
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gradijentnih algoritama sa drugim nacinima rekonstrukcije, ¢ime bivaju iskoris¢ene prednosti
kombinovanih metoda, a sve u cilju brze rekonstrukcije. Gradijent mjere koris¢en u samom
postupku rekonstrukcije je iskori$éen i za detekciju odbiraka signala koji su zahvaéeni Sumom.
Predlozena metoda za detekciju odbiraka zahvacenih Sumom, i njena iterativna varijanta, su
detaljno objaSnjeni i prezentovani kroz primjere, a za slucaj jednog nedostajueg odbirka je
izvedena i egzaktna formula koja obja$njava nacin rada predloZenog metoda. Siroki spektar
potencijalnih aplikacija se ogleda u primjerima primjene gradijentnih algoritama. Pokazana je
mogucénost rekonstrukcije fotografija sa digitalnih kamera, koje kao jedan od vidova signala koji
je najrasprostranjeniji u informaciono komunikacionim tehnologijama, daju posebnu potvrdu
aktuelnosti 1 mogucoj primjeni. Pokazano je da su algoritmi vrlo efikasni 1 u rekonstrukciji
medicinskih signala kakvi su rendgen i elektrokardiogram (ECG). Sem pomenutih gradijentnih
algoritama, u radu je dat i doprinos u pogledu teorije kompresivnog odabiranja, u vidu
egzaktne formule za energiju greske u rekonstruisanim koeficijentima nerijetkih signalu, a pod
pretpostavkom rijetkosti. Dobijeni teorijski rezultati su statisticki potvrdeni.
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ABSTRACT:

New algorithms for reconstruction of sparse signals are presented in the thesis. Proposed
algorithms belongs to group of gradient algorithms which reconstruct signal in time domain.
The potential application of the algorithms does not depend on the domain of signal sparsity.
A detailed analysis of the algorithm was performed, and principle of work was explained.
Both, hardware and software implementation of the algorithms are presented. The hardware
implementation provides the ability to perform time-consuming operations in parallel, making
the execution time of the algorithm independent from the number of missing samples. The
proposed software implementations are reflected in the combination of gradient algorithms
with other reconstruction algorithms. In this way, advantage of the combined methods are
used in order to perform faster reconstruction. The gradient of the measure used in the
reconstruction process itself was also used to detect the signal samples affected by the noise.
The proposed method for the detection of noisy samples, together with its iterative variant, are
explained in detail and presented through examples. In the case case of one missing sample,
an exact formula that explains how the proposed method works is derived. A wide range of
potential applications is demonstrated through examples of gradient algorithm applications.
The possibility of reconstruction of photographs from digital cameras is shown, which, as one
of the types of signal that is the most widespread in modern communication technologies,
give a special confirmation of the topicality and possible applications. It has been shown
that algorithms are very efficient in the reconstruction of medical signals such as X-rays and
electrocardiogram (ECG). The paper also contributes to the theory of compressive sensing, in
the form of an exact formula for the error energy in a reconstructed coefficients of non-sparse
signal under sparsity assumption. The obtained theoretical results are statistically confirmed.
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Izvod iz teze

U tezi su obradeni gradijentni algoritmi (GA) za rekonstrukciju rijetkih signala. Cilj teze
je analiza, implementacije i moguénosti primjene pomenutih algoritama.

U prvom poglavlju je dat pregled osnovnih teorijskih koncepata koji se koriste u ostatku
rada. Definisani su kontinualni 1 diskretni signali, transformacioni domeni koji su najvise
koriS¢eni: diskretni Furijeov (DFT) i kosinusni domen (DCT), a nakon toga dat pregled
osnovnih pojmova i definicija u oblasti kompresivnog odabiranja (CS). Dat je i pregled osnovnih
rekonstrukcionih algoritama koji se dominantno koriste u istraZzivanjima. Takode, predstavljeni
su novi naucni rezultati koji se ticu greske rekonstrukcije nerijetkih signala sa pretpostavkom
rijetkosti.

U drugom poglavlju je predstavljena osnovna ideja ovih algoritama, za jednodimenzione
signale i DFT kao domen rijetkosti. Detaljno je prikazan nain rada ovih algoritama, sa
odgovaraju¢im skicama. Analiziran je glavni parametar algoritma A, a njegov uticaj na tacnost
rekonstrukcije je izveden za slu¢aj jednog nedostajuceg odbirka. Takode, statistiCki je sagledana
mogucnosti primjene GA u rekonstrukciji jednodimenzionih signala rijetkih u DFT domenu. Na
kraju, performanse predstavljenog algoritma su uporedene sa dva Cesto koriS¢ena algoritma u
CS: ISTA i ¢1-magic.

Trece poglavlje se bavi implementacijama GA. Mogucnost implementacije je sagledana
iz dva ugla: hardverskog i softverskog. Predstavljena je hardverska Sema za efikasnu
implementaciju GA. Najveci nedostatak GA je uspjesno prevaziden upotrebom vise hardverskih
komponenti, ¢ime predloZena Sema omogucava implementaciju u kojoj vrijeme izvrSenja
rekonstrukcije ne zavisi od broja odbiraka koji se rekonstruiSu. Takode, predstavljene su
dvije softverske implementacije GA. Prva predstavlja kombinaciju GA 1 algoritma koji vrsi
rekonstrukciju u jednom koraku, a druga kombinaciju GA i algoritma za rekonstrukciju signala
rijetkih u hermitskom domenu.

Potencijalne primjene GA su analizirane u Cetvrtom poglavlju. Pokazana je uspje$na
primjene GA u rekonstrukciji slika, kao i biomedicinskih signala: rendgen snimaka i ECG
signala. Najveci dio ovog poglavlja posvecen je primjeni GA u detekciji i rekonstrukciji
impulsnog Suma. Predstavljen je metod za detekciju Suma u odbircima signala za slucaj kada
robustne tehnike detekcije ne daju zadovoljavajuce rezultate. Odradena je 1 analiza za slucaj

Gausovog Suma u odbircima signala. Osnovni rezultati teze su sumirani u zakljucku.



Thesis overview

Analysis, implementation and application of gradient based algorithms (GA) for
reconstruction od sparse signals is considered in the thesis.

The first chapter provides an overview of the basic theoretical concepts used in the rest of
the paper. Continuous and discrete signals are defined, also and used transformation domains:
discrete Fourier (DFT) and cosine (DCT) domain. An overview of basic terms and definitions
in compressive sensing(CS) is given next. An overview of the reconstruction algorithms that are
commonly used in research is also given. Also, new scientific results concerning the error energy
in a reconstructed coefficients of non-sparse signal under sparsity assumption is presented.

The second chapter presents the basic idea of these algorithms, for one-dimensional signals
and DFT as a sparsity domain. Principle of work has been explained and illustrated. The
main parameter of the algorithm A was analyzed, and its influence on the accuracy of the
reconstruction was derived in case of one missing sample. The possibilities of GA application
in the reconstruction of one-dimensional signals which are sparse in the DFT domain were
statistically considered. Finally, the performance of the presented algorithm was compared with
two commonly used algorithms in CS: ISTA and ¢;-magic.

The third chapter deals with GA implementations. Hardware and software
implementations are considered. A hardware scheme for efficient GA implementation is
presented. The biggest drawback of GA, as an iterative algorithm, has been successfully
overcome by use of multiple hardware components. In this way, the execution time of the
reconstruction does not depend on the number of samples to be reconstructed. Also, two GA
software implementations were presented. The first is a combination of GA and a one-step
reconstruction algorithm, and the second is a combination of GA and a signal reconstruction
algorithm for signals which are sparse in hermite domain.

Potential applications of GA are analyzed in chapter Four. Successful applications of GA
in image reconstruction have been demonstrated, as well as biomedical signals: X-rays and
electrocardiogram (ECG) signals. Most of this chapter is devoted to the application of GA in
the detection and reconstruction of impulse noise. A method for impulse noise detection in
signal samples for the case when robust detection techniques do not give satisfactory results is
presented. An analysis for the case of Gaussian noise in signal samples was also performed.

The main results of the thesis are summarized in the conclusion.



DOS
CS
DCT
DFT
HT
FPGA
GA
ISTA
LASSO
FT
FFT
MAE
MSE
MP
OMP
RIP
SIRA

SNR
SRR

Popis akronima

Digitalna Obrada Signala;

Compressive Sensing (kompresivno odabiranje);

Discrete Cosine Transform (diskretna kosinusna transformacija);
Diskretna Furijeova Transformacija;

Hermitska Transformacija;

Field Programmable Gate Array;

Gradijentni Algoritam;

Iterative Shrinkage Thresholding Algorithm;

Least Absolute Selection and Shrinking Operator;

Furijeova Transformacija;

Fast Fourier Transformation (brza Furijeova transformacija);
Mean Absolute Error (srednja apsolutna greska);

Mean Squared Error (srednja kvadratna greska);

Matching Pursuit;

Orthogonal Matching Pursuit;

Restricted Isometry Property (svojstvo ogranicene izometrije);
Single Iteration Reconstruction Algorithm (algoritam koji rekonstrukciju
vr$i u jednom koraku);

Signal To Noise Ratio (odnos signal-Sum);

Signal To Reconstruction error Ratio (odnos signal-greska rekonstrukcije);
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Podaci koji opisuju neki predmet, dogadaj, deSavanje itd. se nazivaju informacije. Jedna
od potreba savremenog Zivota jeste efikasan prenos informacija sa jednog mjesta na drugo.
Da bismo informacije mogli prenositi moramo ih najprije zapisati pomocu odgovarajuceg niza
simbola, a nakon toga taj niz simbola fizi¢ki prenijeti sa jednog mjesta na drugo. Taj fizicki
proces zaduZen za prenos naziva se signal.

Signali mogu biti analogni i digitalni. Nauc¢na oblast koja se bavi analizom i obradom
digitalnih signala se naziva digitalna obrada signala (DOS). Ubrzani razvoj mo¢nih hardverskih
komponenti i raCunara, omogucen izumom tranzistora u Belovoj laboratoriji 1947. godine,
svrstava digitalnu obradu signala u red izuzetno popularnih i istraZivanih nau¢nih oblasti XX
i XXI vijeka. Savremeni racunari, zajedno sa periferijama, omogucéavaju vrlo jednostavnu
akviziciju, analizu i obradu digitalnih signala. Sve pomenute procedure je moguée obavljati
upotrebom modernih i dobro razvijenih inZenjerskih softverskih alata. Zbog svega navedenog,
digitalna obrada signala je na$la Siroku primjenu u nizu prakti¢nih aplikacija iz raznih oblasti:
informacione tehnologije, multimedijalni sistemi - audio i video signali, radarski, sonarski i
seizmicCki sistemi, telekomunikacije, medicina itd.

Da bismo uopste govorili o DOS, potrebno je prvo neki analogni signal (kontinualan
i u vremenu i u amplitudi) pretvoriti u digitalni. Fundamentalna matemati¢ka relacija
koja povezuje analogne i diskretne (u vremenu), a samim tim i digitalne (diskretne i
u vremenu i u amplitudi/vrijednosti) signale je teorema o odabiranju. Ova teorema je
otkrivena nezavisno od strane viSe nauCnika, pa se tako ona joS i naziva Koteljnikova
teorema ili Nikvist-Senon-Koteljnikova teorema. Ova teorema dokazuje da je analogne signale
moguce jednoznacno rekonstruisati koristeéi vrijednosti uzete u tatno odredenim vremenskim
trenucima. Uslov koji je potrebno zadovoljiti je da frekvencija uzimanja odbiraka mora biti dva
puta veca od maksimalne frekvencije u spektru posmatranog signala. Zadovoljenje ove teoreme
je dugo godina smatrano neophodnih uslovom za primjenu tehnika razvijenih u DOS.

Nova nau¢na oblast nazvana kompresivho odabiranje (CS - Compressed
sensing/Compressive sensing), €iji poceci se vezu za [l, 2] pravi zaokret u pristupu, i
pruza ogroman spektar novih moguénosti kada je DOS u pitanju. U prethodno pomenutim
pionirskim radovima u ovoj oblasti, a koristeCi znanja 1 matematicke tehnike otkrivene

godinama ranije, pokazano je da se rekonstrukcija signala moZe izvrSiti iz mnogo manjeg
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broja odbiraka/mjerenja nego $to je slucaj kod teoreme o odabiranju. Uproséeno receno,
potrebno je da signal bude rijedak (da ima mali broj nenultih koeficijenata u odnosu na ukupan
broj koeficijenata) u odredenom transformacionom domenu da bi ga mogli jednoznacno
rekonstruisati. lako na prvi pogled djeluje da je uslov previSe restriktivan 1 da suZava primjenu
ove oblasti u realnih aplikacijama, pokazalo se da veliki broj prakti¢nih signala zadovoljava
ovaj uslov u nekom od transformacionih domena. Imajuci u vidu da je smanjivanje potrebnog
broja odbiraka/mjerenja direktno proporcionalno potrebnom vremenu ekspozicije kao 1
sloZenosti potrebnog hardvera, to su metode razvijane u oblasti CS nasle Siroku primjenu u
oblastima kakve su MRI, kamere visokih rezolucija, informacione tehnologije itd.

Postoje dva glavna pravca istraZzivanja u okviru oblasti CS. Prvi je proces dobijanja
mjerenja iz kojih je kasnije moguce rekonstruisati originalni signal. Iako je pokazano da
slucajne mjerne matrice (matrice koje se koriste za dobijanje mjerenja) daju solidne rezultate,
ipak su razvijeni mnogi algoritmi Ciji je cilj konstrukcija izuzetno efikasnih mjernih matrica za
razne klase signala. Drugi pravac, kojim se ova teza dominantno bavi, je proces rekonstrukcije
originalnog signala iz dostupnih mjerenja. Postoji niz klasa rekonstrukcionih algoritama cija
je priroda rada potpuno razli¢ita. Tako postoje algoritmi koji vrSe direktnu pretragu, pohlepni
(greedy) algoritmi, konveksni algoritmi, algoritmi bazirani na statistici. Ova doktorska teza se
bavi gradijentnim algoritmima koji rekonstrukciju vrSe u vremenskom (akvizicionim) domenu,
koristeci svojstvo rijetkosti u transformacionom domenu. Kako ovi algoritmi koriste /{-normu
za rekonstrukciju, to th moZemo svrstati u grupu konveksnih optimizacionih algoritama.

U prvoj glavi je napravljen detaljni uvod - od analognih signala, preko digitalnih signala
do oblasti kompresivnog odabiranja. Takode dat je i pregled osnovnih matematickih oblasti koje
su koriS¢ene u ostatku rada: transformacioni domeni, diskretna Furijeova transformacija (DFT),
diskretna kosinusna transformacija (DCT - discrete cosine transform), mjere koncentracije
itd. Nakon uvodenja i definisanja problematike CS, dat je pregled osnovnih pojmova iz
ove oblasti kao $to su: svojstvo ograniCene izometrije (RIP - restricted isometry property),
indeks koherentnosti itd. Takode analizirane su greSke rekonstrukcije signala koji su samo
aproksimativno rijetki, pod pretpostavkom rijetkosti.

Druga glava se bavi analizom gradijentnih algoritma (GA). Dat je pregled od osnovne
ideje do finalne realizacije jedne njegove verzije, za oblast 1D signala i DFT kao domena
rijetkosti. Analiziran je parametar A i objasnjena njegova uloga u samom algoritmu. Takode
kroz primjere je prikazana efikasnost GA, a izvrSeno je detaljno poredenje performansi (brzine
i tacnosti rekonstrukcije) ovog algoritma sa nekim opste koriS¢enim algoritmima.

TreCa glava se bavi implementacijom gradijentnih algoritama. Prikazane su efikasne
softverske realizacije u vidu kombinovanja gradijentnih algoritma i svih njegovih prednosti sa
algoritmima za brzu rekonstrukciju u jednom koraku. Dat je i predlog za hardversku realizaciju
GA, koji otvara prostor za potencijalnu upotrebu savremenih raCunara i grafickih kartica sa vise
jezgara za implementaciju analiziranih algoritama.

Cetvrta glava se bavi primjenom gradijentnih algoritama. Prikazane se moguénosti
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rekonstrukcije jednodimenzionih signala u DFT domenu, kao i dvodimenzionih signala - slika
u DCT domenu. Gradijent mjere koriS¢en u GA je iskoriSéen za detekciju odbiraka signala
zahvacenih impulsnim Sumom. Efikasna verzija za iterativnu detekciju i otklanjanje Suma je
takode predstavljena.

Ideje i analize predstavljene u ovoj tezi su potvrdene brojnim numeri¢kim primjerima.



Glava 1

Od analognih signala do
kompresivhnog odabiranja

U ovoj glavi ¢e biti predstavljene teorijske osnove i uvedeni matematicki pojmovi i
definicije koje ¢e se dominantno koristiti u radu. Na samom pocetku ¢e biti definisani
analogni (kontinualni i u vremenu i u amplitudi) signali, a nakon toga bi¢e uveden pojam
diskretnih signala. Bi¢e definisane osnovne transformacije koje se koriste u DOS, kao 1 mjere
koncentracije ¢ija upotreba je od velikog znaCaja za same gradijentne algoritme obradivane
u ovoj doktorskoj tezi. Nakon definisanja osnovnih pojmova DOS [3-5], formalno je uveden
pojam kompresivnog odabiranja, zajedno sa znacajnim prate¢im matematickim formulacijama
kao Sto su: rijetkost signala, svojstvo ograni¢ene izometrije, indeks koherencije matrice,
Welch-ova donja granica itd. Nakon definisanja rekonstrukcionog problema, dat je pregled
klasa rekonstrukcionih algoritama i opsti nacin rjeSavanja problema rekonstrukcije. U ovoj
glavi je takode predstavljen jedan od naucnih doprinosa ove teze, a to je analiza greske
rekonstrukcije signala koji su aproksimativno rijetki i nerijetki u uslovima Suma. Rekonstrukcija
je vrSena u DFT domenu. Data je ta¢na formula koja povezuje ocekivanu energiju greske u
rekonstruisanim koeficijentima, energiju preostalih koeficijenata nerijetkog signala i energiju
Suma u mjerenjima. Naucni doprinos ove relacije je verifikovan publikovanjem rada u

medunarodnom casopisu [6].

1.1 Signali

U kolokvijalnom govoru se Cesto ne pravi razlika izmedu signala i informacije. Ipak valja
napomenuti da je informacija ono od interese, tj. ono $to Zelimo da sacuvamo ili prenesemo,
a signal je fizicki proces zaduzen za skladiStenje, obradu i prenos informacija. U zavisnosti od
prirode signala i informacije koja je sadrzana u njemu, imamo slucajeve kada je informaciju
lakSe ili teZe izvuci iz signala. Nekada i nije moguce izvuci informaciju iz signala koristeci
poznate metode, iako znamo da je ona ugradena u signal. Primjer gdje je informaciju lako izvuci

iz signala je amplitudski modulisani radio signal, dok je prepoznavanje govora (koje mozemo
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sresti na pametnim telefonima npr.), situacija gdje je mnogo teze izvuci informaciju iz signala
(govora). Mnoga aktuelna naucna istrazivanja u oblasti DOS bave se izvlacenjem informacija

iz signala u kojima su sadrZane.

1.1.1 Kontinualni signali

Mnogi signali su po svojoj prirodi kontinualni u vremenu. Prosto receno, za neki
signal kaZzemo da je kontinualan u vremenu ako za posmatrani opseg vremena u kojem
je difinisan, moZemo svakom vremenskom trenutku pridruZiti vrijednost signala. Za slucaj
kada su vrijednosti signala realni ili kompleksni brojevi, imamo realne i kompleksne signale,
respektivno. Formalno, kontinualni signal se matematicki moze predstaviti kao funkcija koja
preslikava skup realnih brojeva R na skup kompleksnih brojeva C: x : R — C, odnosno
x : t — x(t). Ukoliko se skup realnih brojeva preslikava na skup realnih a ne kompleksnih
brojeva, u tom slu€aju govorimo o realnim signalima [3, 7]. Signali kontinualni 1 u vremenu
1 u amplitudi se joS nazivaju i analognim signalima. Postoji niz drugih definicija, koje moZzemo

koristiti da dodatno opiSemo signal, a ovdje ¢emo pomenuti samo najznacajnije:

* Za signal x(¢) kazemo da je ograniCenog trajanja ako je

x(t)=0, za x¢]a,b]

Amplituda signala x(r) je

Magnituda (maksimalna apsolutna vrijednost) signala x(z) se definise kao

M, = max |x(t)|

* Trenutnu snagu signala definiSemo kao

* Energija signala je definisana integralom

[e)

Ex:/\xz(t)}dt

—o00

Vrijedi pomenuti da u zavisnosti od vrijednosti snage i energije postoje signali konacne energije
1 signali konacne snage.
Svaka obrada signala x(¢) koja za cilj ima dobijanje informacija se naziva analiza signala u

vremenskom domenu. Za razliku od vremenske analize, signale moZemo analizirati i u nekom

5
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x(t) X(N)=X(t) =naeAt

| T\*’—r—m I 1 { Lt

- ! n

A

~

Slika 1.1: Diskretizacija signala. Kontinualni signal je prikazan lijevo, dok je diskretni signal dobijen
njegovim odabiranjem prikazan desno.

od transformacionih domena. Rekli smo da je nekada vrlo lako dobiti informaciju posmatrajuci
vremenski oblik signala. Ukoliko posmatramo signal koji opisuje promjenu brzine automobila
u vremenu, sama vrijednost ovog signala nam daje informaciju o brzini automobila, dok
posmatranjem vremenskih oblika analognih televizijskih signala ne moZzemo zakljuciti kakva
bi slika bila prikazana na televizoru ili nekom drugom uredaju za reprodukciju u odredenom

trenutku.

1.1.2 Diskretni signali

Diskretni signal se modelira funkcijom koja skup cijelih brojeva Z preslikava na skup
kompleksnih brojeva C: x : Z — C, odnosno x : n — x(n) [3,7]. UoCavamo da su diskretni
signali definisani na prebrojivim skupovima. Kada je kodomen konacan skup, tada govorimo o
diskretnim signalima. Pojmovi diskretni 1 digitalni, takode ¢esto bivaju pogreSno interpretirani
u svakodnevnoj upotrebi, jer da bi diskretni signal preveli u digitalni potrebno je da i
vrijednosti/amplitude signala budu iz kona¢nog skupa vrijednosti.

Kao $to su mnogi signali kontinualni po svojoj prirodi, tako postoje i signali koji su izvorno
diskretni. Bruto domaci proizvod (eng. GDP) neke zemlje je vrijednost koja je pokazatelj
vrijednosti dobara i usluga proizvedenih u nekoj zemlji u toku jedne godine. Samim tim S$to
se ovom veli¢inom izrazava neka osobina na godiSnjem nivou, prirodno je da ovaj signal
bude diskretan, jer je redni broj godine u ovom slu¢aju nezavisna promjenljiva. Ipak, diskretni
signali se u velikom broju slucajeva dobijaju odabiranjem analognih signala, slika 1.1. Pod
odabiranjem se podrazumijeva uzimanje vrijednosti analognog signala u tacno odredenim

trenucima vremena:
x(n) :x(l)\t:nAtAt~ (1.1)

Po analogiji sa kontinualnim signalima, i1 za diskretne signale moZemo uvesti odredene

definicije:

» Za diskretni signal kazemo da je sa ograniCenog trajanja ako je x(n) # 0 samo na

kona¢nom skupu indeksa 7.
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Amplituda diskretnog signala x(n) je

Magnituda (maksimalna apsolutna vrijednost) signala x(n) se definise kao

M, = max |x(n)|

* Trenutnu snagu signala definiSemo kao

Najznacajnija prednost diskretnih u odnosu na analogne signale jeste da se oni
predstavljaju konacnim skupom vrijednosti, pa ih je kao takve moguce analizirati na
mikroprocesorima ili specijalizovanim hardverima namijenjenim obradi signala. Time je
njihova obrada svedena na pisanje koda koji se izvrSava na pomenutim hardverskih
komponentama. Sa druge strane, za obradu analognih signala se koriste sistemi sastavljeni od
fizickih elemenata (otpornici, kondenzatori, kalemi, tranzistori ...), pa ih je, imajuéi u vidu
sloZenost dizajniranja ovih kola u odnosu na pisanje koda, neuporedivo teZe analizirati.

Da bi se potpuno objasnila veza kontinualnih i diskretnih signala potrebno je uvesti pojam
Furijeove transformacije, o kojoj ¢e vise rijeci biti u nastavku. Ona povezuje signal x(z) sa

njegovom Furijeovom transformacijom X (j@,) na slede¢i nacin:

X(@) = / x(t)e 1 dy

17 .
X(r) =5 / X(@)e/®do,

gdje je o frekvencija izraZena u [rad/s], pri Cemu vazi da je @ = 2xf, gdje je f frekvencija
izraZena u [Hz]. Za signal x(¢) kaZzemo da je ograni¢enog opsega sa maksimalnom frekvencijom
@, ako je X(w) = 0 za svako ® > m,,. Na slici 1.2 je prikazana ilustracija ograni¢enog
Furijeovog spektra nekog signala.

Svaki signal ogranic¢enog spektra koji se odabere tako da je frekvencija odabiranja f, veca

od dvostruke maksimalne frekvencije u Furijeovom domenu, tj. f, > 2f,, (At < w/wy,), mozZe
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A
X(w)

\

Slika 1.2: Furijeova transformacija signala ograni¢enog spektra.

se jedinstveno rekonstruisati iz odbiraka koriste¢i relaciju

> sin (% (t — nA
x(t) = n;wx(nAt) AéA(tt(t— nAt)t))

Prethodno navedena relacija poznata je kao Nikvist-Senonova teorema, ili teorema o odabiranju.
Interesantno je da je ova teorema otkrivena nezavisno od strane vise istrazivaca, ve¢ navedenih
Herija Nikvista (1889-1976) 1 Kloda Senona (1916-2001), ali i Edmunda T. Vitekera
(1873-1956) 1 Vladimira Aleksandrovic¢a Koteljnjikova (1908-2005). Upravo zbog toga se ova

teorema nekada naziva i Koteljnikova teorema, ili Nikvist-genon-Koteljnikova teorema.

1.2 Transformacioni domeni

Cesti su slu¢ajevi kada je informacija koju nosi signal sadrzana u njemu tako da
posmatranjem vremenskog domena nije moguée doci do nje. U tim slucajevima, signali se
posebnim transformacijama, najceSce linearnim, prevode u druge domene, koje nazivamo
transformacionim, i u njima analiziraju. Postoje Cak i transformacije, koje jednodimenzione
prevode u dvodimenzione signale. Jedna od oblasti DOS koja se oslanja na ovaj tip
transformacija je vremensko-frekvencijska analiza signala. U nastavku ¢e biti analizirane dvije
Cesto koriS¢ene transformacije: Furijeova i kosinusna. Akcenat ¢e biti na diskretnim verzijama

ovih transformacija, imajuci u vidu njihovu primjenu u nastavku ove disertacije.

1.2.1 Diskretna Furijeova transformacija - DFT

Fundamentalna transformacija u DOS je diskretna Furijeova transformacija (DFT).
Da bismo dosli do definicije i osobina pomenute transformacije krenu¢emo od Furijeove
transformacije, zatim uvesti pojam Furijeove transformacije diskretnih signala i na kraju

definisati i opisati diskretnu Furijeovu transformaciju i njene osobine.
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x(t)
| X (w)]

L]

t w

Slika 1.3: Signal u vremenskom (lijevo) i frekvencijskom (desno) domenu

Furijeova transformacija (kontinualnih signala) se definiSe kao
X(@) = [ x(0e s
MnoZenjem obije strane relacije sa ¢/®7 i integraljenjem po ®, dobijamo

/ X(@)e/ de = / / (1) Ndid .

Dalje, koristeci relaciju

/ IO g — 218 (T 1),

dobijamo relaciju za inverznu Furijeovu transformaciju
x(t) = —— 7 X (@) da
2 '

Amplitudski spektar FT definisan je kao |X (®)|, a sama funkcija je kompleksna.

Da bismo shvatili znacaj ove transformacije posluZi¢emo se primjerom jednostavnog
signala sastavljenog od 3 sinusoide. Posmatrani signal je prikazan na slici 1.3, i to na lijevom
grafiku vremenski oblik signal, a na desnom frekvencijski domen, dobijen primjenom Furijeove
transformacije na vremenski oblik signala. Kako su amplituda i frekvencije 1 amplitude ovih
sinusoida dovoljni za potpuno opisivanje signala, vidimo da se iste mnogo lakSe uocavaju i
potencijalno koriste posmatrajuci desni grafik. Sem ovog veoma jednostavnog primjera, mnogo
signali od prakti¢nog znacaja se sastoje od ograni¢enog broja sinusoidalnih komponenti Cije
su amplitude i frekvencije od aplikativnog znacaja. To je i razlog ogromne primjene ove
transformacije u DOS.

Vec¢ je reCeno kako se od analognog signala dobija diskrektni, pa je sada moguce napraviti

korak dalje ka realizaciji i upotrebi FT u savremenim aplikacijama uvodenjem Furijeove
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transformacije diskretnih signala [3]. Za diskretni signal x(n) ova transformacija je definisana

kao

X (e/®) = i x(n)e /On,

NnN——oo

Napomenimo da je frekvencija @ normalizovana, a da je sama transformacija periodi¢na sa
periodom 27.

Prirodno se namece pitanje veze FT kontinualnih i diskretnih signala. Ukoliko krenemo od

formule za FT kontinualnih signala
X(0) = /Dox(t)ejw’dt,
1 iskoristimo pravougaono pravilo integracije dobijamo aproksimaciju prethodne jednacine
X(@) ~ Y x(nhr)e 1O A

Ukoliko sada uvedemo oznake

x(nAt)At — x(n)

WAt — 0y

dolazimo do veze Furijeove transformacije analognih i diskretnih signala
X(w)w:wx/m ~ Zx(n)e‘ijn :X(ej“’X),

Inverzna Furijeova transformacija diskretnih signala se definiSe kao

T
1 o
x(n) = P /X(e]wx)e-’w"”da)x.
-

Kako je Furijeova transformacija diskretnih signala kontinualna funkcija, sljedeéi prirodan
korak bi bio diskretizacija ove funkcije. Time dolazimo do diskretne Furijeove transformacije
koja ¢e se dominantno Koristiti u tezi.

Krenimo od izraza za Furijeovu transformaciju diskretnog signala x(n) saCinjenog od N
odbirakan =0,1,...N—1

N—-1
X(e!®) = Z x(n)e /",
n=0

Uzmimo sada N vrijednosti ove funkcije sa korakom Aw, = 27/N na intervalu — 7 < @, < 7.

Dobijamo
N-—1

. o
X (/)| gp—kawe—air/y = Y, X(n)e SN,
n=0

10
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Prethodno dobijeni izraz ¢emo oznacavati sa X (k) i on predstavlja diskretnu Furijeovu

transformaciju

N—1 .
X(k) =Y x(n)e /n", (1.2)
n=0

gdje je k diskretni indeks frekvencije. Vidimo da je DFT periodi¢na po k, sa periodom N.

27
ka

Ukoliko obje strane prethodne relacije pomnoZimo sa e’ i sumiramo po indeksu k

dobijamo izraz

N-1 . N-1 N=1
Z X (k)e/ Nk = Z x(n) Z e I N (m=mk,
k=0 n=0 k=0
pri cemu vazi

N-l 2T

Z e IN Ik — N§(m—n).

k=0

1 N—1 -
x(n) = N Y X(K)e/ ¥, (1.3)
k=0

gdje n uzima vrijednost n =0, 1,...N — 1. Uvedimo vektorske oznake za signal u vremenskom
x = [x(0),x(1),...x(N —1)] i transformacionom X = [X(0),X(1),...X(N — 1)] domenu. Veza

signala u vremenskom i transformacionom domenu se tada moZe predstaviti relacijama

X = Px

(1.4)
x=& X

Uzimaju u obzir jednacine (1.2), (1.2) i (1.4) pomenutu vezu vremenskog i transformacionog
domena moZemo predstaviti i koriste¢i transformacionu matricu @ i inverznu transformacionu

matricu !

X(0) 1 1 1 | x(0
X(1 1 e—jZTC/N e—jZﬂ(N—l)/N X(l)
=1 . : : : : ,  (1.5)
X(N— 1) 1 e—j27r(N—1)/N e—jZn(N—l)(N—l)/N) X(N— 1)
x(0) 1 1 1 [ X(0)
x(1) 1 eJ2m/N eJ2m(N=1)/N X(1)
= , (1.6)
x(N— 1) 1 ejZn'(N—l)/N ejZn'(N—l)(N—l)/N) X(N— 1)
gdje je
1 1 1
1 e~ J2m/N e~ /2R (N=1)/N
= : . : : (1.7)
1 e J2m(N-1)/N e—jZn(N—l)(N—l)/N)
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Glava 1. Od analognih signala do kompresivnog odabiranja

Posmatrajuéi izraz 1.3 moze se uociti da je signal x(n) dobijen na ovaj nacin periodi¢an sa

periodom N jer vazi
1 (ki 2n
x(n+N) = ZX el ¥ (N = x(n).

Posmatrajuci prethodnu jednac¢inu mozemo zakljuciti da DFT podrazumijeva da je signal x(n),
za koji je racunata, periodi¢no produZen, a da su u njenom racunanju koriséeni samo njegovi
odbirci iz opsega n = 0,1,...,N — 1. Kako su od interesa samo odbirci/vrijednosti signala
upravo iz ovog opsega, Cesto se Cinjenica o periodi¢nosti signala x(n) u ovakvim slucajevima

svjesno zanemaruje.

Osobine DFT

O ovom odjeljku Ce biti opisane neke od bitnih osobina DFT.

* Pomjeranje u vremenu

Ova osobina ima za cilj da uspostavi vezu DFT signala x(n), i signala x(n — m). Polazeci

od definicije (1.3) za signal x(n — m) dobijamo

gdje je sa IDFT oznaCena inverzna diskretna Furijeova transformacija signala koji je
argument pomenutog operatora. Ukoliko sada primjenimo DFT na obije strane jednakosti

dobijamo
DFT {x(n—m)} = X (k)e I %

Kako je ve¢ reeno da DFT podrazumijeva periodi¢no produzen signal x(n), u

konkretnom sluc¢aju pomjeranje se vrsi nakon periodicnog produZenja signala.

* Pomjeranje u frekvenciji

Na slican nac¢in moZemo dodi do izraza koji odgovara pomenutoj osobini a koji glasi
DFT {x(n)ejzﬁﬂmk} =X(k—m).

eJ2mmk /N

MnozZenje signala u vremenskom domenu sa odgovara pomjeranju za m u

frekvenciji.

* Parsevalova teorema Ovom osobinom je izraZena veza energije signala u svakom od

12



Glava 1. Od analognih signala do kompresivnog odabiranja

domena

* Konvolucija

Konvolucija dva periodi¢na signala x(n) i y(n) je definisana izrazom

N—1
= Y (m)y(n
m=0

U DFT domenu ima oblik

gdje su X (k), Y (k) i Z(k) DFT signala x(n), y(n) i z(n).

1.2.2 Diskretna kosinusna transformacija - DCT

Jos jedna od Cesto koriS¢enih transformacija u DOS je diskretna kosinusna transformacija
(Discrete cosine transform - DCT). Ova transformacija je nasla Siroku primjenu u obradi slike i

videa. Postoji vise definicija DCT, a ovdje ¢emo navesti jednu od mogucih [8]

1N1

X(0 \/_Zx

2n+1)km
X(k \/_Zx cos%7 za k=1,2,....N—1.
Za ovako definisanu DCT, njoj inverzna transformacija bi bila

1 2 Nl 2n+ 1k
X(0)+—= ) X(k)cos M

Kako se ova transformacija Cesto koristi u obradi slike, tj. kod dvodimenzionih signala, to ¢emo

ovdje definisati i jednu od Cesto koris¢enih dvodimenzionih oblika DCT, oznacenu sa 2D-DCT

N—1Ny—1 Cm+ Dz (2 + Dk
X (ki ko) = 4x(ny,ny)cos cos )
! Z0 nQZO : 2N1 2N2

zak; =0,1,...,Ny—11ky=0,1,...,N> — 1. Njoj inverzna DCT se definiSe kao

Nt Cn+ Dk 2+ kon
k k)X (ki k
x(ny,n2) N1N2 Zo sz, Bi(k1)Bi(ki)X (k1,k2)cos 2N cos N, )

13



Glava 1. Od analognih signala do kompresivnog odabiranja

gdje je Bi(k;) za i = 1,2 definisano kao

Vazno je pomenuti da su DFT i DCT dosta sli¢ne transformacije i da je moguce izvesti vezu
izmedu njih, medutim, ipak su dovoljno razli¢ite da bi svaka nasla svoju primjenu u odredeni
oblastima DOS.

1.3 Kompresivno odabiranje

Pojam kompresivnog odabiranja, (compressive sensing ili compressed sensing - CS) je prvi
put uveden od strane Danohoa i Baraniaka [1, 2], iako je sli¢na istraZivanja paralelno sa njima
sprovodio i Candes [9-11]. U svojim radovima, oni su pokazali da signali koji su rijetki (eng.
sparse) u nekom transformacionom domenu, mogu biti rekonstruisani iz N4 mjerenja, pri cemu
je N4 mnogo manje od stvarne duzine signala N. Pojam mjerenja se koristi da oznaci linearne
kombinacije koeficijenata transformacionog domena signala. Na ovaj nacCin je napravljen otklon
od klasi¢nog pristupa u kojem je signal morao biti odabran u skladu sa teoremom o odabiranju.
Imajudi u vidu da je teorema o odabiranju zauzimala centralno mjesto u DOS dugi niz godina,
jasno je da je ovim pristupom, koji je znacajno relaksirao uslove definisane ovom teoremom,
otvoreno ogromno polje za potencijalne primjene ovih metoda. Upravo zbog toga CS je izuzetno
popularna oblast istrazivanja posljednjih 10 godina, i predstavlja Cesto istrazivanu oblast u
okviru DOS [12-21].

Posmatrajmo diskretni realni signal x(n) kona¢ne duzine N. Vektor elemenata ovog signala
oznaci¢emo sa X. Pod pretpostavkom da ovaj signal u nekom transformacionom domenu 7 ima
mali broj nenultih koeficijenata u odnosu na ukupan broj odbiraka, za takav signal kazemo da
je rijedak (sparse) u T domenu. Vektor elemenata ovog signala oznac¢imo sa X. Posmatrajmo

transformacionu matricu ¥ koja povezuje vremenski i transformacioni domen signala:
x = PX.

Ovu vektorsku jednaCinu, 1 njoj inverznu moZemo zapisati i u obliku sistema jednacina
N—1
x(n) =}, yi(m)X (k), (1.8)
k=0

N—1
X (k) = ;) W, (k)x(n).

Dalje, uvedimo matricu @y, «y, pri ¢emu vaZi da je Ny < N. Da bismo dobili mjerenja y

na osnovu kojih je kasnije moguce rekonstruisati originalni signal, potrebno je da izvr§imo

14



Glava 1. Od analognih signala do kompresivnog odabiranja

y X
I L]
Nl |
! L] E-sparse
; |
X
y A X
- \
e R
B - R
- N
et B SR
|
Slika 1.4: Proces dobijanja mjera u CS
matricno mnozenje
y = ®¥X, (L.9)
odnosno
y = AX, (1.10)

gdje je A = ®W. Na slici 1.4 je prikazan postupak dobijanja mjerenja u CS [22].

Sazeti skup mjerenja y je najceSCe rezultat Zelje da signal odaberemo sa najmanjim
mogucim brojem mjerenja. Ovaj pristup, u kome su mjerenja rezultat posebne strategije je
bio pokretaC za razvoj cijele oblasti. Sa tim u vezi, vrSena su razna istraZivanja koja bi
objasnila na koji nacin je najbolje dobiti ista, kako bi se kasnije mogao rekonstruisati originalni
signal. Medutim, izuzetno je vazno pomenuti da sazeti skup mjerenja moze biti i rezultat
fizicke nedostupnosti podataka. Da bi jasnije objasnili na Sta se tu tacno misli posmatrajmo
relaciju (1.8). Primijetimo da su vremenski odbirci signala linearna kombinacija koeficijenata
transformacionog domena. Upravo zbog toga, moZemo zakljuciti da se i proizvoljan skup dijela
odbiraka u vremenskom domenu moZe posmatrati kao skup mjerenja. Na taj nacin, originalna
ideja da se mjerenja uzimaju po tacno, unaprijed odredenoj strategiji, biva prosirena na slucajeve
kada su ista rezultat fizicke nedostupnosti odredenog broja odbiraka. Kako je 1 ovo vrlo Cest
slu¢aj u mnogim aplikacijama, to je za posljedicu imalo i intenzivan razvoj ove oblasti i u

tom pravcu, posebno u inZenjerskim istrazivanjima, za razliku od klasi¢nog pristupa koji je
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Glava 1. Od analognih signala do kompresivnog odabiranja

svojstveniji matematickim naukama.

Za vektor, y koji predstavlja linearnu kombinaciju elemenata vektora X kaZzemo da su
mjerenja signala. Matrica A ima centralno mjesto u CS 1 naziva se mjerna matrica. Njena
konstrukcija i ispitivanje njenih osobina predstavljaju prvi pravac istraZzivanja u CS, dok
dobijanje vektora originalnog signala X iz vektora y predstavlja drugi pravac istraZivanja.
Primijetimo da vektor y ima manji broj elemenata od vektora X te stoga nije moguce izvrsiti
rekonstrukciju inverzijom i matricnim mnoZenjem.

Istaknimo joS jednom dva klju¢na pravca razvoja CS:

* Model za akviziciju podataka pod kojim podrazumijevamo istraZivanja u pravcu dobijanja

mjerenja.
* Problem rekonstrukcije originalnog signala koriSéenjem dostupnih mjerenja.

Ova disertacija ¢e se dominantno baviti drugim pravcem, odnosno, rekonstrukcijom signala. U
nastavku ove sekcije Ce biti objaSnjeni kljucni pojmovi i definicije vezane za oblast CS, kao Sto

su pojam rijetkosti, mjernih matrica i njihovih osobina kao i rekonstrukcije signala.

1.3.1 Rijetkost signala

Objasnimo sada detaljnije jedan od najvaznijih pojmova kada je CS u pitanju, pojam
rijetkosti signala. Posmatrajmo niz od N koeficijenata transformacionog domena signala
oznacenih sa X (k), gdje je k =0,1,...,N — 1. Posmatrajmo dalje skup od K pozicija oznacen

sa K = {ky,kp,...,kx}, pri ¢emu je K podskup niza pozicija svih koeficijenata
K ={ky,kz,...,kx} C{0,1,....N—1}.
Pretpostavimo da ovaj signal ima samo K vrijednosti, na pozicijama K, koje su razli¢ite od 0
X(k)=0 za k¢K,

odnosno
X(k)#0 za kekK.

Broj nenultih koeficijenata signala se Cesto oznacava sa

N—1
IX[lo=K=Y Xk,
k=0
gdje je
X(k)°=0 za [X(k)|=0,
odnosno

XML =1 za [X(K)|#0,
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Glava 1. Od analognih signala do kompresivnog odabiranja

Slika 1.5: Sparse slike u 2D-DCT domenu: gore lijevo - originalna slika; gore desno - 20% koeficijenata
ima vrijednost 0; dolje lijevo - 50% koeficijenata ima vrijednost O; dolje desno - 90%
koeficijenata ima vrijednost 0.

Za signal X koji zadovoljava prethodno navedene uslove, da mu je broj nenultih koeficijenata
mnogo manji od ukupnog broja koeficijenata (||X||, = K < N), kaZzemo da je rijedak (eng.
sparse, K-sparse). Upravo ova osobina je neophodna da bi se CS mogao primijeniti na nekom
signalu. Na sreéu, pokazalo se da ogroman broj realnih signala koji se koriste u prakti¢nim
aplikacijama zadovoljava ovo svojstvo u nekom od transformacionih domena.

Naslici 1.5 je prikazana sparse priroda fotografija (slika). Na slici gore lijevo je prikazana
originalna slika. Na slici gore desno je 20% najmanjih koeficijenata u dvodimenzionom DCT
domenu postavljeno na 0. Ova procedura je uradena za sva tri kanala (R,G,B). Ista procedura
poniStavanja koeficijenata je odradena i za fotografije prikazane u donjem redu. Kod donje lijeve
slike je 50% koeficijenata postavljeno na 0, dok je kod desne cak 90% koeficijenata postavljeno
na 0. Ova osobina slika je i iskoriS¢ena u mnogim kompresionim algoritmima koji se koriste za
slike, kao Sto je JPEG algoritam, npr.

Vidjeli smo da su slike, zbog svoje osobine da su rijetke u 2D-DCT domenu, izuzetno

pogodne za razne primjene CS. Sli¢na svojstva vaZe i za mnoge druge signale u odgovaraju¢im
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Glava 1. Od analognih signala do kompresivnog odabiranja

transformacionim domenima.

1.3.2 Mjerenja i mjerne matrice

Mjerenja y u oblasti CS predstavljaju kljucni elemenat koji tezZimo da dobijemo od
originalnog signala, a koji kasnije koristimo kao polaznu tacku pri rekonstrukciji originalnog

signala. Ona predstavljaju linearnu kombinaciju koeficijenata originalnog signala
y(n) =ag(n)X(0)+a;(n)X(1)+---+ay_1(n)X(N—1).

Veza izmedu originalnog signala i mjerenja se takode moze predstaviti u matri¢noj formi kao

y = AX, odnosno u punom obliku

y(0) ap(0) a;(0) an—1(0) X(0)
y(1) _ | a(l) ai(1) ay-1(1) X(1)
y(NA—l) Cl()(NA—l) al(NA—l) aN,l(NA—l) X(N—l)

Za matricu A kazemo da je mjerna matrica. Njeni elementi se u opStem slucaju oznacavaju
sa ai(n), gdje indekse k i n koristimo da ozna¢imo redne brojeve kolona i vrsta, respektivno.
Pravilan odabir i konstrukcija mjerne matrice su od velikog znacaja za uspjesSnu rekonstrukciju
signala. Uslov koji sve mjerne matrice moraju da zadovolje jeste da u njima bude ukljucena
slucajnost, bilo kroz vrijednosti elemenata ili kroz poziciji odabranih vrsta za slucaj da je
matrica dobijena iz neke deterministicke matrice. Upravo zbog toga, dominantno kori§¢ena

mjerna matrica u CS jeste ona kod koje elementi imaju Gausovu raspodjelu

1
ai(n) = N

Normalizacija sa faktorom 1/+/Ny je izvrSena da bi bili zadovoljeni uslovi ortonormalnosti

Ny—1
E{ ZO a%(n)} =1,

(07 1)7

Ni—1
E{ Y ak(n)ai(n)} =0 za i#k
n=0

Cesto je u upotrebi i Bernulijeva slu¢ajna matrica, &ji elementi imaju vrijednost 1 /Ny i
—1/4/Ny, a kod koje se slucajnost ne ogleda u vrijednostima elemenata ve¢ u njihovom
rasporedu. Prethodno navedene matrice se mogu koristiti za sve signale koje ima smisla koristiti

u CS. Medutim, u praksi se ¢esto koriste 1 matrice koje su specificne za odredene grupe signala.
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Glava 1. Od analognih signala do kompresivnog odabiranja

Takve su npr. parcijalne matrice.

Vidimo da matrice imaju dvojaku primjenu u CS. One povezuju dva domena signala 1
tu govorimo o transformacionim matricama, dok sa druge strane mjerna matrica koju smo
oznacili sa A povezuje rijetki signal i mjerenja. Posebna paZnja se posvecuje kreiranju mjerne
matrice [23,24], jer ideja CS jeste da se za odredenu grupu signala formira jedinstvena mjerna
matrica. Algoritmi za kreiranje mjernih matrica najcesce rade na principu optimizacije nekih od
parametara kao $to su izometrija i koherencija.

U nastavku ¢e biti prezentovana parcijalna matrica za signale rijetke u DFT domenu, a
nakon toga objasnjene dvije pomenute osobine mjernih matrica: svojstvo ogranicene izometrije

- RIP i indeks koherencije.

Parcijalna DFT matrica

Kako ¢e u radu posebna paZnja biti posvecena rekonstrukciji signala rijetkih u DFT
domenu, ¢iji je skup mjerenja dobijem slu¢ajnom selekcijom vremenskim odbiraka signala,
ovdje ¢emo detaljno objasniti mjernu matricu koja se koristi u tom slucaju. Vremenski i DFT
domen signala koji je rijedak u DFT domenu su povezani transformacionom DFT matricom,
odnosno inverznom DFT matricom. Kako su vremenski odbirci signala linearne kombinacije
koeficijenata u transformacionom domenu, to se vremenski odbirci mogu posmatrati kao
mjerenja. Sa stanoviSta matrica, svako od mjerenja je dobijeno mnoZenjem vektora X sa
odgovaraju¢om vrstom inverzne DFT matrice. Kako vrijednost elemenata u inverznoj DFT
matrici ne ukljucuju potrebnu slucajnost koju smo ranije pomenuli, to se u ovom slucaju ista
obezbjeduje slu¢ajnim odabirom vrsta. Ovo za posljedicu ima slucajne vremenske odbirke
signala. Drugim rije¢ima, ukoliko Zelimo da vremenske odbirke signala koristimo kao mjerenja,

potrebno je da slucajno izaberemo set odbiraka/vrijednosti signala koji ¢e predstavljati mjerenja.

Pretpostavimo da signal x(n) ima N vrijednosti, pri ¢emu je n =0,1,...,N — 1. Oznac¢imo
sa N skup svih odbiraka signala x(n), N = {0,1,...,N — 1}. Skup od N4 odbiraka signala x(n)
na sluc¢ajnim pozicijama ozna¢imo sa Ny = {ny,na,...,ny, } pri ¢emu je Ny podskup skupa N,

Na C N. Vektor slucajnih vrijednost signala x(x) predstavlja u ovom slu¢aju mjerenja signala

Y= [x<n1)7x<n2)a cee 7x(nNA)]T jer je

y =AX,
odnosno
x(ny) ap(ny) ai(ny) ... an—1(ny) X(0)
x(ny) _ ap(np) ai(ny) an—1(nz) X(1)
x(nn,) ao(ny,) ai(nn,) ay-1(ny,) | [ X(N—1)
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Glava 1. Od analognih signala do kompresivnog odabiranja

Za DFT domen, parcijalna mjerna matrica A ima oblik

1 ef2rm/N  gj2rn(N=1)/N
1 1 ej277.'n2/N ejZnnz(N—l)/N
A=y T | . (1.11)
1 ej27rnNA/N ejZEnNA(N—I)/N)

Za signale koji su rijetki u nekom drugom domenu se koriste druge, odgovarajuce, parcijalne
matrice.
Svojstvo ogranicene izometrije - RIP

Za matricu A kaZemo da zadovoljava svojstvo izometrije ako je zadovoljen uslov
2 2
|AXl; = Ea [IX]13,
gdje je
2 2 2 2
X[ = IX(O)"+ [X(D)["+---+ X (N -1)|

a E4 zavisi od mjerne matrice A, a ne zavisi od posmatranog signala X.
Ukoliko transformaciona matrica zadovoljava svojstvo izometrije, tada moZemo uzimajuci

u obzir da signal X nema nultu energiju, pisati:

2 2

z; IAX[3 — X3
2
X112

= 0. (1.12)

U CS se umjesto potpune izometrije matrice koristi ograni¢ena izometrija koja podrazumijeva

darazlika é ||AX||§ — ||X||§ bude dovoljno mala u odnosu na energiju signala. Tada izraz (1.12)

postaje

z; [IAX3 — XI5
113

(1.13)

Kako se u CS koriste rijetki signali, moZzemo reéi da K-rijetki signal Xk zadovoljava ograni¢eno

svojstvo izometrije sa konstantom Ok ako je zadovoljen uslov

2 2
- | AxXkll5 — [ Xkll3

< 8, (1.14)
IXkll3

za sve moguce rasporede nenultih koeficijenata u vektoru X. Kako svakom rasporedu nenultih
koeficijenata u vektoru X odgovara posebna matrica Ag, ocigledno je da je potrebno ispitati
svojstvo ograniene izometrije za (IKV) mogucih matrica Ag da bi smo zakljucili da li je RIP
zadovoljen. Provjera svih pomenutih matrica je izuzetno zahtjevan kombinatorni problem, ¢ije

je rjeSavanja u razumnom vremenu nemoguce sprovesti za bilo koji signal iole ve¢ih dimenzija.
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Glava 1. Od analognih signala do kompresivnog odabiranja

Na primjer, za N = 256 i K = 30 broj kombinacija je reda veli¢ine 10%°, dok je za N = 1024
i K = 50 broj kombinacija reda veli¢ine 10%3. Danagnji procesori rade na taktovima reda GHz.
Pretpostavljajuéi da se jedna matica moze ispitati u okviru jednog takta, za ispitivanje svih
matrica za slu¢aj N=1024 i K=50 bi bilo potrebno oko 10% godina. Takode svojstvo ograni¢ene
izometrije mora da bude zadovoljeno i za svaki vektor X rijetkosti manje od K. Iako je RIP
nemoguce provjeriti u razumnom vremenu, pokazalo se da mnoge mjerne matrice koje se
koriste u CS, a koje su pomenute u 1.3.2, zadovoljavaju ovo svojstvo.

Pojam RIP i1 njegov znacaj za oblast CS su dali Candes i Tao u [10]. Oni su u ovom
radu prvi razmatrali rekonstrukciju sparse signala vodeéi raCuna i o Sumu koji moze biti
prisutan u mjerenjima. Pokazali su da se za mjerenja dobijena upotrebom mjernih matrica koje
zadovoljavaju svojstvo RIP, moZe koristiti konveksna ¢; norma u rekonstrukciji. Ovo njihovo
otkri¢e je dalo vrlo bitnu potvrdu da se nakon procesa rekonstrukcije ne moze dobiti neko
drugo rjesenje, sem onoga koje odgovara stvarnom signalu. Jedna od mogucih interpretacija
ovog njihovog otkri¢a bi mogla biti:

Vektor X duzZine N koji je K-sparse moze biti jednoznacno rekonstruisan iz Ny (N4 < K)
mjerenja y = AX, ako je mjerna matrica A takva da sve podmatrice Aok zadovoljavaju 2K
svojstvo ograni¢ene izometrije sa konstantom 0 < &k < 1 za sve kombinacije 2K kolona od
mogucih N.

Bitno je ista¢i da RIP ne definiSe minimalne potrebne uslove, ve¢ one koji garantuju
jednozna¢nu rekonstrukciju. Mnogo je veéi broj signala koji bi se zaista jednoznacno
rekonstruisali nego Sto to predvida RIP. Ipak, i dalje ne postoje uslovi koji bi ujedno definisali
minimum uslova za rekonstrukciju a da rjeSenje bude jednoznacno. Takode, Davenport je
u svojoj doktorskoj disertaciji izveo izraz koji povezuje RIP osobinu matrice sa tipom i
dimenzijama signala. Ta teorema koja je 1 dokazana u njegovoj disertaciji glasi [25]:

Potreban broj mjerenja za matricu Ay,«ny koja zadovoljava RIP za 2K sparse signale sa
konstantom & € (0, 3] je

N
Ny > CKlog (E) ,

gdje konstanta C uzima vrijednost C ~ 0,28.
Pored ovih pristupa, postoji viSe drugih razliitih pravaca u analiziranju moguénost
rekonstrukcije, pa samim tim i niz razli¢itih formulacija. Neki od tih pravaca se oslanjaju na

ispitivanja nekih drugih svojstava matrica kao Sto su: rank, spark i koherencija.

Indeks koherencije matrice

U sekciji 1.3.3 smo vidjeli da se pri rekonstrukciji signala koristi matrica AYA.
Uzimaju¢i u obzir da kolone matrice A mogu biti nenormalizovane, treba imati na umu da
se tada koristi matrica ELAAH A. Pojam indeksa koherencije matrice u CS su uveli Donoho
i Elad. Za mjernu matricu A ovaj indeks je definisan kao maksimalna apsolutna vrijednost

normalizovanog skalarnog proizvoda dvije kolone matrice ili kao maksimalna apsolutna
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vrijednost normalizovanih nedijagonalnih elemenata matrice ﬁAH A

p = max|u(m,k)|, za m#k (1.15)
pri ¢emu elementi matrice El—AAH A uzimaju vrijednosti

Ny—1

1.16
ZNA 1|ak 2 Z ( )

Kako su Donoho i Elad pokazali [26], ovaj indeks je vrlo bitan pri konstrukciji mjernih matrica.

p(m, k) =
Jedna od fundamentalnih matematickih ideja koja stoji iza CS a koje se odnosi na ovaj indeks

K<1 1+1
2 u)’

tada za svaki vektor mjerenja y postoji najvise jedan K-rijedak signal X takav da je y = AX.

glasi:
Ako je

Idealan slucaj sa stanoviSta mogucnosti rekonstrukcije bi bio da je ovaj indeks 0, medutim,
Welch je jo§ 1974. godine pokazao da ovaj indeks ne moze biti proizvoljno mali [27], 1 da vazi

nejednakost koja odreduje donju granicu za ovaj indeks

N —Ny

M=
Sli¢no kao 1 kod RIP, 1 ovaj indeks se Cesto koristi pri dizajniranju mjernih matrica, gdje se
raznim optimizacionim metodama pokuSava kreirati matrica sa §to je mogu¢e manjim indeksom

koherencije.

Welch-ova donja granica

Kako je indeks koherencije, uz svojstvo RIP, jedan od najbitnijih parametara mjerne
matrice, ovdje ¢emo prikazati dokaz za Welchovu donju granicu ovog indeksa (1.17), koji je
1974. godine dao Lloyd Richard Welch.

Krenimo od definicije traga matrice koji predstavlja sumu elemenata na glavnoj dijagonali.

Posmatrajuci matricu éAH A, mozZemo pisati

n{lﬁm} Zumm (1.18)

Trag posmatrane matrice je takode jednak i sumi njenih sopstvenih vrijednosti. Imajuci u vidu
da je posmatrana matrica i Gramova matrica ¢iji rank moZe imati vrijednost N4 u krajnjem

slu¢aju (ne moze imati vecu vrijednost), to za posljedicu ima Cinjenicu da posmatrana matrica
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ima samo N4 nenultih sopstvenih vrijednosti. Iz svega navedenog slijedi relacija

Tr{ 1AHA} Z)L (1.19)

I za energiju posmatrane matrice vazi da je jednaka sumi kvadrata sopstvenih vrijednosti.

Uzimajuci u obzir da su vrijednosti elemenata posmatrane matrice definisane sa (1.16), to dalje

vazi
’iAHA Zmeky _Zl (1.20)
Eq m=1k=

gdje F oznaCava Frobenijusovu normu (Euklidovu normu) matrice. Kvadriranjem izraza (1.18)

2 I n g U ’
N? = (Tr{EA A}) = (ZIA) ) (1.21)

Prethodna relacija se koristeéi Svarcovu nejednakost

dobijamo

M+ + ..+ Ay,)?

<N
A +orAy,
transformise u
Ny 1 2
N> <Ny Y A7 =Ny || -A7A||
i=1 Ey F

odnosno
N N )
<SNa Y Y lu(mk
m=1k=1

Dvostruku sumu sa desne strane prethodne relacije moZzemo posmatrati kao sumu kvadrata
vrijednosti elemenata na glavnoj dijagonali sabranu sa sumom kvadrata vrijednosti ostalih
elemenata. Uzimajuci u obzir da elementi na glavnoj dijagonali uzimaju vrijednost 1, a da je
maksimalna apsolutna vrijednost nekog od ostalih elemenata jednaka indeksu koherentnosti

(1.15), to se prethodna relacija moZze zapisati kao
N? < NpA(N+N(N—1)u?).

Jednostavnim sredivanjem prethodne relacije dolazimo do Welch-ove donje granice vrijednosti

koju moze imati indeks koherentnosti

N—Ny
NA(N—1)

Iako je prethodna relacija nastala joS 1974. godine, ona i danas ima znacajnu ulogu u teoriji

CS koja se bavi kreiranjem 1 analizom mjernih matrica.
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1.3.3 Rekonstrukcija signala

Pod rekonstrukcijom signala se podrazumijeva procedura za dobijanje kompletnog skupa
od N vrijednost originalnog signala x(n) ili X (k), koriste¢i skup od N4 mjerenja y(n). Jasno
je da ova rekonstrukcija ne bi bila jednoznacna i moguca bez dodatnih uslova. Kao dodatni
uslov se stoga koristi ¢injenica da rekonstruisani signal (njegova sparse prezentacija) ima $to
je moguce manji broj nenultih koeficijenata. Drugim rije¢ima, rekonstruiSemo najrjedi moguci

signal tako da sistem jednacina (1.10) bude zadovoljen
min||X]||, uzuslov y=AX. (1.22)

Postoji mnostvo algoritama koji se bave rekonstrukcijom rijetkih signala. Ovaj problem je
posljednjih godina posebno izrazen u oblasti CS, ali je vecina algoritama koji se koriste u
CS nastala mnogo ranije 1 sluZila je za rjeSavanja mnogih drugih problema iz oblasti kao Sto
su statistika, geofizika, kompjuterska nauka i td. Postoji nekoliko pristupa u rjeSavanju ovog

problema a to su:

* Direktno pretraZzivanje - Ovaj pristup podrazumijeva da krecuéi od svih moguéih
kombinacija, u svakom koraku algoritma smanjujemo broj mogucih rjeSenja i da na taj
nacin dodemo do tacnog rjeSenja. Ove algoritme je joS uvijek moguce primijeniti samo

na problemima malih dimenzija [28].

» Konveksna optimizacija - Cilj konveksne optimizacije je da koriste¢i konveksnu ¢;
normu, pronade minimum te norme. Pod posebnim uslovima koje su Candes i Tao
razmatrali u [10] taj ¢e minimum odgovarati minimumu ¢, norme Koja promovise sparsity

signala.

* Pohlepni pristup (eng. Greedy algorithms) - Ovi algoritmi iterativnim putem dodu do
rjeSenja, a u svakoj iteraciji algoritam od mnostva stanja bira ono koje najvise uti¢e na
zeljenu funkciju koju Zelimo minimizovati. Ovi algoritmi indirektno koriste {p normu u

rekonstrukciji.

* Statisticki algoritmi (Bayesian pristup) - Rade na bazi pretpostavki pozicija koeficijenata
koje treba rekonstruisati i posebnim metodama pronalazi pozicije i vr$i rekonstrukciju
[29].

Prethodno navedena podjela je izvrSena na osnovu nacina rekonstrukcije, tj. prirode rada
algoritama koji pripadaju odredenim grupama. Medutim, joS jedna Cesto koriS¢ena podjela,

nesto opstija od prethodno navedene, jeste na
 Rekonstrukcija upotrebnom £, norme
* Rekonstrukcija upotrebnom £; norme

U nastavku Ce biti objasnjena jedna i druga grupa algoritama
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Rekonstrukcija signala - £; norma

Prva ideja koja se namece za rekonstrukciju signala rijetkih u transformacionom domenu
jeste upotreba £y norme, koja po svojoj definiciji broji nenulte vrijednosti, odnosno predstavlja
rijetkost. Naime, pokuSavamo pronaci najrjedi signal X koji pomnoZen sa mjernom matricom
A daje dostupne odbirke y

min||X||, uzuslov y=AX. (1.23)

Rijetkost signala X, odnosno X (k) se ogleda u Cinjenici da je X(k) =0 za k ¢ K =
{ki,ka,...,kx}, pri Cemu vazi da je K = {ky,k,...,kx} € {0,1,...,N—1},kaoi K < N.
Direktna minimizacija ¢y norme naravno nije moguca, jer ova norma nije konveksna.

Medutim, minimizacijom greske

M—1 2

A=Y

i=0

Y

(i) = Y ar(i)X (k)

keK

odnosno rjeSavajudi izraz
min|ly — Ax X5 = min { (v~ AxXx)" (v~ AxXk) }
dolazimo do formule za rekonstrukciju signala
X = (A¥Ax) 'A%y, (1.24)

gdje je matrica Ax dobijena iz matrice A kada su zadrZane kolone na pozicijama iz skupa K,

dok su sve ostale kolone uklonjene [3]. Prethodna relacija se moZe zapisati i kao
X = pinv (Ag)y,

gdje je sa pinv (Ag) oznaCena pseudo inverzna matrica matrice Ag.

Iako na prvi pogled djeluje da je rekonstrukciju veoma lako izvrSiti, primijetimo da je
prije svega potrebno odrediti skup pozicija nenultih koeficijenata K, a tek nakon toga moZemo
izvrsiti rekonstrukciju signala koristeéi izraz (1.24). Ocekivanje da je skup pozicija nenultih
koeficijenata signala X (k) poznat, nije realno. Upravo zbog toga su i razvijeni razni algoritmi
Ciji je cilj da prvo pronadu skup pozicija nenultih koeficijenata, a da nakon toga jednostavnom
upotrebom (1.24) izvrSe rekonstrukciju [30]. Ovaj nacin rekonstrukcije, koji koristi ¢injenicu
da je signal sparse i samim tim rekonstruiSe samo koeficijente na odredenim pozicijama, dok
ostale postavlja na vrijednost 0, predstavlja jedan pristup u rjeSavanju problema rekonstrukcije.
Iako on ne vr$i minimizaciju ¢y norme, sama ¢injenica da se njima rekonstruiSu samo odredeni
koeficijenti dovodi do zakljucka da su ovo algoritmi koji pri rekonstrukciji koriste £y normu. U
nastavku Ce biti opisan OMP (Orthogonal Matching Pursuit) algoritam koji je najpoznatiji CS

algoritam baziran na ¢y normi.
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OMP algoritam

Jedan od prvih algoritama koji se koristio u CS je OMP algoritam (engl. Orthogonal
Matching Pursuit). Ideja za OMP algoritam datira joS iz *50-ih godina kada su se slicne metode
koristile u selekciji varijabli u regresiji. Kao osnovne reference u literaturi za ovaj metod
smatraju se [30,31]. Ideja ovog algoritma jeste da se iterativno estimiraju vrijednosti vektora X,
modifikujudi jednu ili viSe vrijednosti ovog vektora u cilju poboljSanja aproksimacije vektora
mjera y. Algoritam se moZe opisati nizom koraka:
Korak 1: Postavimo skup indeksa Qy = 0, ostatak ro =y, i postavimo brojac¢ na i = 0.

Korak 2: Trazimo onu kolonu n; matrice A koja je najviSe korelisana sa ostatkom:
n; = argmr?x|<r,~,1,an>| ,

i proSirimo skup indeksa
Q=Q;, U {nl}

Korak 3: Nademo koeficijente koji najbolje aproksimiraju vektor mjera y sa kolonama

odredenim do sada (definisane skupom indeksa Q):

X, = argrr{lin } ‘y—AQiu

B

Korak 4: Osvjezimo ostatak:
ri=y—AgX

Nakon ova Cetiri koraka pove¢amo i za jedan i ponavljamo korake od 2 —4 dok neki od
kriterijuma za zaustavljanje ne bude ispunjen.

Korak 5: Izlaz iz algoritma je rijetki signal X koji zadovoljava:

Xi(n) zané€E Q;
X(n) = i(n) ’
0 za ostalo n

Kriterijuma za stopiranje algoritma moZe biti vise , ali se izdvajaju dva:

* Obustaviti izvrSavanje algoritma nakon fiksnog broja iteracija, koji je moguce primijeniti

kada unaprijed znamo broj nenultih koeficijenata rijetkog signala koji Zelimo estimirati

* Obustaviti izvrSavanja algoritma kada detektujemo da ostatak ima malu energiju
Irifl, <,

gdje je € neki unaprijed definisani prag.
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Rekonstrukcija signala - £ norma

Vidjeli smo da se kao prvo i najlogi¢nije rjeSenje za rekonstrukciju rijetkih signala
namece ¢) minimizacija definisana sa (1.22). Kako minimizaciona funkcija ||-|| nije konveksna,
to proces minimizacije upotrebom ove funkcije moze biti vrlo tezak za rjeSavanje. Postoje
slucajevi kada je ¢ak nemoguce naci 1 pribliznu aproksimaciju minimuma. RjeSenje za ovo
mozZe biti zamjena minimizacione funkcije konveksnom ||-||; funkcijom koja moZe biti rijesena,
drugim od ranije poznatim algoritmima za konveksnu optimizaciju. To znaci da se standardna

formulacija za rekonstrukciju signala u CS
min |[X]||, uzuslov y=AX,

mijenja sa
min||X||, uzuslov y=AX.

Uvodenjem konveksne norme, racunski vrlo zahtjevan problem smo sveli na lako rjeSiv.
Imajudi u vidu da je cilj rekonstruisati signal najmanje moguce rijetkosti (odgovara £y normi),
pitanje je ima li smisla koristiti ¢; normu u minimizaciji. Ipak, sem intuitivnih razloga,
opravdanje za ovo se moze pronaéi i u daljoj proslosti. Naime, Svedski matematicar Arne
Carl-August Beurling je jos 1938. godine u svojim radovima koji su se bavili ekstrapolacijom
Furijeove transformacije, koristio ¢; normu u svrhu podsticanja rijetkosti [32]. Takode,
Benjamin Franklin Logan je 1965. godine u svojoj doktorskoj disertaciji pokazao da se
spektralno ograniceni signal moZe ta¢no rekonstruisati ukoliko je proizvoljna smetnja prisutna
na malom intervalu [33]. I u ovom slucaju se rekonstrukcija vrSila traZenjem spektralno
ograni¢enog signala koji je u pogledu ¢; norme najblizi posmatranom signalu koji treba
rekonstruisati. I ovdje se pokazalo da je ¢; norma pogodna za greske koje karakterise svojstvo
rijetkosti.

Svoju punu upotrebu ¢; minimizacija je dostigla *70-ih i ’80-ih godina proslog vijeka
sa ekspanzijom kompjuterskog hardvera i procesorske moci. Neke od prvih aplikacija toga
perioda su pokazale da se odredene grupe geofizi¢kih signala mogu rekonstruisati samo iz
svojih komponenti na visokim frekvencijama, pri ¢emu je i u ovom procesu koris¢ena pomenuta
minimizacija. Osim u obradi signala, ove tehnike se koriste i1 u teoriji statistike pri odabiru
varijabli za proces regresije, ali i u mnogim drugim oblastima.

Takode, mjere koncentracije su se intenzivno koristile u vremensko-frekvencijskoj obradi
signala. Najstarija i jedna od najcesce koriS¢enih mjera bila je zasnovana na odnosu normi
drugog i Cetvrtog reda. Ipak, pokazalo se da je za mjerenje koncentracije moguce koristiti
i [,-norme, odnosno /i-normu [34]. Na ovaj nacin je prevaziden problem favorizovanja
komponenti koje imaju osobinu pikova.

Zbog svega navedenog, vise je nego opravdana bila pretpostavka da se ova mjera moze

koristiti u procesu rekonstrukcije sparse signala, a sa razvojem teorije CS, dokazano je da ova
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Slika 1.6: Mjera kao funkcija vrijednosti nedostajuceg odbirka. Tacna vrijednost nedostajuceg odbirka
oznacena je vertikalnom linijom, dok je minimum mjere oznacen kruZi¢em. Vrijednost mjere
je normalizovana.

mjera proizvodi identi¢nno rjeSenje kao i nekonveksna ¢y norma ukoliko je zadovoljen uslov

2
7; A2k Xok]l3

2
Xk |2

1 =g < < 14 8,
pri emu je 0 < Sx < V2 — 1.

Kao dodatni dokaz ovim pretpostavkama, izveden je jedan jednostavni eksperiment, Ciji
su rezultati prikazani na slici 1.6 [35]. Za signal koji je rijedak u DFT domenu, vrijednost
jednog odbirka u vremenskom domenu je varirana u oba smjera oko njegove tacne vrijednosti.
Mjera signala je prikazana kao funkcija vrijednosti varirajueg odbirka. Koriscene su ¢y i
€12, £1 1 €2 norme na graficima pod a), b), ¢) i d) respektivno. Primijetimo da su norme /o,
{1, nekonveksne, ali se minimum mjere poklapa sa tatnom vrijednoS¢u odbirka. Mjera £3, je
konveksna, medutim njen minimum se ne poklapa sa tacnom vrijednos¢u odbirka, dok je /;
norma i konveksna i njen minimum odgovara tacnoj vrijednosti odbirka koji smo varirali. Ovo
je jos jedan jednostavni dokaz da ¢; norma podstice rijetkost pri rekonstrukciji, imajuci u vidu
da netacne vrijednosti posmatranog odbirka uticu na smanjenje rijetkosti.

LASSO minimizacija i ISTA algoritam

Standardni CS minimizacioni problem predstavljen u obliku ¢; norme
min|[X]||;, wuzuslov y=AX,

a za koji je dokazano da se mozZe koristiti u rekonstrukciji jer pod odredenim uslovima proizvodi
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isto rjeSenje kao £y norma, se takode moZe zapisati u LagranZovoj formi kao
F(X) = |y — AX][3 + 2 | X]I, (1.25)

gdje je F(X) funkcija koju je potrebno minimizovati. Desni sabirak sume A ||X]|; je zapravo
izmijenjen u odnosu na standardni u LagranZovoj minimizaciji a koji glasi A ||XH§, asve u
cilju promovisanja rijetkosti signala ||-||; a ne energije ||||% Rekonstrukcija se, dakle, dobija
rjeSavajuéi
X:argm)}n{“y—AXH%—l—/lHXHI}. (1.26)
Prethodna formulacija je poznata kao LASSO (least absolute selection and shrinking operator)
minimizacija. Parametar A u prethodnoj relaciji sluzi da odrzi balans izmedu prvog ¢lana sume
lly — AX||% koji odgovara gresci i drugog koji je zaduzen za rijetkost u (1.26).
Imajuci u vidu postojanja ¢; norme, jasno je da prethodno formulisanu relaciju ne mozemo
rijesiti u zatvorenoj formi kao $to je to slucaj sa standardnom LagranZovom formulacijom u
kojoj i desni sabirak minimizuje energiju A HX||% Rjesenje prethodnog problema je moguce

postici koristeci iterativnu proceduru. Posmatrajmo nenegativnu vrijednost
G(X) = (X~ Xp)" (el ~ ATA) (X~ Xp),

koja ima nule na pozicijama rjeSenja problema Xg. Dodajmo ovaj ¢lan funkciji F(X) ne
mijenjajuci vrijednost rjeSenja minimizacione procedure. Konstanta o ima vrijednost vecu od
maksimalne vrijednosti sopstvenog vektora matrice AT A, od ¢ega i poti¢e injenica da se radi

o nenegativnom ¢lanu. Sada, nakon sabiranja F(X) i G(X) imamo
H(X) =F(X)+ (X -X,) " (al —ATA)(X - X,).

Izjednacavajudi gradijent H(X) sa nulom

_OH(X)

=0

dolazimo do .
X+ —sion{ X} =— AT (y — AX,) + X,.
2o sign{X} o (y R) R

1z prethodne relacije slijedi iterativna formula

A 1
Xp1+5sign{Xp:1} :EAT(y—AXRH—XR. (1.27)
Ukoliko na svaku vrijednost vektora Xz | primijenimo soft thresholding pravilo

x = soft(y,A) = sign(y)max{0, |y| = 1},
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koje predstavlja rjeSenje jednacine oblika
x—+ Asign(x) =y
dolazimo do konac¢ne relacije za iterativnu rekonstrukciju

1 A
Xs+1 :SOft(aAT (y - AXs) + X5

o) (1.28)

Prethodno opisani postupak predstavlja iterativni soft thresholding algoritam za LASSO (1.26)
minimizaciju [3, 36].
Primal dual interior point metod

Za rekonstrukciju signala u CS jedan od Cesto koriS¢enih softverskih paketa je ¢;-magic
[37]. Ovaj algoritam implementira primal dual interior point metod namijenjen za linearno
programiranje [37-39]. Kratki osvrt na ideju koja lezi iza ovog algoritma je dat u nastavku.

Forma standardnog linearnog programa se moze zapisati u obliku:

rrgn (0, X) wuzuslove y=AX
fH(X) <0

gdje je svaka od funkcija f;(X) = (¢;,X) +d;, i = 1,2,...,N, linearna za ¢; € RV, d; € R.
U optimalnoj tacki, postojaée dva dualna vektora v* € RX i A* € RM koji zadovoljavaju

Karush-Kuhn-Tuckerove uslove:

co+ATV +Y A =0 i=1,2,....Ns
i
AiX)=0 i=1,2,....,Ny
AX=y
fi(X)<0  i=1,2,...,Ns
Algoritam pronalazi optimalni dual vector rjeSavajuéi sistem nelinearnih jednacina. U tacki
unutras$njosti (interior point), sistem je linearizovan i njegovim rjeSavanjem dolazimo do

Zeljenog vektora X.

1.4 GreSka slucajno odabranih nerijetkih signala sa

pretpostavkom rijetkosti

Jedan od originalnih doprinosa ove teze bice predstavljen u ovoj sekciji. Imajuci u vidu da
se isti bavi teorijom CS, a ne gradijentnim algoritmima, to ¢e dobijeni rezultati biti predstavljeni
u ovom poglavlju. Rijec je o formuli koja povezuje ocekivanu energiju greske u rekonstruisanim
koeficijentima sa energijom preostalih koeficijenata u nerijetkom signalu i energijom greske u

mjerenjima [6].
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Glava 1. Od analognih signala do kompresivnog odabiranja

Za pocCetak podsjetimo se kako od signala x(¢) trajanja T i njegovih odbiraka x(nAt) koji
zadovoljavaju teoremu o odabiranju, moZemo do¢i do DFT koeficijenata. Naime, periodi¢no
produZenje ovog signala se moZze zapisati kao [3]

1N ! ¢
Zx k)el2mkT | (1.29)

gdje su X (k) koeficijenti Furijeove transformacije koji su jednaki DFT koeficijentima ukoliko
koristimo oznaku x(n) za x(nAt) i At = T /N kao korak odabiranja. Kada je zadovoljena teorema
o odabiranju vazi i
X(k) = ]—V/Tx(t Yo 127k gy — Z x(n)e 2T (1.30)
T Jo

Posmatrajmo sada signal i njegovu DFT X (k) duZine N. Pretpostavimo da je signal odabran
u slucajnim trenucima, gdje su odbirci signala x(z,), pri Cemu vazi 0 <, < T. Specijalni
slu¢aj uniformnog odabiranja, kada su trenuci ¢, cjelobrojni umnosci At, je analiziran u [40].
Pretpostavimo dalje da su svi odbirci signala, zahvaceni bijelim Sumom &(z,), varijanse 682.
Broj dostupnih odbiraka signala (mjerenja) je N4. Koeficijenti X (k) su rekonstruisani pod
pretpostavkom da je signal K-rijedak. Generalne granice za greSku rekonstrukcije za slucaj
nerijetkih signala rekonstruisanih sa pretpostavkom rijetkosti su date u [41], dok su granice
greSke rekonstrukcije rijetkih signala kod algoritama za brzo racunanje Furijeove transformacije
(fast Fourier transform - FFT) date u [42,43].

Tacna relacija za ocekivanu kvadratnu gresku u koeficijentima rekonstruisanog nerijetkog
signala, koji je rekonstruisan pod pretpostavkom rijetkosti je data u vidu teoreme koja je
dokazana u tri koraka. U prvom koraku je posmatran slucaj K-rijetkog signala bez Suma. U
drugom koraku je dodat Sum u mjerenja, dok je u treCem uvedeno proSirenje u pogledu rijetkosti,
1 analiziran je slucaj nerijetkih signala. U nastavku slijedi pregled oznaka radi jednostavnijeg
pradenja, a nakon toga definicija i dokaz teoreme.

Oznake:

s X =[X(0),X(1),...,X(N—1)]T - vektor koeficijenata signala (DFT domen);
* A — mjerna matrica sa elementima
1 :
pi = Nexp(ﬂnktn/T), (1.31)
gdijejek=0,1,....N—1in=1,2,... Ny;
o y=[x(t1),x(t2),...,x(ty,)]" = AX - vektor mjerenja;

o K= {ki,ky,... , kg } — skup estimiranih pozicija nenultih koeficijenata K-rijetkog signala
X,
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Glava 1. Od analognih signala do kompresivnog odabiranja

Xk = [X(k1),X(kp),...,X (kg)]" — stvarne vrijednosti koeficijenta signala na pozicijama
ke K;

Xko — jednak je vektoru Xk na pozicijama kori¢enim za rekonstrukciju Xgo(k,) =
Xk (p) =X(kp) zak, € K, dok za k ¢ K ima vrijednost 0, Xxo(k) = 0;

Ak — matrica dobijena iz matrice A zadrzavanjem kolona k € K, a koje odgovaraju

estimiranim pozicijama koeficijenata

Xy — vektor od K rekonstruisanih koeficijenata, Xg(k), za k € K.

Teorema:

Energija srednje kvadratne gresSke u rekonstruisanim koeficijentima, u odnosu na K

odgovarajucih koeficijenata u originalnom signalu je

» K 2 oV
||XK—XR|!2=N—A||X—XK0|12+K]7A%- (1.32)

Dokaz:

1.

Krenimo od relacije
y =AX,

gdje su elementi matrice A dimenzija N4y X N definisani sa (1.31). PoCetna estimacija

koeficijenata X (k) se moZe izraCunati na osnovu dostupnih odbiraka signala kao

X = NAfy. (1.33)
Koriste¢i (1.33) 1 (1.29) imamo:
A Na . tn N-1
X(k) =Y x(tn)e 2™ =Y X(i)pa, (1.34)
n=1 i=0

gdje je
1 Na ) ( kyﬂ Na
,uik:NZej T =NY aniay.
n=1 n=1
Za i = k imamo L = Na/N, dok se za i # k koeficijenti w; ponasaju kao slucajne

varijable nulte srednje vrijednosti i varijanse var{u; } = Na/N>.

Za sludaj odabiranja u slu¢ajnim trenucima srednja vrijednost i varijansa signala X (k) su
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Glava 1. Od analognih signala do kompresivnog odabiranja

dakle:
. N,
B{R(Kk)} = X (k). (1.35)
. NS :
var{X (k)} = N2 Y X)) (1= 8(k—i)). (1.36)
i=0
Pretpostavicemo da su pozicije k1, k», ..., kg nenultih koeficijenata u K-rijetkom signalu

X estimirane na osnovu X. Estimacija pozicija moZe biti uradena na razlicite nacine,
u zavisnosti od algoritma koji se koristi. U primjeru na kraju ove sekcije je koriS¢ena
iterativna procedura iz MP (matching pursuit) algoritma, a mozZe se koristiti i neka od

metoda sa pragom u jednom koraku [44—46].

Pod pretpostavkom da mjerna matrica zadovoljava uslove za rekonstrukciju (RIP
ili indeks koherencije) inicijalna estimacija na detektovanim pozicijama nenultih

koeficijenata je
X(ky) =Y X(i)ug, zap=12,... K. (1.37)
icK
Ovaj sistem linearnih jednacdina se moze zapisati i u matricnoj formi kao

A N,
Xk = BXk = WAXK + Cg,

gdje je B matrica dimenzija K x K sa elementima b;j = [, Xk je vektor sa K elemenata
dobijen iz poCetne estimacije kao Xk (i) = X(k;), a Xx je vektor sa K odgovarajuéih
koeficijenata iz originalnog signala. Uticaj ostalih K — 1 komponenti na rekonstruisani

signal je oznacena sa Ckg.

Rekonstruisani DFT koeficijenti X, na pozicijama nenultih koeficijenata se dobijaju

minimizacijom ||y — AKXRH%. Njihove vrijednosti se raunaju kao
Xz = (AFAx) ' A%y. (1.38)

Kako je Agy = ]%,)A(K, a imajudi u vidu (1.33), prethodnu relaciju moZemo zapisati kao

1 .
Xg = N(A%AK)—IXK. (1.39)

Kako je Xx = BXk, rekonstrukciju moZemo smatrati tanom ako je

1 _ _
N(AI,?AK) =Bl

.. . . H . . o Na % o v
Znajuci da su elementi matrice AgAg jednaki B, = Y¥,2 A plnk; = Mk /N, moZemo
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Glava 1. Od analognih signala do kompresivnog odabiranja

zakljuciti da je AI’}(AK = B/N. 1z svega navedenog slijedi da Xz = Xg zaista vazi.

Znajudi da e rekonstrukcioni algoritam proizvesti tatne vrijednosti X (k) na pozicijama
k € K, moZemo zakljuciti da Ce uticaj ostalih ostalih K — 1 komponenti oznacen
sa C(k) biti poniSten tokom rekonstrukcije Xg(k) = ]%()A( (k) —C(k)) = %(%X (k)).
Rekonstrukcioni algoritam se, dakle, na pozicijama k € K za originalne vrijednosti signala

X (k) ponasa kao pojacava¢ za N /Ny, usput eliminiSuéi uticaj ostalih komponenti.

2. Pretpostavimo sada da su mjerenja zahva¢ena Sumom
y+¢&=AX,

pri ¢emu je varijansa $uma € ima vrijednost G7. Sum u mjerenjima ée dovesti do greska
u estimaciji X (k). Varijansa u X (k), prouzrokovana $umom u mjerenjima ¢e biti G}% e
N, o?2. Kako je podetna estimacija pomnoZena sa N /N, tokom rekonstrukcije (pokazano
u stavci 1), to ¢e varijansa Suma u rekonstruisanim komponentama biti
(Xp(k)} =N, 62< N )2 N 52
var{ Xg = — ) = —o;.
ATe\N, Ny ¢
Ovaj jednostavni rezultat moze se provjeriti statisticki [44] ili koriste¢i Bayesian metode
[47].

Kako je Sum isti u svakoj komponenti rekonstruisanog signala, ukupna srednja kvadratna
greSka (MSE) u K rekonstruisanih komponenti je
2
Xz — X3 = K%-Acﬁ. (1.40)
3. Sada ¢emo pretpostaviti da je signal priblizno rijedak (nerijedak), a da je rekonstruisan
pod pretpostavkom da je K-rijedak. Ovo zna¢i da N — K komponenti nece biti
rekonstruisano. Ove komponente ¢e se ponasati kao dodatni Sum u pocetnoj estimaciji,
odnosno kasnije u rekonstruisanom signalu. Karakteristike ovog Suma su opisane sa
(1.35) and (1.36). Svaka nerekonstruisana komponenta X (k;), k; ¢ K doprinosi Sumu u
pocetnoj estimaciji sa varijansom %|X (k;)|?. U procesu rekonstrukcije ova varijansa je
skalirana (N/N4)? (kao §to je pokazano u stavci 1 ovog dokaza). Ukupna varijansa je
dakle y-|X (k;)|*.

Ukupna energija Suma u svim rekonstruisanim komponentama signala Xg je K puta veca
od varijanse u jednoj rekonstruisanoj komponenti. Kako je ukupno N — K komponenti, to

je ukupna energija Suma

1 N
HXK—XRH§:K]7 Y X (k) (1.41)
A j=K+1
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Glava 1. Od analognih signala do kompresivnog odabiranja

Energija nerekonstruisanih koeficijenata je
2 N 2
IX—Xkoll; =}, [X(k)|". (1.42)
i=K+1

Iz (1.41) 1 (1.42) slijedi izraz za ukupnu energiju ovog Suma:

K
Xk —Xll3 = o~ X~ Xrol>. (1.43)
A

Greske prouzrokovane pretpostavkom rijetkosti nerijetkog signala (stavka 3) i Sumom u
mjerenjima (stavka 2) su nezavisne. To znaci da je totalna oCekivana energija greske u

rekonstruisanim komponentama signala jednaka sumi ove dvije energije:
2 K 2 oV
IXkx —Xgl|l5 = — [|[X—Xko|5 + K—0;. (1.44)
Ny Ny

Ovime je dokaz zavrSen.

Za specijalni slucaj ravnomjerno odabranih signala, formula greSke se moze lako izvesti iz

dvodimenzionog slucaja predstavljenog u [48]:

N — Ny N?
Xk =Xill2 = K== X = Xoll3 + K -0z (1.45)

Ovaj rezultat je moguce izvesti na osnovu prethodnog dokaza koriste¢i ¢injenicu da je izraz za

varijansu (1.36) u tom slucaju (ravnomjerno odabiranje) |X (i)|*N4(N — N4)/N.
Primjer 1.1. Posmatrajmo nerijetki signal

N
x(tn) =+ ¥ X (k)2 ™0/T 1 ().

N
I
—_

gdje je N =256 1 Ny = 160 slucajno pozicioniranih odbiraka. Frekvencije k; su slucajno
odabrane iz opsega 0 < k; < N. Sum €(t,) je Gausov, sa nultom srednjom vrijednoséu,
standardne devijacije o = 0.15/N. Amplitude signala su definisane u DFT domenu kao X (k;) =
1+v(i),zai=1,2,...,S (gdje je v(i) slucajna varijabla od 0 do 0.2) i X (k;) = exp(—3i/(25))
zai=S+1,5+2,...,N. Signal je rekonstruisan sa MP algoritmom, za razliCite pretpostavljene
rijetkosti K. Podrazumijevane vrijednosti parametra K su varirane od 1 do 20. Srednja vrijednost
energije greSke u rekonstruisanim koeficijentima je usrednjena za 100 realizacija (sa slu¢ajnim

parametrima signala) i izraCunata kao

Estatistics - 1010g <||XK—XR||%> .
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greska rekonstruisanih koeficijenata [dB]
'5 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

-10 ]

-20 ]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
pretpostavljena rijetkost K

greska rekonstruisanih koeficijenata [dB]

-15 T T T T T

pretpostavljena rijetkost K =8

_35 | | | | |
64 96 128 160 192 224 256

broj dostupnih odbiraka N4

Slika 1.7: Ukupna energija greske u rekonstruisanim koeficijentima za signal duzZine N = 256, za
razli¢ite vrijednosti rijetkosti (gornji grafik) i razli¢it broj dostupnih odbiraka (dolje).
Statisticki rezultati su usrednjeni za 100 nezavisnih realizacija u prikazani plavom linijom,
dok su teorijske vrijednosti oznacene crnim zvjezdicama.

Vrijednost greske je izraCunata 1 teorijski koristeci (1.32).
K > N* ,
Etheory: IOIOg ]VAHX—XKOHZ—'—KN—AGg .

Rezultati su prikazani na slici 1.7. Vidimo da se dobijene statisticke vrijednosti poklapaju sa

izvedenim teorijskim ocCekivanjima.
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Analiza gradijentnih algoritama

Centralno mjesto ove disertacije predstavljaju gradijentni algoritmi GA za rekonstrukciju
signala koji su rijetki u transformacionom domenu. Jedna od osobina koja ovu klasu
algoritama razlikuje od vecine ostalih algoritama za rekonstrukciju je ta da se signal
rekonstruiSe u izvornom (vremenskom) domenu, a koristeci znanje o rijetkosti samog signala
u transformacionom domenu [49]. Sami algoritam je publikovan u renomiranom casopisu a
kasnije je posluzio kao polazna osnova za mnoga druga istraZivanja u oblasti CS, te nasao
primjenu u mnogim od njih i posluZio kao referentni metod za druga istrazivanja [50-57].

U ovoj glavi e, ne gubeéi opStost, biti predstavljena verzija ovog algoritma za
jednodimenzione signale rijetke u DFT domenu, a sami algoritam je, kao Sto e se i vidjeti,
vrlo jednostavno prilagoditi za druge transformacione domene ili mjere koncentracije. Nakon
toga Ce biti analiziran parametar A ovog algoritma, Ciji odabir je od velike vaznosti za
samu rekonstrukciju imajuci u vidu da velike vrijednosti ovog parametra doprinose brzoj
konvergenciji, ali isto tako i veem biasu, tj. vecoj gresSci rekonstrukcije. U cilju demonstracije
uspjesnosti ovog algoritma, bie predstavljeno detaljno poredenje sa druga dva algoritma koji
se koriste u CS kako u pogledu brzine, tako i tacnosti rekonstrukcije. Prilikom poredenja u obzir
¢e se uzeti brzina i greSka rekonstrukcije, a poredenje Ce se bazirati na statistici dobijenoj za

veliki broj nezavisnih realizacija.

2.1 Motiv
Posmatrajmo N = 64 odbiraka signala
x(n) = sin(8nn/N), 2.1)

gdje je n=0,1,...,N — 1. Sa X (k) je oznafena DFT ovog signala. Na slici 2.1 je prikazan
uticaj broja nedostajucih odbiraka na transformacioni domen. Na grafiku pod a) je prikazan
DFT originalnog signala. Vidimo da je ovaj signal dobro koncentrisan, odnosno da ima samo

dva nenulta koeficijenta. RijeC je, dakle, o izuzetno rijetkom signalu. Na graficima pod b), ¢) id)
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0.5

| X (k)|

=2 0.4

Slika 2.1: Uticaj broja nedostaju¢ih odbiraka na transformacioni domen: a) Svi odbirci signala
dostupni; b) nedostaju 4 odbirka signala u vremenskom domenu (imaju vrijednost 0); b)
nedostaje 10 odbirka signala u vremenskom domenu; b) nedostaje 20 odbirka signala u
vremenskom domenu

je prikazan DFT signala za slu¢aj da mu nedostaju 4, 10 1 20 odbiraka, respektivno. Nedostajuci
odbirak u konkretnom slu€aju je zamijenjen vrijednoscu 0, jer se radi o signalu Cije su amplitude
u opsegu [—1,1], dok su pozicije nedostajucih odbiraka slu¢ajno odabrane. Vidimo da se sa
porastom broja nedostajucih odbiraka uvecava vrijednost koeficijenata koji su imali vrijednost
0 (za slucaj signala bez nedostajucih odbiraka). Upravo ova ¢injenica da sa porastom broja
nedostajucih koeficijenata opada koncentracija signala ¢e kasnije biti iskoriS§€ena u algoritmu
rekonstrukcije.

U prethodnom primjeru smo nedostajuce odbirke postavili na vrijednost 0. Kako je stvarna
vrijednost tih nedostajuéih odbiraka za signal definisan sa (2.1) u opsegu [—1, 1] jasno je da
nije svaki odbirak pomjeren za istu vrijednost u odnosu na svoju stvarnu vrijednost. Sada
¢emo vidjeti kako intenzitet oSte¢enja utice na transformacioni (rijetki) domen. Kao mjeru
koncentrisanosti/rijetkosti signala ¢emo koristiti normalizovanu (dijeljenje sa N) £; normu DFT

koeficijenata definisanu sa
1 N—1
A DFTx(m)]] = % ¥ IX(K)], 22)
k=0

gdje vece vrijednost mjere odgovaraju manjoj koncentraciji i obrnuto. Posmatraéemo slucaj 4,
7, 10 1 20 ostecenih odbiraka. Za svaki od ovih slucajeva, smo intenzitet svih odbiraka koji su
oSteceni pomyjerili za 0.2, 0.4, 1 1 3. Podsjetimo da je razlika izmedu maksimalne i minimalne
vrijednosti signala

max [x(n)] — min [x(n)] = 2.

Vrijednosti mjere koncentracije signala za prehodno navedeni scenario su prikazani u tabeli 2.1.
Vidimo da se sa povecanjem intenziteta oSteCenja povecava i vrijednost mjere koncentracije
(2.2), odnosno signal biva sve slabije koncentrisan. Mjera koncentracije originalnog signala,

kome ni jedan odbirak nije oStecen je 1.

38



Glava 2. Analiza gradijentnih algoritama

Tabela 2.1: Vrijednost ¢; norme za razne kombinacije broja nedostajuih odbiraka i intenziteta
ostecenja. Vrijednost mjere originalnog signala je 1.

Broj nedostajucih Intenzitet oStecenja
odbiraka 02 04 1 3

4 1.35 1.70 276 6.32
7 145 190 325 7.6
10 1.94 288 572 15.17
20 204 3.09 623 16.69

Prethodna dva primjera i analize moZemo svesti na dva zakljucka:

* Povecanje broja nedostaju¢ih odbiraka dovodi do slabije koncentracije signala u domenu

rijestkosti

* Povecanje intenziteta oSteCenja dovodi po slabije koncentracije signala u domenu

rijetkosti

Imajuéi ovo u vidu, mozemo intuitivno doci do zakljucka da bi algoritam koji bi varirao
vrijednosti odbiraka u vremenskom domenu, vodeéi racuna da signal bude $to je moguce
viSe koncentrisan u domenu rijetkosti, dovodio do konvergencije vrijednosti odbiraka signala
stvarnim vrijednostima. Ova Cinjenica predstavlja jednu od osnovnih ideja nastanka gradijentnih
algoritama koji su tema ove disertacije.

U prethodnim primjerima smo govorili o rekonstrukciji nedostajucih odbiraka signala. Na
prvi pogled, moze se izvesti pogresan zakljucak da opisani scenario nema veze sa CS postavkom
definisanom sa 1.10. Medutim, kao Sto je ve¢ ranije i pomenuto, dostupni odbirci signala (oni
kojima znamo pozicije i vrijednosti) u prethodna dva primjera odgovaraju mjerenjima signala y

u klasicnom CS scenariju za slucaj parcijalne DFT matrice pomenute u odjeljku 1.3.2.

2.1.1 Direktna pretraga

Prije nego Sto definiSemo gradijentni algoritam, pokaza¢emo kako se prethodni zakljucci
mogu iskoristiti za rekonstrukciju originalnog signala ne vodeci rauna o optimizaciji i

mogucnosti eventualne prakti¢ne primjene. Posmatrajmo N = 128 odbiraka signala
x(n) = 2sin(6n/N) + 3cos(24nn/N), (2.3)

gdje je n =10,1,...,N — 1. Pretpostavimo da su dva odbirka tog signala na pozicijama mj i
my nedostupna (0 < my,my < N — 1). Njihove vrijednosti su postavljene na 0. Imajuéi u vidu
da ¢e mjera koncentracije (2.2) biti minimalna za slucaj da nedostaju¢i odbirci imaju stvarne
vrijednosti, to ¢emo direktnom pretragom pokusati da pronademo koje su to vrijednosti. Kako
se amplituda signala (2.3) moze kretati u opsegu [—5,5], to éemo ovaj interval podijelili na
101 vrijednost (korak 0.1), pri ¢emu svaki od nedostajucih odbiraka signala moze uzeti bilo

koju od 101 vrijednosti iz posmatranog intervala. Zatim ¢emo sracunati mjeru koncentracije
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Slika 2.2: Rekonstrukcija dva odbirka signala direktnom pretragom u vremenskom domenu. a)
Originalni signal kome su dva odbirka, oznacena crvenim krsti¢ima oStecena; b) DFT domen
tog signala; c) rekonstruisani signal, gdje su za vrijednosti dva nedostajuca odbirka uzete one
vrijednost koje proizvode najmanju vrijednost mjere koncentracije; d) DFT rekonstruisanog
signala; ) mjera kao funkcija vrijednosti nedostajucih odbiraka; f) normalizovana mjera kao
funkcija vrijednosti nedostajucih odbiraka prikazana u tri dimenzije.

za svaku od 10201 = 101? kombinacija vrijednosti nedostajuéih odbiraka. Za rekonstruisane
vrijednosti su izabrane one koje su proizvele najmanju mjeru koncentracije. Na slici 2.2 je
prikazan prethodno opisani eksperiment. Vremenski diskretni domen posmatranog signala je
prikazan pod a), pri ¢emu su crvenim kruZi¢ima oznaceni odbirci na nedostajuéim pozicijama
mj 1 my. DFT domen ovog signala prikazan je pod b). Obratimo paZnju da ovaj signal u
transformacionom domenu nema nultih koeficijenata, $to je posljedica netacnih vrijednosti
odbiraka na pozicijama m i my. Nakon sprovedene pretrage vrijednosti odbiraka x(m;) i x(my)
koje proizvode najmanju vrijednost mjere koncentracije (2.2) su proglasene za tacne i tako je
dobijen rekonstruisani signal predstavljen pod c). Njegov DFT domen je prikazan pod d) i kao
Sto vidimo, svega 4 koeficijenta imaju nenultu vrijednost, dok ostali imaju vrijednost jako bliske
0, koje mozemo zanemariti. Vrijednosti mjere za razne kombinacije vrijednosti odbiraka x(m )
i x(my) je prikazan pod d). Crnim linijama su oznacene tacne vrijednost nedostajucih odbiraka.

MoZemo primijetiti da se minimum mjere koncentracije poklapa sa stvarnim vrijednostima
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odbiraka. Normalizovana mjera u tri dimenzije je prikazana pod f). Jasno je da smo sprovedenim
postupkom uspjesno rekonstruisali nedostajuce odbirke.

lako, teorijski posmatrano, prethodni postupak moZemo koristiti za rekonstrukciju, do
problema dolazi kada se susretnemo sa realnim dimenzijama signala i brojem nedostajuéih
odbiraka. Za slucaj signala kome nedostaje 10 odbiraka ¢ija vrijednost je u intervalu [—5,5]
1 ukoliko je Zeljena taCnost vrijednosti rekonstruisanih odbiraka 0.001 potrebno je izvrSiti
10001'% 2 10*° radunanja mjera koncentracije. Ocigledno je da ovaj postupak nije moguée
izvrSiti na standardnim raCunarima. Formula kojom se moZe u opStem slucaju izracunati broj
potrebnih operacija O bi bila

0=1L",

gdje je L broj mogucih vrijednosti koje moze imati svaki od nedostajucih odbiraka, a Ny je broj
odbiraka signala koji nedostaju.

Jedan mogudi nadin za smanjenje broja potrebnih operacija bi mogla biti upotreba
promjenljivog koraka, gdje bi se u pocetnim iteracijama koristio veci korak za grublju
aproksimaciju vrijednosti, a nakon toga bi se posmatrani opseg mogucih vrijednosti i
korak smanjivali za tacniju aproksimaciju. Ipak, i na ovaj nain bismo ostali ogranieni na

rekonstrukciju malog broja nedostajucih odbiraka.

2.2 Algoritam

Prethodno opisani postupak pretrage svih mogucih vrijednost nedostaju¢ih odbiraka
signala nije mogu¢ u realnim aplikacijama. Jedno od mogudih rjeSenja problema bi bilo
mijenjanje vrijednosti svakog od odbiraka u smjeru tacne vrijednosti tog odbirka u originalnom
signalu. Prilikom odredivanja smjera u kom treba pomjerati vrijednosti svakog od nedostajucih
odbiraka u obzir je uzeta mjera koncentracije, odnosno, u sekciji 2.1 prezentovani zakljucak da
intenzitet oSteéenja direktno utice na vrijednost mjere koncentracije. Odabirom pravog smjera
za pomjeranje, dolazi do smanjivanja intenziteta oSteCenja, a samim tim i mjere koncentracije.
Ove ideje su iskoriS¢ene za realizaciju gradijentnog algoritma rekonstrukcije [49] koji je
centralna tema ove disertacije.

Posmatrajmo N odbiraka diskretnog signala x(n), gdje jen=0,1,...,N — 1. Pretpostavimo
da nam je dostupno Ny odbiraka signala na pozicijama Ny = {nj,na,...,ny,} C N =
{1,2,...,N}, gdje je sa Ny oznacen skup pozicija ovih (dostupnih) odbiraka. Preostalih
Ny = N — N, odbiraka ovog signala nedostaje Ny = {q1,42,--..,9n,, }, gdje je Ny = N\ Ny.
Sa T[] ¢emo oznaliti operator transformacije koji signal iz vremenskom domena prevodi
u transformacioni domen, dok ¢e sa x,(n) biti oznalen rekonstruisani signal u vremenskom

domenu. Za mjeru koncentracije ., ¢emo koristiti relaciju

M, f(x)] = iZ £, (2.4
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gdje je N, duzina vektora f(x). Obratimo paznju da za p = 1 ova mjera predstavlja ¢; normu,
dok za p = 1/2 govorimo o ¢, normi.

Zbog lakSeg razumijevanja 1 preglednosti, nabrojmo taksativno vazne oznake:

* x(n) - originalni signal

N i N - duzina originalnog signala i skup pozicija svih odbiraka, respektivno

Ny 1 Ny - broj dostupnih odbiraka i skup pozicija dostupnih odbiraka, respektivno

Ny 1 Njy - broj nedostajucih odbiraka i skup pozicija nedostajucih odbiraka, respektivno
* T[] - operator transformacije signala iz vremenskog u domen rijetkosti

* ., -] - mjera koncentracije

* x,(n) - rekonstruisani signal u vremenskom domenu

Algoritam se moZe opisati sljedec¢im koracima:

Formirajmo pocetnu iteraciju m = 0 rekonstruisanog signala kao P (n), gdje indeks (0)
govori da se radi o pocetnoj iteraciji algoritma m = 0. Na pozicijama dostupnih odbiraka Ny
ovaj signal ima vrijednosti originalnog signala, dok na pozicijama nedostupnih odbiraka ovaj

signal ima vrijednost 0.

(0) x(n) zaneNy
X (n) =
0 zan € Ny

(0)

Oznacimo prethodno formirani signal sa x;(n) = x;’(n). Ovaj signal koristicemo u koraku
5 za ispitivanje postignute preciznosti, kao uslov za obustavu algoritma. Pomenimo da
dostupni odbirci signala predstavljaju mjerenja signala y(n), gdje je za dobijanje mjerenja

(0)

kori$¢ena parcijalna DFT matrica. Odredimo parametar A kao magnitudu signala x; ' (n), tj.
A = max ‘xﬁo) (n))
Korak 1: U svakoj iteraciji algoritma m, za svaki nedostajuci odbirak signala na pozicijama g;

iz skupa N, formirajmo dva signala x;" (n) i x; (n)

Hm (n) = X£m) (n)+A  forn=g;
' " (n) for n # g;
(m) oy _ —

X (m) (n) = xzm) (n)—A  forn=n;
X (n) forn # n;

Korak 2: Odredimo gradijent mjere za svaki par signala formiranih u koraku 1

Ay [Tl ™ )] = [ 10 " )]

g(qi) = A : (2.5)
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Mjera .#,, je definisana sa (2.4).
Korak 3: Formiramo vektor gradijenata G duZine N. Na pozicijama dostupnih odbiraka ovaj
vektor ima vrijednost 0, dok na pozicijama ¢; iz skupa Ny, ima vrijednost g(g;) sracunatu u

koraku 2.
Gy =1 ¢ (¢;) zan€Ny, gdiejeqi=n
0 zan €Ny

y .o .. . . . +1
Korak 4: [zra¢unamo aZuriranu vrijednosti rekonstruisanog signala xﬁ’" )(n) kao

2" () = 1" (n) — G (n).

Konstanta u uti¢e na performanse algoritma i obi¢no se uzima y = 2A.
Korak 5: Provjerimo da li je zadovoljen neki od kriterijuma za zaustavljanje algoritma. Ukoliko

jeste, rekonstruisani signal je x,(n) = x£m+1) (n), a ukoliko nije, proglasimo trenutnu vrijednost

rekonstruisanog signala x§m+1)(n) za aktivnu x\" (n), tj. uvedimo m <— m+ 1. Nakon ovoga
potrebno je provjeriti da li je algoritam uSao u oscilatorno stanje za posmatrano A. Ukoliko
jeste potrebno je smanjiti A i vratiti se na korak 1. Eksperimentalnim putem je utvrdeno da
je A poZeljno smanjiti kao A/3, a viSe o samom parametru A Ce biti rijeci kasnije. Ukoliko
je parametar A aZuriran, potrebno je promijeniti i signal x;(n) koji se koristi u kriterijumu za
zaustavljanje algoritma x,(n) = A (n).

Ponavljajuci korake 1-5 u iterativnoj proceduri, vrijednosti nedostajucih odbiraka ¢e voditi
ka minimalnoj mjeri koncentracije, a samim tim i ka stvarnim vrijednostima ovih odbiraka.

Komentari:

* Vrijednost 0 za nedostajuce odbirke u pocetnoj iteraciji (0) je uzeta pod pretpostavkom
da je srednja vrijednost odbiraka signala 0. Za odredene klase signala kod kojih srednja
vrijednost ima neku drugu vrijednost, nedostajuce odbirke treba postaviti na tu vrijednost.
Kod slike, gdje je vrijednost piskela u intervalu [0,255], smisleno je izabrati vrijednost
127 ili 128.

* Konstanta A se koristi da bi se odredilo da 1li je posmatrani odbirak treba uvecati
ili umanjiti za odredenu vrijednost, kako bi njegovom promjenom smanjili mjeru

koncentracije.

* U ovoj tezi je dominantno koriS¢ena mjera .#), za vrijednost p = 1, pa otuda i ovaj
algoritam u toj formi smatramo algoritmom zasnovanim na ¢; normi. Prezentovani

algoritam svakako mozZe koristiti i druge konveksne norme.

* U mnogim realizacijama i primjerima u ovoj tezi, za domen rijetkosti je koriS¢en
DFT domen, sa izuzecima rekonstrukcije slike, gdje je koris¢en DCT domen i nekim
medicinskim signalima gdje je kori§¢en hermitski domen (HT). Jo§ jedan primjer

upotrebe algoritma u hermitskom domenu dat je u [57].
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Algoritam 1 Gradijentni algoritam

Require:
 Skup pozicija nedostajucih odbiraka Ny,

* Mjerenja, odnosno dostupni odbirci signala y(n)

(0)

1: x ' (n) < y(n) >zan ¢ Ny
2: xﬁo)(n) 0 >zan € Ny
3 m+0
4 A<+ max|x\” (n)]
5: repeat
6: repeat
7: x£m+1)(n) o xm (n) > za svako n
8: for g; € Ny, do >pzai=1,2,...,Ny
9: X (k) T [x£m> (n) +AS(n— qi)]
10: X (k)< T [xﬁ’") (n) —Ad(n— qi)]
[ N=I
11: g()) « = ) IX," (k)| = |X, (k)|
N =
12: X" (g) ) (g7) ~ g0
13: end for
14: m<+—m+1
15: until nije zadovoljen kriterijum za smanjenje A
16: A+ A/3

17: until nije postignuta Zeljena preciznost
18: xp(n) £ (n)

Output:
* Rekonstruisani signal x,(n)

* Gradijent mjere racunat u koraku 2 je proporcionalan gresci xﬁ’") (n) —x(n).

* Prilikom aZuriranja signala u koraku 4, odbirci signala koji su poznati (pozicije iz skupa

N4 ) ¢e ostati nepromijenjeni, jer gradijentni vektor G na tim pozicijama ima vrijednost 0.

(0)

* Uvedimo oznaku x;(n) = x;/(n). Oznaka x4(n) je uvedena zbog ljepSeg zapisa na
graficima 1 uvijek ¢e se odnositi na signal kome su vrijednost nedostaju¢ih odbiraka

postavljene na O.

Prezentovana procedura rekonstrukcije je u formi algoritma/pseudokoda prikazana u
algoritmu 1. Zbog kompaktnosti zapisa neki od koraka su prikazani drugacije u odnosu na gore
predstavljene korake.

Komentari:

(0)

* Prilikom formiranja inicijalne vrijednosti rekonstruisanog signala x, ’(n), koris¢en je

vektor mjerenja y(n), a sama procedura formiranja je obavljena u linijama 1 i 2.
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e Pri ratunanju gradijenta mjere kori$éena je suma apsolutnih vrijednosti, koja odgovara ¢
normi. Ova norma je izabrana jer je ona koriS¢ena u skoro svim primjerima u ovoj tezi,
ali je u ovom koraku moguce koristiti 1 neku drugu mjeru. Ove operacije opisane su u

linijjama 9-11.

* Kod azuriranja rekonstruisanog signala, aZurirane su samo vrijednosti na nedostaju¢im

pozicijama, imajuci u vidu da se poznate pozicije ne mijenjaju (linija 12).

* U algoritmu je koriS¢eno u = 2A, te je stoga doSlo do izostavljanja vrijednosti 2A u liniji

11, kao i parametra y u liniji 12.

2.2.1 Tlustracija rekonstrukcije u vremenskom domenu

Primjer rada algoritma bice ilustrovan na jednostavnom primjeru. Posmatrajmo digitalni

signal x(n) duzine N = 32 dobijen odabiranjem signala
x(t) = sin(4mt),

na intervalu [0,1 — Ar] sa korakom Az = 1/N. Pretpostavimo da ovom signalu nedostaju 4

odbirka Cija je vrijednost postavljena na 0. Primijenjeno je 8 iteracija gradijentnog algoritma.

(0

KoriS¢ena je fiksna vrijednost A = max |x; )(n)‘ /5. Ova vrijednost parametra A uzeta je iz

prakti¢nih razloga sa ciljem da se jasnije uoCi ponasanje algoritma. Sa ve¢im vrijednostima
bi algoritam mnogo brZze doveo odbirke do Zeljenih vrijednosti i uSao u fazu oscilovanja.
Detaljna analiza parametra A data je u nastavku teze. Rezultati 1 tok rekonstrukcije prikazani
su na slici 2.3. Plavom bojom prikazane su vrijednost signala x,(n) tokom iteracija. Crvenom
bojom prikazana je razlika izmedu trenutne vrijednosti odbiraka koje rekonstruiSemo i stvarne
vrijednost odbiraka na tim pozicijama. Vidimo da se tokom iteracija duZina crvenih linija
smanjuje, Sto znaci da odbirci na tim pozicijama tokom iteracija bivaju sve blizi taCnim

vrijednostima.

2.2.2 Kriterijum za zaustavljanje algoritma

Kako je rije¢ o iterativnom algoritmu, jasno je da odredeni kriterijum za obustavu
algoritma mora biti usvojen. Jedno moguce rjesenje jeste da se koristi neki unaprijed zadati
broj iteracija. Ova ideja bi za neki dovoljno veliki broj iteracija dala zadovoljavajue rjesenje
u pogledu tacnosti rekonstrukcije, medutim ta procedura ne bi bila vremenski optimalna.
Nakon odredenog broja iteracija i nakon smanjenja parametra A do vrijednosti koja proizvodi
kompjuterski ograni¢enu preciznost (~ 10~!4 za MATLAB), algoritam bi poceo da oscilira oko
stacionarne tacke ne doprinoseci daljem smanjenju greske. Takode u situaciji gdje nam ne treba
toliko velika preciznost, ne bi bili u mogucnosti da detektujemo da li je algoritam dostigao

Zeljenu preciznost ili je greska joS uvijek isuviSe velika. Kao rjeSenje ovim problemima namece
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Slika 2.3: Rekonstrukcija signala gradijentnim algoritmom u 8 iteracija. Plavom bojom prikazan je
signal x,(n), dok je crvenom bojom prikazana razlika izmedu trenutne vrijednosti odbiraka
koje rekonstruiSemo i stvarne vrijednost odbiraka.

se koriS¢enje procjene greske rekonstrukcije. Za raCunanje tane greske rekonstrukcije, bilo bi
potrebno koristiti kompletan skup odbiraka i rekonstruisanog i originalnog signala. Kako je u
trenutku rekonstrukcije originalni signal nepoznat (njega pokuSavamo rekonstruisati), moramo
pokuSati da procijenimo tu greSku. Jedan od nacina da to izvedemo, a koji je koriS€en u

implementaciji algoritama i u ovoj tezi, jeste da izraCcunamo odnos rekonstrukcione greske i
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signala [3] za set dostupnih odbiraka kao

[

x(n) — K (n)

ZHGNM

2
ZHENM ‘

PredlozZeni kriterijum nam omogucava da procijenimo gresku rekonstrukcije. U slucaju da je
vrijednost praga 7T, ispod neke unaprijed zadate vrijednosti (npr. 100dB) to znaci da treba
nastaviti sa iteracijama algoritma, dok ukoliko dobijemo vrijednost ve¢u od nekog unaprijed
zadatog praga, znaci da smo postigli Zeljenu preciznost i da moZemo prestati sa iteracijama
algoritma. Napomenimo da je ovo samo procjena, a ne egzaktna greSka rekonstrukcije, koju

nije ni moguce tacno izraCunati.

Primjer 2.1. Posmatrajmo N = 256 odbiraka signala x(n) dobijenog odabiranjem signala
x(t) = 3sin(27 fit) + 3cos(2x f>t) + 0.4 sin(27 f31),

na intervalu [0, 1 — Az] sa korakom At = 1 /N, gdje su f; = 10, f, = 151 f3 = 30. Pretpostavimo
da N4 = 100 odbiraka ovog signala na slu¢ajnim pozicijama nedostaje i da ih je potrebno
rekonstruisati. Rekonstrukcija je izvrSena gradijentnim algoritmom, a rezultati rekonstrukcije
su prikazani na slici 2.4. Na grafiku a) je prikazan pocetni signal kome 100 od 256 odbiraka
nedostaje. Na grafiku pod b) je prikazan DFT domen ovog signala. lako se pomenuti signal
sastoji od 3 sinusoidalne komponente od kojih svaka proizvodi po 2 koeficijenta u DFT
domenu, vidimo da usljed velikog broja nedostajucih odbiraka nemamo ocekivanih 6 nenultih
komponentni. Naime, Sum koji su ovi nedostajuci odbirci proizveli je zahvatio sve komponente
u DFT domenu, pa tako svih 256 koeficijenata DFT domena imaju nenultu vrijednost. Nakon
50 iteracija algoritma, rekonstruisani signal je prikazan pod c) gdje su crvenom bojom prikazani
rekonstruisani odbirci. DFT domen ovog signala prikazan je pod d). Vidimo da nakon procesa
rekonstrukcije samo 6 koeficijenata ima nenultu vrijednost, $to je i ofekivano za signal x(n)
iz ovog primjera. Na grafiku pod e) je prikazan parametar A tokom svih 50 iteracija algoritma.
Konacno, na grafiku f) je prikazana procijenjena greSka rekonstrukcije racunata sa (2.6). Vidimo
da sa smanjenjem A dolazi do smanjenja i procijenjene greske Sto se poklapa sa ocekivanjima,
jer manje vrijednost A dovode do tacnije rekonstrukcije, a samim tim 1 manje greSke. Uvedeni
parametar 7, dakle, ima smisla koristiti za procjenu greske rekonstrukcije, a samim tim 1 prekid

iteracija algoritma.

Obratimo paznju da vece vrijednost 7, odgovaraju manjoj vrijednosti greSke. U slucaju
zamjene brojioca i imenioca u (2.6), manje vrijednost 7, bi odgovarale manjoj gresci, ali bi u
tom slucaju radili sa negativnim vrijednostima, $to je i razlog ovog nacina definisanja greske u
(2.6).
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Slika 2.4: Rekonstrukcija signala gradijentnim algoritmom u 50 iteracija, pri ¢emu je parametar A
mijenjan kao A <~ A/3 na svakih 5 iteracija. a) PoCetni signal kome nedostaje 100 odbiraka;
od ukupno 256; b) DFT pocetnog signala; c) rekonstruisani signal; d) DFT rekonstruisanog
signala; e) parametar A; f) procijenjena greska rekonstrukcije 7.

2.3 Parametar A injegov uticaj na rekonstrukciju

Kao $to vidimo, parametar od kojeg najvise zavisi rekonstrukcija je A [3, 58]. Zbog toga
¢e on detaljno biti analiziran u ovoj sekciji. Kako je prezentovani algoritam u najveem broju
slucajeva u ovoj tezi koriS€en sa DFT signalima, to ¢e sljedeca analiza podrazumijevati da je
DFT domen rijetkosti signala. Takode, imajuci u vidu da je algoritam dominantno koris¢en sa
£; normom, ista ¢e se takode podrazumijevati u daljoj analizi.

Posmatrajmo signal u vremenskom domenu x(n) i njegovu K-rijetku prezentaciju u DFT
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domenu X (k), gdje su duZine signala N. Pretpostavimo da jedan odbirak signala x(n) na
poziciji n, nedostaje, a da je signal koji rekonstruiSemo x,(n). Odbirak na poziciji n, moze
uzeti proizvoljnu vrijednost x,(n,) = x(n,) + s(n,) gdje je sa s(n,) oznacena promjenljiva koja
predstavlja pomjeraj na poziciji n, u odnosu na stvarnu vrijednost posmatranog odbirka u
originalnom signalu x(n). Dalje, ¢/ norma DFT prezentacije signala koji Zelimo rekonstruisati
je

N—1
Xl =) 1X(k)|. 2.7)
k=0

U skladu sa korakom 1 predstavljenim u sekciji 2.2, a imajuci u vidu promjenu posmatrane

varijable s(n,) posmatrajmo dva signala

x;/ (n) = x(n) + (s(n) +A) 8 (n—n,) 2.8)

gdje je 8(n — n,) Dirakova delta funkcija sa vrijednoséu 1 u n,. Gradijent mjere za prethodno

dva kreirana signala na poziciju n,, a definisan u koraku 2 algoritma u sekciji 2.2 je

X1 = 1%

TNA (2.9)

g(ny) =

Obratimo paznju da se konstanta N u imeniocu, za razliku od algoritma u sekciji 2.2, javila zbog

izostavljanja iste u (2.7). IzraCunajmo sada DFT domen signala definisanih sa (2.8). Po¢nimo

sa signalom x;" (n)

Na sli¢an nacin dobijamo i DFT domen signala x, (n)
X (k) = X (k) + (s(ny) — A)e I Wk,
Uocimo da se impuls §(n — n,) prostire na svim frekvencijama u DFT domenu. Prije nego $to

se vratimo na izraz (2.9) izratunajmo mjere koncentracije (¢ norme) signala X, (k) i X, (k).

Za prvi od ova dva signala vazi
. N-—1 . N-—1 s
X5 = X %57 (0] = X X0+ (s(n) +a)e 75,
k=0 k=0

Ukoliko zanemarimo uticaj desnog sabirka sume (s(1,) +A)e ™/ ¥k na K nenultih koeficijenata
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u X (k) prethodnu relaciju moZemo aproksimirati sa
N-—1 .
X0, = X X0+ (s(m0) + ) 5] -+ [s(m) + AN, 2.10)
k=0

gdje je ¥ = ||X]|; mjera koncentracije (¢; norma DFT koeficijenata) originalnog signala x(n).

Sli¢nu aproksimaciju mozemo uraditi i za drugi signal, pa dobijamo
N—1 .
X, = ¥ ‘X(k) + (s(ny) — A)e I T | x5y 4 |s(ny) — AN, (2.11)
k=0

Konac¢no, moZzemo dobijene relacije uvrstiti u (2.9) 1 dobiti gradijent mjere na poziciji ny

X = X0 [s(ne) + A= [s(ny) — A

8(n) = 2NA ~ 2A

(2.12)

Prethodno dobijeni izraz moZemo tumaciti na dva nacina:

* |s(ny)| < A - Ukoliko je odstupanje s(n,) od stvarne vrijednost signala manje od parametra
A tada se relacija (2.12) aproksimira sa

Obratimo paZznju da je gradijent mjere u ovom slucaju proporcionalan intenzitetu

oStecenja odbirka s(ny), kao i da vazi |g(n,)| < 1.

* |s(ny)| > A - Ukoliko je odstupanje s(n,) od stvarne vrijednost signala vece od parametra
A tada se relacija (2.12) aproksimira sa

g(ny) = sign(s(ny)).

U ovom slucaju gradijent mjere nije proporcionalan intenzitetu o$tecenja odbirka s(ny),
ve¢ se moze koristiti isklju¢ivo za odredivanje smjera u kom se nalazi tacna vrijednost

signala.
Primjer 2.2. Izracunajmo gradijent mjere za

(@) s(ny) =0.61iA=10

0.6+10]—[0.6—10]  10.6-9.4 12  s(n)

8(n) 2% 10 20 20 A

(b) s(ny) =—0.6i A=10

_[-0.6+10/—[-0.6—-10]  9.4—106 —12  s(n,)

8(m) 2 % 10 20 20 A
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(c) s(ny) =3.61A=0.1

3.6+0.1]—]3.6—0.1]  3.7-3.5
2x0.1 0.2

8(nx) = = 1 =sign(s(ny))

@) s(ny) =—-3.6iA=0.1

|-3.6+0.1]—|-3.6—0.1]  3.5-3.7

glnr) = 2%0.1 ~ 02

—1 =sign(s(nx))

Iako je analiza u ovoj sekciji radena za slucaj jednog odbirka koji nedostaje, pokazalo se

da izvedene relacije dobro prate teoriju i za slucaj viSe osSteCenih odbiraka [58].

2.3.1 Parametar A i tacnost rekonstrukcije

Vidjeli smo kako A uti¢e na vrijednost gradijenta mjere. Sada ¢emo za slucaj jednog
nedostajuéeg odbirka, vidjeti kako vrijednost parametra A uti¢e na preciznost rekonstrukcije [3].
U analizi Ce se takode posmatrati sluc¢aj jednog nedostajuceg odbirka, a iskustveno je potvrdeno
da izvedeni zakljucci u dobroj mjeri prate i slucaj viSe nedostajucih odbiraka.

Pretpostavimo da imamo signal oblika
K 27

koji ima K nenultih komponenti u DFT domenu. Dalje, smatraéemo da je u procesu
rekonstrukcije vrijednost nedostajueg odbirka izjednacena sa vrijednoséu istog odbirka u
originalnom signalu, odnosno da je intenzitet oSteCenja na poziciji posmatranog odbirka s(n,) =
0. Izracunajmo vrijednost mjera koncentracije (¢, norme DFT koeficijenata) signala x;"(n) i

x, (n) za posmatrani slucaj. Krenimo od vrijednosti ovih signala koje su

Izratunajmo najprije DFT domen posmatranih signala. Za x," (n) imamo

N—1 e N—1 .
Sk =) x5 (e TR =Y (x(n) + A8 (n—ny))e TN,
n=0 n=0

Uvrstimo sada (2.13) u prethodnu relaciju 1 razdvojmo sumu na dva dijela

N—-1 K
X ZZAe’N"k’e ]N”k+ZA5n nye” JRFnk
n=0i= n=0

. (2.14)

Z Z —]N n(k—k;i) —|—A€ anxk
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Iskoristimo sada jednakost (*dokaz se nalazi neposredno nakon ove sekcije)
N=1
Y eI Wrkk) = N§ (k— k).
n=0
i uvrstimo je u relaciju (2.14)
K 27
X' (k) =Y NA;S(k—ki) + Ae 5"k,
i=1

IzraCunajmo sada ¢; normu prethodnog signala

N—1| K .
||Xj_Hl = Z ZNAia(k—ki) _}_Ae—jﬁnxk
k=0 |i=1

K
= Y | X NAB (ki) + AT R 4 Y AT
k=k; |i=1 kk;

K
=) ‘NAi +Ae IRk 4 (N — K)A
i=1
Na sli¢an nacin izraz za ¢ normu signala X, (k)

K
1%, |, = 3 W s T 4 (v
i=1

2W”n,ck

Pod pretpostavkom da su A; i e~/ i u fazi kod oba signala dobijamo da je

K
1X ]|, = Y INA;| + KA+ (N — K)A = y+NA
i=1

1

. , (2.15)
X7 ||, =), INAi| — KA+ (N —K)A=y+ (N —2K)A
i=1
pri ¢emu je y = ||X||;. Ukoliko uporedimo prethodne dvije norme jasno je da njihovim

uvrStavanjam u izraz za gradijent mjere (2.9) dobijamo g(n,) # 0. To znaci da ée algoritam
pomjeriti vrijednost odbirka na poziciji ny iz tacne vrijednosti za vrijednost b, kako bi gradijent

mjere bio 0. Za tako pomjerenu vrijednost, mjere (2.15) e biti

||Xr+H1 =Y+N(A—D) |
X, ||, = v+ (N—2K)(A+Db)

Izjednacavajuci | X" ||, i ||X;"||; dobijamo izraz za bias b minimuma mjere koncentracije

N(A—b) = (N —2K)(A+b)
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K K

~

b= — A=~ —
N—-K N

Aproksimacija u prethodnom izrazu je uradena pod pretpostavkom da je duZzina signala mnogo

veca od broja nenultih koeficijenata u DFT domenu N > K.

Vidimo da je bias proporcionalan parametru A, $to znaci da je za veliku preciznost potrebno
koristiti malo A. Medutim, mala vrijednost parametra A povlaci za sobom potrebu za velikim
brojem iteracija kako bi se doSlo do minimuma mjera, odnosno uspjeSne rekonstrukcije. Kao
logi¢no rjeSenje problema namece se potreba za uvodenjem varijabilnog A. U pocetku bi se
koristile vece vrijednosti, kako bi se brze priblizili minimumu mjere, a nakon toga bi se A
smanjivalo kako bi dobili vecu tacnost rekonstrukcije.

*Dokaz
Dokazimo da vazi jednakost
N—1

Y e iRk — N§(k—k;).

n=0

Posmatrajmo DFT signala x(n) duzine N
X (k) =N6(k—ki).

Izracunajmo inverznu DFT ovog signala
1 R P27k i 2%k,
x(n)=— Y N&(k—k)e/ V" = /N,
N k=0
Furijeov transformacioni par, dakle, Cine signali

X (k) +— x(n),

NS (k—k;) < e/ Wi,
Uvrstimo sada signal x(n) u izraz za DFT

X(k) = N8(k—k) = Y /¥ T
n=0

Iz prethodnog izraza slijedi
N-1

Y e ¥ k) — N§(k—K;).
n=0
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Slika 2.5: Ugao « izmedu susjednih gradijentnih vektora G tokom procesa rekonstrukcije koji se
obavio kroz 80 iteracija (plava boja). Parametar A je mijenjan na svakih 20 iteracija.

2.3.2 Kriterijum za smanjenje parametra A

Vidjeli smo da je za preciznu rekonstrukciju signala od velike vaznosti pravilan odabir
parametra A. Upotreba velike vrijednosti ovog parametra dovodi do brzog smanjenja greske,
odnosno priblizavanja minimumu mjere, ali sa druge strane prisutan je veliki bias koji je
proporcionalan sa A. Tada je potrebno smanjiti vrijednost parametra A kako bi se smanjio
bias, a povecala tacnost rekonstrukcije. Jedan od izazova predstavlja detekcija trenutka kada
je potrebno smanjiti parametar A.

Posmatrajmo ugao izmedu dva susjedna gradijentna vektora G. Oznalimo trenutni
gradijentni vektor u iteraciji m sa G,(n) = G (n) i vektor u prethodnoj iteraciji m — 1 sa
Gp(n) = GV (n). Ugao izmedu ova dva vektora je

o, = arccos Z ( )Gi(n) (2.16)

\/ZN 1 G2 \/ZN LG (n

Analizirajmo prethodno definisani ugao za slucaj signala kome nedostaje 100 od 256

odbirka, a koji ima 4 nenulta koeficijenta u DFT domenu. Rekonstrukcija posmatranog signala
je uspjesno izvrSena kroz 80 iteracija algoritma, pri ¢emu je parametar A aZuriran svakih 20
iteracija kao A <— A/3. Na slici 2.5 je prikazan ugao (2.16) tokom iteracija. Vidimo da je za
pocetnu vrijednost A = 4 ugao rastao od 15° ka 180°. Takode, nakon smanjenja parametra A
dolazi do smanjenja ugla izmedu vektora, a nakon toga kroz naredne iteracije do ponovnog
rasta. Prekidi u funkciji ugla, koji se vide na grafiku, su posljedica ¢injenice da u prvoj iteraciji
nakon smanjenja A ugao nije racunat, jer se isti racunao samo za iteracije u kojima A ima istu
vrijednost. Posmatrajuci grafik, uocavamo da veliki broj iteracija algoritma ima izuzetno velik
ugao izmedu gradijenata, a koji znaci da je pomak ka taénom rjeSenju minimalan. Sa svakim

smanjenjem parametra A dolazi do pada ugla i u prvoj narednoj iteraciji dolazi do znacajnog
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Slika 2.6: Rekonstrukcija signala gradijentnim algoritmom sa adaptivnim A. a) Pocetni signal kome
nedostaje 120 odbiraka, od ukupno 256; b) DFT pocetnog signala; c) rekonstruisani signal;
d) DFT rekonstruisanog signala; e) parametar A; f) Ugao izmedu susjednih gradijenata o
koriséen kao indikator za promjenu A.

skoka u uglu, a koji znaci i povecanje tacnosti rekonstrukcije. [z prethodno navedenog primjera,
vidimo bi za slucaj kada ugao prede odredenu vrijednost, parametar A trebalo smanjiti i samim
tim izbjedi iteracije algoritma u kojima isti oscilira oko postignutog minimuma a imajuci u vidu
bias izracunat u prethodnoj sekciji.

Vidimo da odabir ugla od 170° (narandZasta linija na grafiku) daje dobre rezultate, i da
znacajno smanjuje broj potrebnih iteracija algoritma [3, 54]. Takode, iskustveno se pokazalo da

se dobri rezultati postizu azurirajuéi A kao A <— A/3.
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Primjer 2.3. Posmatrajmo N = 256 odbiraka signala x(n) dobijenog odabiranjem signala
x(t) = 2sin(27mfit) +4cos(2mfot) + 0.5sin(27w f3¢),

na intervalu [0, 1 — Az] sa korakom Ar = 1/N, gdje su fj =8, f» = 181 f3 = 35. Pretpostavimo
da N4 = 120 odbiraka ovog signala na slu¢ajnim pozicijama nedostaje 1 da ih je potrebno
rekonstruisati. Rekonstrukcija je izvrSena gradijentnim algoritmom, a rezultati rekonstrukcije
su prikazani na slici 2.4. Na grafiku a) je prikazan pocetni signal kome nedostaje 120 od
256 odbiraka. Na grafiku pod b) je prikazan DFT domen ovog signala. Na graficima c) i
d) su prikazani vremenski 1 transformacioni domen rekonstruisanog signala. Vidimo da je
rekonstrukcija uspjesno izvrSena. Na grafiku pod e) je prikazana vrijednost parametra A tokom
iteracija. Parametar A je aZzuriran kao A < A/3 u situacijama kada je ugao izmedu dva
susjedna gradijentna vektora bio veéi od 170°. Trenuci promjene ugla su oznaceni narandZastim
trougli¢cima. Na grafiku f) je prikazan ugao izmedu dva susjedna gradijentna vektora tokom
iteracija. Narandzastim trougli¢ima su takode oznacene iteracije kada je ugao premasio 170°.
Ugao je raCunat samo za iteracije u kojima je koriS¢ena ista vrijednost parametra A, pa otuda

prekidi u funkciji ugla u trenucima promjene A.

2.4 Primjeri rekonstrukcije za DFT domen i /; normu

Vidjeli smo da algoritam 1 na strani 44 podrazumijeva upotrebu proizvoljnog
transformacionog domena. U ovoj sekciji ¢emo detaljnije obraditi slucaj rekonstrukcije signala
rijetkih u DFT domenu, pri ¢emu e takode biti primijenjeni prethodno opisani kriterijum za
smanjenje parametra A kao i kriterijum za detekciju Zeljene preciznosti. Pseudokod algoritma
prikazan je u algoritmu 2.

Prilikom raCunanja taCnosti rekonstrukcije moguce je koristiti razne mjere. U ovoj tezi
¢e se u zavisnosti od primjera, kao mjera taCnosti koristiti neka od sljede¢ih mjera greske

rekonstrukcije

* MAE - Srednja apsolutna greska (Mean Absolute Error)

MAE — LM WEORT

Obratimo paZnju da je greska racunata samo za pozicije nedostupnih odbiraka Nj,. Ovu

gresku moguce je izraziti i u dB kao

MAE [dB] = ZOlogNL Z |x(n) —x,(n)|

neNy,
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* MSE - Srednja kvadratna greSka (Mean Squared Error)

MSE = 1 Z (x(n) — x,(n))*

M neNy,

* SRR - Odnos signala i greSke rekonstrukcije (Signal to Reconstruction error Ratio)

SRR [dB] = 10log ;—"="

N—1
L k(n)?

L |x(n) —x:(n)?
n=0

Algoritam 2 Gradijentni algoritam za DFT domen sa adaptivnim A i kriterijumom za procjenu

tacnosti

Require:

 Skup pozicija nedostajuéih odbiraka Ny,

* Mjerenja, odnosno dostupni odbirci signala y(n)

e Tacnost 7,; izrazena u [dB]

(0)

1: xp ' (n) < y(n) >zan ¢ Ny
2: xﬁo)(n) «—0 >zan € Ny
3 m+0

4 A« max v\ (n)

5: repeat

6: repeat

7: K (n) « A (n) > za svako n
8: for g, € Ny; do >pzai=1,2,...,Ny

| N=1
9: TUED) )DFT [xﬁ'") (n) +AS(n— qi)} ( . ‘DFT [xﬁ"” (n) — AS(n— q,-)] ‘
k=0
10 x" (i) ) (gi) — g(0)
11: end for
12: G:(i) = g(i) >zag; € Ny, gdjejei=1,2,...,Ny
13: m+—m+1
. M Gp(i)Gi (i) o « . .
14: until arccos <170 > Racuna se od druge iteracije za svako A
VIR, G 0)VE, G )
15: A+ A/3
16: G, (i) «+ G:(i)
17: x(n) K (n) X
(m)
i8: until 10log,——=u" Gl ;< T
Eneniy i m) =" ()|

19: xp(n) < A (n)

Output:
 Rekonstruisani signal x,(n)
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Slika 2.7: Rekonstrukcija signala gradijentnim algoritmom sa adaptivnim A. a) DFT signala kome

nedostaje 120 odbiraka, od ukupno 256; b) DFT rekonstruisanog signala; ¢) parametar A;
d) Ugao izmedu susjednih gradijenata o koriS¢en kao indikator za promjenu A; e) MAE
tokom iteracija f)MSE tokom iteracija.

Ova mjera u obzir uzima odbirke na svim pozicijama.

U nastavku ¢e detaljno biti analizirana dva primjera rekonstrukcije. Jedan kod koga je broj

dostupnih odbiraka znacajno veéi od broja nenultih koeficijenata signala, i drugi gdje su te

dvije veli¢ine uporedive.
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Primjer 2.4. Posmatrajmo N = 256 odbiraka signala x(n) dobijenog odabiranjem signala
x(t) = sin(27 f1t) + 4 cos(2x fot) + 0.4sin (27 f31),

na intervalu [0, 1 — Az] sa korakom At = 1 /N, gdje su f; = 16, f» =24 i f3 = 48. Pretpostavimo
da N4 = 128 (50%) odbiraka ovog signala na slu€ajnim pozicijama nedostaje i da ih je potrebno
rekonstruisati. Rekonstrukcija je izvrSena gradijentnim algoritmom, a rezultati rekonstrukcije
su prikazani na slici 2.7. Na grafiku a) je prikazan DFT pocetnog signala X(k) kome nedostaje
128 od 256 odbiraka. Na grafiku pod b) je prikazan DFT domen rekonstruisanog signala X, (k).
Na grafiku pod c) je prikazana vrijednost parametra A tokom iteracija, a njegova vrijednost je
azurirana kao A <— A/3 u situacijama kada je ugao izmedu dva susjedna gradijentna vektora
prikazan pod d) bio veéi od 170°. Vidimo da je rekonstrukcija izvrSena kroz 69 iteracija, a
algoritam je obustavljen kada je procijenjena greska raCunata sa (2.6) presla vrijednost od 150
dB. Trenuci promjene ugla su oznaceni narandZastim trougli¢ima. Na grafiku e) je prikazana
srednja apsolutna greSka (MAE), dok je na grafiku pod f) prikazana srednja kvadratna greska
(MSE). Vidimo da je MAE nedostajuéih odbiraka reda 108, dok je MSE reda 10~13. Jo§ veéa

preciznost bi se postigla da je vrijednost ulaznog parametra 7,; povecana.

Primjer 2.5. Posmatrajmo N = 64 odbirka signala
x(n) =sin(2m f1t) +4cos(2m frt) +0.4sin(27 f3t) + 5sin(27 f4¢) +0.3 cos (27 f5¢ ) + 2 sin (27 fit ),

na intervalu [0, 1 — Az] sa korakom At = 1 /N, gdje su f1 =4, f> =13, f3 =22, f4 =26, f5 =30
1 fo = 48. Pretpostavimo da Ny, = 32 (50%) odbiraka ovog signala na slu¢ajnim pozicijama
nedostaje 1 da ih je potrebno rekonstruisati. Posmatrani signal se sastoji od 12 koeficijenata u
DFT domenu. Rekonstrukcija je izvrSena gradijentnim algoritmom, a rezultati rekonstrukcije su
prikazani na slici 2.8. Na grafiku a) je prikazan DFT pocetnog signala X(k) kome nedostaju 32
odbirka. Na grafiku pod b) je prikazan DFT domen rekonstruisanog signala X, (k). Na grafiku
pod c) je prikazana vrijednost parametra A tokom iteracija, a njegova vrijednost je aZuriran kao
A < A/3 u situacijama kada je ugao izmedu dva susjedna gradijentna vektora prikazan pod
d) bio ve¢i od 170°. Rekonstrukcija je izvrSena kroz 335 iteracija, a algoritam je obustavljen
kada je procijenjena greska raCunata sa (2.6) presla vrijednost od 100 dB. Trenuci promjene
ugla su oznaceni narandzastim trougli¢ima. Na grafiku e) je prikazana srednja apsolutna greska
(MAE), dok je na grafiku pod f) prikazana srednja kvadratna greska (MSE). Vidimo da je MAE
nedostajuéih odbiraka reda 107>, dok je MSE reda 10~'°. Nesto manja ta¢nost rekonstrukcije
u odnosu na prethodni primjer, je posljedica manje vrijednost ulaznog parametra 7,;. Imajuéi u
vidu da je odnos dostupnih odbiraka i broja nenultih koeficijenata u DFT domenu originalnog
signala mnogo manji nego za prethodni primjer, to su i grafici c¢) - f) neSto drugaciji. Naime, pri
svakoj promjeni parametra A bilo je potrebno mnogo vise iteracija da ugao izmedu susjednih

gradijenata prede vrijednost od 170°, a Sto za sobom povlaci veéi broj iteracija za svako A a
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Slika 2.8:

Rekonstrukcija signala gradijentnim algoritmom sa adaptivnim A. a) DFT signala kome
nedostaju 32 odbiraka, od ukupno 64; b) DFT rekonstruisanog signala; c) parametar A; d)
Ugao izmedu susjednih gradijenata o kori$¢en kao indikator za promjenu A; e) MAE tokom
iteracija f)MSE tokom iteracija.
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Slika 2.9: DFT domen rekonstruisanog signala tokom iteracija.
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samim tim 1 veci broj iteracija cijelog algoritma. Ipak, algoritam je i u ovom slucaju izvrsio
uspjeSnu rekonstrukciju. Na slici 2.9 je prikazan DFT domen signala koji rekonstruiSemo
tokom iteracija. Vidimo da je u prvih 10 iteracija dolazilo do postepenog smanjenja Suma u
DFT domenu, prouzrokovanog netacnim vrijednostima odbiraka koje rekonstruiSemo. U 40-0j
iteraciji se jasno poznaju vrijednosti koeficijenata koji imaju nenultu vrijednost, te sve ostale
iteracije algoritma imaju za cilj da procijenjenu greSku aproksimacije (2.6) svedu na Zeljeni
nivo, koji je ulazni podatak algoritma. Cinjenica da je koeficijente moguée prepoznati mnogo
prije postizanja Zeljene tacnosti ¢e kasnije biti iskoriS€ena u jednoj od realizacija GA, a u

kombinaciji sa algoritmom koji rekonstrukciju vrsi u jednom koraku [44].

2.4.1 Uticaj rijetkosti i broja dostupnih odbiraka na potencijalnu
primjenu

U uvodnom dijelu je reCeno da analizom mjernih matrica, tacnije njihovih svojstava
kao S§to su izometrija, koherencija, rank ili spark mozemo do¢i do teorijske potvrde da li je
rekonstrukciju moguce izvrsiti ili ne. Ipak pomenuta teorija ne govori niSta o nacinu kako
je moguce rekonstrukciju izvrsiti. Provjera moguénosti rekonstrukcije je uz sve to i NP-hard
problem [10], Sto znaci da ga nije moguce rijesiti u razumnom vremenu za iole realnu postavku
u pogledu dimenzija signala. U ovoj sekciji ¢e se ovom problemu pristupiti na drugi nacin.
Naime, GA ¢e biti analiziran statisti¢ki za razne odnose broja dostupnih odbiraka Ny i rijetkosti
u DFT domenu K. Za svaki konkretni odnos pomenutih veli¢ina bi¢e izvrSeno 100 nezavisnih
realizacija rekonstrukcije a srednja vrijednost dobijenih rezultata bi¢e prikazana graficki kao
funkcija ove dvije promjenljive.

Posmatrajmo N = 128 odbiraka signala

x(n) = iAicos(Zﬂkin/n—i— 0;).
i=1
Rijetkost ovog signala K = 2S5 u DFT domenu je mijenjana od 2 do N/2 sa korakom 2, dok je
broj dostupnih odbiraka mijenjan od 2 do 124 sa korakom 4. Amplitude signala A; su odabrane
slucajno iz opsega 1 < A; < 2. Imajmo u vidu da jedna odabrana amplituda proizvodi dva
koeficijenta u DFT domenu. Frekvencije posmatranih signala su takode odabrane slucajno
iz opsega 1 < k; < 63 dok su faze slucajne vrijednosti od 0 do 27x. Za svaku kombinaciju
broja dostupnih odbiraka N4 i rijetkosti K formirano je 100 signala kod kojih parametri imaju
prethodno definisane slucajne vrijednosti. Svaki od 100 kreiranih signala je rekonstruisan GA
pri ¢emu je za procijenjenu tacnost uzeto 7,; = 110 dB. Rezultati dobijeni za svih 100 iteracija su
usrednjeni i prikazani na slici 2.10. Na slici u prvom redu lijevo je prikazano vrijeme potrebno
da se rekonstrukcija izvrSi. Bijelom bojom je oznacen region u kojem nije bilo moguée izvrsiti
rekonstrukciju. Kao kriterijum je koriS¢ena maksimalna apsolutna greSka. Naime ukoliko je

ova vrijednost bila ispod 0.01, za svaku od 100 nezavisnih realizacija, smatrano je da je
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Slika 2.10: Statisticka analiza performansi gradijentnog algoritma u DFT domenu. Rekonstrukcija je
vrSena za razne kombinacije broja dostupnih odbiraka Ny i rijetkosti K. Na graficima su
prikazani: vrijeme rekonstrukcije, broj iteracija, MAE, MAE [dB], MSE i SRR. Prikazani
rezultati dobijeni su usrednjavanjem rezultata za 100 nezavisnih realizacija.

rekonstrukcija uspjesno izvrSena
max |x(n) —x,(n)| < 0.01.

Vidimo da granica izmedu regiona u kojem je rekonstrukciju bilo moguce izvrSiti i onog u
kojem je makar jedna od 100 realizacija bila neuspjesna, prati pravu Ny = 2K. Plave nijanse
na grafiku oznacCavaju brzu rekonstrukciju dok, Zute nijanse impliciraju sporiju rekonstrukciju.
Uocavamo da je region uz donju ivicu koja odgovara velikom broju dostupnih odbiraka (malom
broju nedostaju¢ih) ima najtamnije nijanse, tj. najbrzu rekonstrukciju. Mozemo, dakle zakljuciti
da vrijeme rekonstrukcije zavisi od broja odbiraka koje treba rekonstruisati. Sa druge strane

vidimo da se najsvjetlije nijanse prostiru duz pravca N4 = 2K u grani¢nom regionu u pogledu
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mogucnosti rekonstrukcije. Vrijeme rekonstrukcije stoga zavisi i od odnosa broja dostupnih
odbiraka 1 rijetkosti signala. ObjaSnjenje za prvu od dvije prethodno uocene pojave jeste da
broj nedostajuéih odbiraka uti¢e na broj raCunanja gradijenata mjere pa otuda i pomenuta veza.
Druga uocena pojava se objasnjava Cinjenicom da odnos broja dostupnih odbiraka i rijetkosti
utice na broj iteracija potreban da se postigne Zeljena tacnost. Na grafiku gore desno je prikazan
broj iteracija potrebnih da bi se rekonstrukcija izvrSila. I u ovom slucaju, bijelom bojom je
oznacen region gdje rekonstrukcija po prethodno definisanom kriterijumu nije bila moguca.
Uocavamo da je region duz pravca Ny = 2K zahtijevao najveci broj iteracija $to potvrduje
prethodni zakljucak da je on uticao na vrijeme potrebno da se izvr$i rekonstrukcija. Na graficima
u drugom redu je prikazana srednja apsolutna greska izrazena u apsolutnom iznosu i u dB.
Tamno plava boja odgovara regionu gdje je rekonstrukcija izvrSena sa velikom precizno$cu, a
koji se nalazi ispod prave Ny = 2K, dok svjetlije nijanse oznaCavaju region gdje rekonstrukcija
nije bila moguca. Sli¢ni se zakljucci mogu izvesti i za grafik desno na kome su rezultati
prikazani u dB. Vidimo da je greska u dB reda veli¢ine greske 7,; Sto potvrduje korektnost
izraza za procjenu greske (2.6). U posljednjem redu ljjevo je prikazana srednja kvadratna greska,
a rezultati prate prethodne tvrdnje, dok je na desnom grafiku prikazan odnos signal Sum izrazen
u dB. Zutom bojom su ozna¢ene visoke vrijednost odnosa signal $um $to odgovara ta¢nijim
rekonstrukcijama. Vidimo da je za slucaj uspesnih rekonstrukcija ovaj odnos bio u opsegu od
100 do 140 dB.

2.5 Poredenje sa drugim algoritmima

Imajuéi u vidu da se rekonstrukcija signala u CS moZe vrSiti na viSe nacina u ovoj glavi
¢e posebna paznja biti posvecena poredenju gradijentnog algoritma kojim se bavi ova teza, sa
nekim drugim cesto kori$¢enih algoritmima. Kako je GA iz klase konveksnih optimizacionih
algoritama koji rekonstrukciju vrie oslanjajuéi se na ¢; normu to ¢e poredenje biti vrSeno sa dva
algoritma iz ove klase: ¢1-magic algoritmom iz softverskog paketa za rekonstrukciju signala u

CS konveksnim programiranjem [37], kao i LASSO algoritmom [36].

2.5.1 Poredenje sa /; magic algoritmom

U ovoj sekciji ¢e biti uporedene performanse rekonstrukcije GA i ¢1-magic algoritma u
pogledu brzine i tacnosti rekonstrukcije [59].

Posmatrajmo N = 256 odbiraka signala

S
x(n) = ZA,— sin(2wkin/n+ ¢;).
i=1

Rijetkost ovog signala K = 2§ u DFT domenu je mijenjana od 2 do N/2 sa korakom 2, dok
je broj dostupnih odbiraka mijenjan od 2 do 252 sa korakom 4. Amplitude signala A; su
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Slika 2.11: Statisticka analiza performansi GA i ¢-magic algoritma u DFT domenu. Rekonstrukcija
je vrSena za razne kombinacije broja dostupnih odbiraka Ny i rijetkosti K. Na graficima
su prikazani: vrijeme rekonstrukcije, MAE, i SRR. Prikazani rezultati dobijeni su
usrednjavanjem rezultata za 100 nezavisnih realizacija.
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odabrane slucajno iz opsega 1 <A; <2, pri cemu jedna amplituda proizvodi 2 DFT koeficijenta.
Frekvencije posmatranih signala su takode odabrane slucajno iz opsega 1 < k; < 127 dok
su faze sluCajne vrijednosti od 0 do 27w. Za svaku kombinaciju broja dostupnih odbiraka
Ny 1 rijetkosti K formirano je 100 signala kod kojih parametri imaju prethodno definisane
slucajne vrijednosti. Svaki od 100 kreiranih signala je rekonstruisan sa GA sa procijenjenom
tacnosti od 7,; = 110 dB, a nakon toga sa ¢-magic algoritmom. Rezultati dobijeni za svih
100 iteracija su usrednjeni 1 prikazani na slici 2.11. Kao kriterijum kojim se odreduje da li je
rekonstrukcija uspjeSna ili ne, je koriS¢ena maksimalna apsolutna greSka. Za vrijednosti ove
greSke ispod 0.01 smatrano je da je rekonstrukcija uspje$no izvrSena max |x(n) —x,(n)| < 0.01.
U prvom redu je prikazano vrijeme rekonstrukcije za oba algoritma, dok je bijelom bojom
prikazan dio gdje nije izvrSena rekonstrukcija u skladu sa prethodno definisanim kriterijumom.
MoZemo uociti da su je region gdje je GA uspjeSno izvrSio rekonstrukciju ve¢i nego u
slucaju ¢,-magic algoritma. Sa druge strane postoje regioni gdje je ¢-magic algoritam imao
bolje performanse u pogledu brzine. Na slici 2.12 je detaljnije prikazano poredenje ova dva
algoritma u pogledu brzine rekonstrukcije. Bijelom bojom je prikazan region gdje ni jedan
od dva pomenuta algoritma nije imao uspjeSnu rekonstrukciju, plavom bojom je prikazan
region gdje je GA bio brzi, ili je samo on izvrSio rekonstrukciju, dok je crvenom bojom
oznacen region gdje je ¢-magic algoritam brze rekonstruisao signal, ili je samo on izvrsi
uspjesnu rekonstrukciju. Vidimo da je u pogledu brzine GA pokazao bolje performanse. Takode,
uocavamo da je ¢;-magic algoritam pokazao bolje performanse u pogledu brzine rekonstrukcije
u regionu koji odgovara manjim vrijednostima parametra K, tj za signale koji su viSe rijetki. Sa
druge strane GA je bio dominantan u regionu gdje je broj dostupnih odbiraka veliku. UoCene
pojave se mogu objasniti prirodom rada dva algoritma. Kod GA koji rekonstrukciju vrsi u
vremenskom domenu, promjenljive koje on rekonstruiSe su nedostajuci odbirci kojih je malo
za velike vrijednosti parametra Ny = N — Ny, dok ¢{-magic algoritam vrSi rekonstrukciju u
DFT domenu, rekonstruisuci koeficijente u domenu rijetkosti kojih je K. U drugom redu slike
2.11 su prikazane MAE za oba algoritma, i vidimo da je GA rekonstruisao signal sa manjom
greSkom, u skoro svim opsezima, $to se potvrduje i na graficima u treCem redu gdje je prikazan
SRR za oba signala. Vidimo da je SRR za GA bio u opsegu 120 do 150 dB dok su za slucaj
{1-magic algoritma te vrijednosti nize, uglavnom u opsegu 50 do 100 dB. Za ¢{-magic algoritam

su koris¢ena podrazumijevana (default) podesavanja.

2.5.2 Poredenje sa ISTA algoritmom za LASSO minimizaciju

U uvodnoj sekciji ove teze opisan je ISTA algoritam za LASSO minimizaciju. U ovoj
sekciji Ce biti uporedene performanse pomenutog algoritma sa GA u pogledu brzine i taCnosti
rekonstrukcije [60]. Za domen uzet je DCT domen. Pseudokod GA koriS¢enog za rekonstrukciju

je dat u algoritmu 3, gdje je parametar 1 koris¢en u koraku 10, konstanta za normalizaciju
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Slika 2.12: Poredenje brzine rekonstrukcije GA i £;-magic algoritma za razliite vrijednosti parametara
Ny i K. Vrijednosti su usrednjene za 100 nezavisnih realizacija. Plavom bojom oznaceni su
regioni gdje je GA bio brzi, a crvenom regioni gdje je ¢1-magic algoritam bio brzi.

gradijenta, koja zavisi od transformacije, i koja u ovom slu€aju iznosi

1
- XY IDCT[8(n—no)]|”

U

gdje je ng proizvoljna pozicija.

Posmatrajmo signal x(n) koji je rijedak u DCT domenu

K _ .
x(n) = Y Ajcos (ﬂ(zn 21]37(k1 1)> (2.17)
i=1

gdje su A; i k; slucajne amplitude i frekvencije komponenti signala x(n). Algoritmi su
testirani za razli¢ite vrijednost rijetkosti K = {1,3,...,63} i broja dostupnih odbiraka,
Ny = {2,6,10,...,126}. Za ISTA algoritam su razmatrane razne vrijednosti parametra A,
i to A = {0.001,0.0025,0.005,0.01}. Kao optimalna vrijednost uzeto je A = 0.005. Za
svaku kombinaciju rijetkosti K i broja dostupnih odbiraka N4 je izvrSeno 100 nezavisnih
rekonstrukcija za 100 slucajno formiranih signala. Ukoliko je za svaku od 100 realizacija
bio zadovoljen kriterijum max |x(n) —x,(n)| < 0.01 smatrano je da je za tu kombinaciju K i
Ny, rekonstrukcija uspjesno izvrSena posmatranim algoritmom. Na slici 2.13 u gornjem redu
su prikazane performanse oba algoritma u pogledu brzine rekonstrukcije. Bijelom bojom su
prikazani regioni gdje svaki od algoritama (GA na lijevom a ISTA na desnom grafiku) nijesu

mogli izvrSiti rekonstrukciju. Vidimo da je GA generalno brzi od ISTA algoritma. Prosjecno
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Algoritam 3 Gradijentni algoritam za DCT domen sa adaptivnim A i kriterijumom za procjenu
taCnosti
Require:

 Skup pozicija nedostajucih odbiraka Ny,

* Mjerenja, odnosno dostupni odbirci signala y(n)

e Tacnost 7,; izrazena u [dB]

(0)

1: x ' (n) < y(n) >zan ¢ Ny
2 1Y (n) <0 >zan € Ny
3 m+<0

4: A< max |x£0) (n)]

5: repeat

6: repeat

7: b (n) « A (n) > za svako n
8: for g; € Ny, do >pzai=1,2,....M

N-1
0: gy ¥ ‘DCT [x£m> (n) +AS(n — qi)} ‘ - ‘DCT [xﬁ”” (n) — AS(n— qi)} ‘
k=0
10 5" ) 2 (g1) g i)
11: end for
12: G, (i) = g(i) >zagq; € Ny, gdjejei=1,2,....M
13: m<+—m+1
14: until arccos L)% Gp(0)Gi (1) < 170° > Racuna se od druge iteracije za svako A
VIR GV, G i)
15 A+ A/3
16: G,(i) «+ Gi(i)
17: xt(n) xﬁm) (n)
(m) (. [*
i8: until 10log,, ——=u" (()) ;< Ty
Enetiyg ) " ()|

19: xp(n) < P (n)

Output:
* Rekonstruisani signal x,(n)

vrijeme rekonstrukcije za GA je reda 0.03s, dok je za ISTA algoritam 0.07s. Ipak za mali broj
kombinacija rijetkosti 1 broja dostupnih odbiraka u grani¢nom pojasu oko prave Ny = 2K ISTA
algoritam je imao veci broj tacnih rekonstrukcija nego GA. Na donjem grafiku su prikazani
SRR za oba algoritma. Uocava se da je GA i pored brze rekonstrukcije imao znacajno tacnija
rjeSenja, gdje je SRR general bio iznad 100 dB (sa par izuzetaka, koji odgovaraju plavoj boji),
dok je vrijednost SRR za ISTA algoritam bila oko 50 dB.
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Slika 2.13: Statisticka analiza performansi GA i ISTA algoritma u DCT domenu. Rekonstrukcija je
vr§ena za razne kombinacije broja dostupnih odbiraka N4 i rijetkosti K. Na graficima
su prikazani: vrijeme rekonstrukcije i MAE [dB]. Prikazani rezultati dobijeni su
usrednjavanjem rezultata za 100 nezavisnih realizacija.
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Implementacija gradijentnih
algoritama

Potencijalna primjena svakog algoritma zavisi i od moguénosti njegove efikasne
implementacije koja direktno utice i na same performanse algoritma. Implementacija e biti
sagledana iz dva ugla: softverskog i hardverskog. Osnovne softverske implementacije veé
su razmatrane u prethodnim glavama u algoritmima 2 za DFT domen i 3 za DCT domen.
U ovoj glavi Ce biti analizirane dvije softverske implementacije gradijentnih algoritama koje
donekle odstupaju od standardnih realizacija a koje su nastale u cilju poboljSanja performansi
standardne verzije GA. Prva od njih ¢e podrazumijevati kombinaciju GA sa algoritmom koji
rekonstrukciju vrsi u jednom koraku. Kao domen rijetkosti u ovoj realizaciji razmatrana je
DFT. Kako je cilj kombinovanja ovih algoritama postizanje boljih performansi u pogledu brzine
rekonstrukcije, to su dva algoritma kombinovana na nacin da GA otkloni nedostatke u pogledu
mogucnosti primjene algoritma koji rekonstrukciju vrsi u jednom koraku, a koji je za slucajeve
gdje ga je mogude primijeniti izuzetno brz. Druga softverska realizacija bice kombinacija GA
sa algoritmom za postavljanje praga razvijenim za Hermitski transformacioni domen (HT). I
u ovom sluc¢aju motiv je sli¢an kao u prethodnom. Gradijentni algoritam bi se iskoristio da
pripremi signal za upotrebu algoritma za postavljanje praga, a Sto bi na kraju rezultiralo brzom
i tatnom rekonstrukcijom. Nakon pomenutih softverskih realizacija, implementacija Ce biti
sagledana iz ugla hardvera. Bi¢e predstavljena arhitektura za hardversku realizacija osnovne
verzije GA. Svi koraci potrebni za rekonstrukciju signala bice svedeni na osnovne hardverske
elemente, pogodne za prakticnu implementaciju. Pokazace se da je GA izuzetno pogodan za
efikasnu hardversku realizaciju, imajuéi u vidu da je raCunski najzahtjevniji dio GA moguce
paralelizovati. Tako ¢e ukupno vrijeme potrebno za rekonstrukciju signala biti nezavisno od

dimenzija signala i broja dostupnih odbiraka/mjerenja.
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3.1 Softverske implementacije

U prethodnom dijelu teze predstavljena je osnovna softverske realizacije gradijentog
algoritma (Algoritam 2) za DFT domen i (Algoritam 3) za DCT domen. Predstavljeni algoritmi
realizovani su u vidu koda za MATLAB/Octave okruzZenje i koriS¢eni za rekonstrukcije signala u
dosadasnjem dijelu teze. Imajuci u vidu da se realizacije za druge domene rijetkosti i eventualno
druge mjere koncentracije lako mogu izvesti na osnovu ta dva algoritma, u ovom dijelu ¢e
paznja biti posvecena realizacijama dva GA koji odstupaju od standardne forme. Oba algoritma
su nastala kao posljedica Zelje da se postupak rekonstrukcije dodatno ubrza [61,62]. PredloZzene

implementacije su date u vidu pseudokoda, Sto ih ¢ini pogodnim za softverske realizacije.

3.1.1 Kombinacija gradijentnog i algoritma koji rekonstrukciju vrsi u

jednom koraku

U ovoj sekciji ¢emo predstaviti algoritam koji je kombinacija dva algoritma koji
rekonstrukciju signala vrSe na potpuno razliCite nacine. Prvi od dva algoritma je GA, kojim
se 1 bavi ova teza. Dobra osobina GA je da se moZe primijeniti u mnogim praktiénim
situacijama i da ¢ak i za veliki odnos broja dostupnih odbiraka i rijetkosti (granica ide oko
Ny = 2K, sekcija 2.4.1) moZe uspjesno rekonstruisati signal. Drugi algoritma koji ée se
koristiti vr$i rekonstrukciju u jednom koraku. Ovaj algoritam rekonstrukciju vr$i u domenu
rijetkosti (rekonstruiSe X, (k)) razdvajajuéi komponente koje pripadaju signalu od Suma koji
potice od nedostaju¢ih odbiraka. Kada algoritam uspjeSno detektuje poziciji na kojima se
nalaze komponente signala, rekonstrukcija se moZe izvrsiti u jednom koraku. Ipak, u zavisnosti
od broja nedostajuéih odbiraka, nije uvijek moguée uspjeSno detektovati pozicije na kojima
se nalaze komponente signala. Da bi se poziciji uspjeSno detektovale, koristice se GA, koji
pribliZavaju¢i komponente u vremenskom domenu stvarnim vrijednosti, smanjuje Sum u DFT
domenu, a samim tim pozicije komponenti bivaju uocljivije i lakSe za detekciju. Nakon uspjesne

detekcije pozicija komponenti signala, isti e se rekonstruisati u jednom koraku.

Algoritam u jednom koraku

Algoritam koji rekonstrukciju vr$i u jednom koraku (SIRA - single iteration reconstruction
algorithm) se zasniva na pretpostavci da su pozicije komponenti signala u domenu rijetkosti
poznate. Formula kojom dolazimo do rekonstruisanog signala, kada su poznate pozicije

koeficijenata izvedena je i data u sekciji 1.3.3
X = (A¥Ax)'Afy. (3.1)

gdje je matrica Ax dobijena iz matrice A kada su zadrZzane kolone na pozicijama iz skupa

K (skup pozicija koeficijenata signala u DFT domenu), dok su sve ostale kolone uklonjene.
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Prethodna relacija se moze zapisati i kao
X = pinv (Ag)y,

gdje je sa pinv (Ag) oznaCena pseudo inverzna matrica matrice Ag.
Postupak odredivanja pozicija koeficijenata u transformacionom domenu je tema kojom su

se bavili mnogi rekonstrukcioni algoritmi [30,44,45].

Implementacija kombinacije gradijentnog i algoritma koji rekonstrukciju vrsi u jednom

koraku

Prednosti oba algoritma su iskombinovane kako bi se precizna i brza rekonstrukcija, koju
omogucava algoritam koji rekonstrukciju vrsi u jednom koraku (SIRA), mogla primijeniti u
velikom broju aplikacija, Sto vazi za gradijentni algoritam (GA). Problem SIRA algoritma se
ogleda u Cinjenici da pozicije koeficijenata signala u DFT domenu nije moguce detektovati za
veliki broj nedostajuc¢ih odbiraka. U tom slucaju Sum prouzrokovan nedostaju¢im odbircima
po vrijednosti prevazilazi komponente signala. Na slici 3.1a) je prikazan ovaj slucaj. Zelenim
kruzi¢ima je oznaceno K = 10 komponenti signala, dok je crvenim krsti¢cima oznaceno K = 10
najvecih koeficijenata u DFT domenu. Kao Sto moZemo vidjeti, 10 komponenti signala se ne
poklapa sa 10 najvecih vrijednosti u DFT domenu. SIRA algoritam u ovom slucaju nije moguce
primijeniti jer komponente signala nije moguée odrediti. Ovaj problem se moZe prevazici
upotrebom GA. Izgled DFT domena nakon jedne, dvije i tri iteracije GA je prikazan na slici
3.1b), ¢) 1 d), respektivno. Vidimo da ve¢ nakon tri iteracije GA, moZemo detektovati pozicije
K komponenti signala, pod uslovom da znamo broj komponenti signala (poklapaju se zeleni
kruziéi i crveni krsti¢i). Sada umjesto da nastavimo sa iteracijama GA, rekonstrukciju mozemo
izvrSiti u jednom koraku koristeci relaciju (3.1), 1 na taj nac¢in dobijamo signal XE’") koji
ukoliko je rekonstrukcija bila tacna, predstavlja DFT transformaciju rekonstruisanog signala,
koju inverznom DFT transformacijom lako prevodimo u vremenski domen.

Ipak, i dalje ostaje problem detektovati situaciju kada smo dosli do tacne rekonstrukcije, a
nakon primjene SIRA metoda, koji je koris¢en nakon svake od iteracija GA. Ovaj problem je

otklonjen na sljedeéi nacin:

(m)

e Odradimo inverznu DFT transformaciju dobijenog signala X; ’, ¢ime dobijamo signal

(m)

Xy

e Uporedimo vrijednosti odbiraka signala x§’") i x£°) na pozicijama iz skupa dostupnih

odbiraka Ny, i ako je ukupna apsolutna greSka manja od nekog unaprijed definisanog

praga, moZzemo smatrati da je rekonstrukcija uspjesno izvrSena

)}

neNy

Xﬁo) — x§’”)’ < 0.01
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Algoritam 4 Gradijentni algoritam i rekonstrukcija u jednom koraku

Require:

 Skup pozicija nedostajucih odbiraka Ny,

* Mjerenja, odnosno dostupni odbirci signala y(n)

* Rijetkost signala K

% (n) ¢ y(n)

1:
2. 1 (n)«+0
3: m<«0
4: A+ max |V (n)]
5: Ny =N \ Ny
6: repeat
7: repeat
8: X" (k) « DFT{x™ (n)}
9: p < argmax |X\" (k))
ki ko ki
10: Acs <—A(NA,p)
11: X ( (ACSAcs) 1 CSy
12: xs(n) = IDFT{X;(k)}
13 it Y |x(n) —xO(n )] <0.01 then
neNy
14: xp(n) < x5(n)
15: kraj algoritma
16: end if
17: x£m+1)(n) o xm (n)
18: for g; € Ny, do
19: X+ (k) « DFT [xﬁ”” (n) +AS8(n — q,-)}
20: X (k) « DFT [xﬁ’") (n) —Ad(n— q,')}
1 N—-1
21: ZIX+ )= 1X (k)|
2; X" ><q,-> i (i) — 80
23: end for
24: m—m+1
25: until nije zadovoljen kriterijum za smanjenje A
26: A+ A/3
27: until nije postignuta Zeljena preciznost
28: xp(n) A (n)
Output:

 Rekonstruisani signal x,(n)

>zan ¢ Ny
>zan € Ny

> za svako n

>pzai=1,2,...,

M
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Slika 3.1: Moguc¢nost primjene SIRA algoritma tokom gradijentne rekonstrukcije. DFT domen tokom
iteracija GA: a) pocetno stanje; b) nakon prve iteracije; c) nakon druge iteracije; d) nakon
trece iteracija; e) nakon 10. iteracije; f) nakon 40. iteracije. Zelenim kruzi¢ima su oznacene
poziciji koeficijenata signala. Crvenim krsti¢ima je oznaceno K najvecih koeficijenata.

Pseudokod predlozene implementacije GA u kombinaciji sa SIRA je dat u algoritmu 4.
Za razliku od standardnog GA, koraci 7 — 11 su dodati kako bi se detektovale komponente
signala i izvrSila rekonstrukcija SIRA algoritmom. Provjera tacnosti rekonstrukcije je izvrSena
u koracima 12 — 15. Napomenimo jo$S da je mogucée vrlo lako implementirati i varijaciju
pomenutog algoritma u kojoj bi rekonstrukciju SIRA algoritmom vrSili nakon svake 2 ili 3

iteracije GA 1 tako eventualno izbjegli par SIRA rekonstrukcija u pocetnim iteracijama GA.

74



Glava 3. Implementacija gradijentnih algoritama

Takode, predloZena implementacija podrazumijeva da je poznat broj komponenti signala koje
Zelimo rekonstruisati.

Kako bismo provjerili performanse predloZene implementacije, posmatrali smo razliCite
postavke za rekonstrukciju. Tako su za duZine signala razmatrane vrijednost od N = 128,
N =256 1N = 512, dok su se broj dostupnih odbiraka N4 i rijetkost signala kretali u opsegu
gdje je oCekivano da GA mozZe izvrsiti rekonstrukciju. Za svaku od 12 razliCitih postavki
izvrSeno je 50 nezavisnih realizacija. Rezultati su prikazani u tabeli 3.1, gdje su: N - duZina
signala, K - rijetkost signala u DFT domenu, N4 - broj dostupnih odbiraka, SIRA rec - broj
uspjesnih rekonstrukcija SIRA algoritmom, GA rec - broj uspjesnih rekonstrukcija GA, GA [s]
- vrijeme potrebno da se izvrsi rekonstrukcija GA, GASI rec - broj uspjeSnih rekonstrukcija
predloZzenom realizacijom, GASI [s] - vrijeme rekonstrukcije predloZenom implementacijom i
Odnos - koli¢nik vremena GA i predloZene implementacije. Srednje vrijeme rekonstrukcije je
racunato samo za one realizacije u kojima je detektovana uspjesSna rekonstrukcija za posmatrani
metod. Odnos vremena prikazan u posljednjoj koloni, koji zapravo predstavlja koliko je puta
brza rekonstrukcija predlozenom implementacijom, je raCunata samo za slucajeve kada je sa oba
algoritma (GA i GASI) detektovana uspjesSna rekonstrukcija. Za SIRA algoritam nije racunato
vrijeme rekonstrukcije, jer je osnovna verzija ovog algoritma, bez dijela za prepoznavanja
pozicija komponenti signala [30,44,45] u malom broju slucajeva mogla uspjesno rekonstruisati
signal. Razlog je taj $to su komponente Suma u vecini slucajeva bile iznad najniZih komponenti
signala. Uspjesnom rekonstrukcijom smo smatrali slu¢ajeve kada je ukupna apsolutna greska

bila manja od 0.01
N—1
Y Ix,—x[ <0.01
n=0

gdje je x originalni signal, a X, rekonstruisani signal. Posmatrajuci tabelu, mozemo zakljuditi
da je predlozena implementacija za date postavke bila mnogo efikasnija u pogledu vremena od
GA. Ipak treba imati na umu da se najveée ograni¢enje ove implementacije ogleda u ¢injenici
da moramo pretpostaviti rijetkost signala. Ukoliko pokuSamo sa vecom vrijednoSc¢u za K od
taCne, dolazimo u opasnost da algoritam rekonstruiSe signal koji na pozicijama dostupnih
odbiraka (u vremenskom domenu) ima iste vrijednosti kao originalni signal, ali da na pozicijama

nedostajucéih odbiraka dobijemo potpuno pogresne vrijednosti.

Statisticka analiza moguénosti primjene predloZene implementacije

Kako bismo analizirali moguénost primjene predloZene implementacije, posmatraCemo
N = 128 odbiraka signala
N
X(l’l) = ZAiCOS(zﬂkin/N+¢i).
i=1
Rijetkost ovog signala K = 25 u DFT domenu je varirana od 2 do N/2 sa korakom 2, dok
je broj dostupnih odbiraka mijenjan od 2 do 124 sa korakom 4. Amplitude signala A; su

odabrane slucajno iz opsega 1 <A; <2, pri ¢emu jedna amplituda proizvodi 2 DFT koeficijenta.
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Tabela 3.1: Performanse rekonstrukcije za razne vrijednost parametara N, K i Ny. Rezultati su
usrednjeni za 50 nezavisnih realizacija.

N K N SIRA GA GASI Odnos
rec rec [s] rec [s]
128 20 96 39 50 0.01 50 0.002 7
128 15 68 19 50 0.04 50 0.003 17
128 13 48 1 42 0.20 50 0.008 42
128 10 32 2 17 028 49 0.015 59
256 40 192 36 50 0.05 50 0.004 14
256 32 140 6 50 0.25 50 0.013 20
256 16 98 14 50 0.34 50 0.014 29
256 10 64 14 50 0.76 50 0.023 48
512 52 384 48 50 0.18 50 0.011 17
512 48 282 4 50 0.51 50 0.032 17
512 32 202 3 50 1.03 50 0.054 22
512 20 126 2 50 249 50 0.112 27

Tabela 3.2: Prosje¢na vrijednost broja iteracija GA potrebnih da bi se mogla primijeniti rekonstrukcija
u jednom koraku za duzinu signala N = 128.

Broj dostupnih odbiraka Ny

37
41
45
49
53
57
61
65
69
73
77
81

Rijetkost K
14 16 18 20 22 24 26 28 30
L1 |1 (12|22 |2]|2
Ly 1121212233
Ly 1212122 ]2]|3]3
12223 |3|3]|4]S5
12224144915
21213134 ]6[5]9]15
303 (414177122529
313589 |17]28| -] -
4 | 8 | 11|14 |18 42|41 | — | -
4 | 8 | 15123139 | - | - | = | -
6 (11|17 28| — | = | - | - | -
B39 -|-|-|-|-1-1-
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ubrzanje rekonstrukcije
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Slika 3.2: Ubrzanje rekonstrukcije kao funkcija rijetkosti K i broja dostupnih odbiraka N4. Bijela boja
odgovara regionu gdje oba algoritma nijesu imala uspjeSnu rekonstrukciju u minimum 90%
realizacija.

Frekvencije posmatranih signala su takode odabrane sluc¢ajno iz opsega 1 < k; < 63 dok su faze
slucajne vrijednosti od 0 do 27. Za svaku kombinaciju broja dostupnih odbiraka Ny i rijetkosti
K formirano je 50 signala kod kojih parametri imaju prethodno definisane slucajne vrijednosti.
Svaki od 50 kreiranih signala je rekonstruisan i sa GA sa procijenjenom ta¢noséu od 7,; = 100
dB, a nakon toga sa predloZzenom realizacijom (GASI). Uporedene su brzine rekonstrukcije i
rezultati poredenja su su prikazani na slici 3.2. Bijelom bojom su oznaceni regioni gdje oba
algoritma nijesu imala rekonstrukciju u preko 90% realizacija. Vidimo da se predloZzenom
realizacijom postiZe ubrzanje rekonstrukcije od 10 do 80 puta.

U tabeli 3.2 je prikazan broj iteracija GA koji je bio neophodan da bi se mogla primijeniti
realizacija u jednom koraku. Crticama su prikazane kombinacije N4 i K za koje nije bilo
moguce izvrsiti rekonstrukciju u najmanje 90% realizacija. Vidimo da broj iteracija potrebnih
da bi se primijenila realizacija u jednom koraku ima najvece vrijednost za region blizak pravoj
Ny = 2K. Ovaj region se poklapa sa onim koji je vazio za oblast primjene GA i njegove
performanse. Razlog je taj $to u ovom regionu Sum prouzrokovan nedostaju¢im odbircima vrlo
lako prevazilazi komponente signala, pa je potrebno vise iteracija da vrijednost Suma padne

ispod najmanje komponente signala.

3.1.2 Rekonstrukcija koeficijenata signala rijetkih u hermitskom domenu

upotrebom gradijentnog algoritma

Vidjeli smo da je gradijentni algoritam moguce kombinovati i sa drugim algoritmima, prije

svega sa algoritmom koji rekonstrukciju vrsi u jednom koraku. Slucaj kada je signal rijedak u
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DFT domenu je prikazan u prethodnom odjeljku, a ovdje ¢e biti prikazana realizacija za slucaj

signala koji su rijetki u hermitskom domenu.

Hermitska transformacija - HT

Polaze¢i od hermitskog polinoma p-tog reda

2
Y tzdp(efl )
Hy() = (=1)"e" == (3.2)
hermitska funkcija reda p se moze zapisati u sljede¢em obliku [57,63—66]
1 2 _ 42 2
W ( ) (62[7 Y\/_) / f/26 p(t/0)7 (33)

gdje parametar o sluzi za skaliranje funkcije, kako bi ista $to bolje odgovarala signalu, a samim
tim 1 $to bolje koncentrisala Zeljeni signal (povecala mu rijetkost u hermitskom domenu) [63].

Hermitske funkcije mogu biti izraCunate 1 rekurzivno. Hermitski razvoj se moZe zapisati kao

s(t) =Y. Cpw,(t,0), (3.4)
p=0

gdje je Cp, hermitski koeficijent p-tog reda sracunat kao

c;:/qmﬂmmm:anmw—y (3.5)

Za slucaj diskretnih signala kona¢ne duZine N, odabranih u ta¢no odredenim pozicijama t, koje

su proporcionalne korijenima hermitskog polinoma N-tog reda, razvoj (3.4) postaje konacan

(ima N sabiraka), a koeficijenti C), se mogu izraCunati pomocu Gaus-Hermitske kvadrature [57,

63-66], 1 kao takvi predstavljaju preciznu numeri¢ku aproksimaciju integrala (3.5). Pomenuta

rekurzivna relacija ima oblik
C,= 1 - Ypltn)

N = [WNfl(tn)]z

Zbog jednostavnosti zapisa, trenuci u kojima je signal odabran ¢, ¢e biti oznaceni sa n. Vektorski

s(ty), p=0,1,..,.N—1. (3.6)

zapis razvoja pomocu N hermitskih funkcija se moZe zapisati kao

=T;'C, 3.7)
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gdje je C = [Cy, C1,....Cn—1]", s =[s(1), 5(2),....s(N)]", a

wo(l) wi(l) ... wyv(1
T, — lI/0:(2) lI/1:(2) WN—:1(2> . (3.8)
Ww(N) wi(N) - yn-1(N)

Rekonstrukcija u jednom koraku i pozicija nenultih koeficijenata

Za slucaj da su pozicije nenultih koeficijenti u hermitskom domenu poznate, rekonstrukcija

se moZze jednostavno izvrSiti u jednom koraku
-1
Ck = (ApAp) Abyes, (3.9)

kao Sto je pokazano u sekciji 1.3.3. Medutim postupak pronalaska pozicija nenultih
koeficijenata 1 dalje predstavlja problem. U nastavku je prikazan jedan moguci nacin da se
pronadu pozicije koeficijenata u hermitskom domenu.

Za nedostaju¢e odbirke u vremenskom domenu moZemo smatrati da imaju nultu
vrijednost, odnosno, skup dostupnih odbiraka moZemo posmatrati kao skup svih odbiraka,
gdje su nedostajuci odbirci zahvaceni impulsnim Sumom, intenziteta jednakog vrijednostima
nedostajucih odbiraka. PoCetna diskretna heremitksa transformacija ovakvog signala je

N

A V]P ni wPl( )
- p=0,...N—1. (3.10)
zz‘izziN (Wv—1(n:))>

Hermitski koeficijenti Co(p) ovakvog signala su slucajne varijable. Pokazano je da ovi

koeficijenti mogu biti svrstani u dvije grupe [65,66]:

* Prva grupa su koeficijenti koji ne odgovaraju komponentama signala p £ p; € P, [ =
1,....; K. Ovi koeficijenti su slucajne varijable srednje vrijednosti 0, i imaju Gausovu

raspodjelu, varijanse

NjN — N2 K
on = A ZA 3.11)

koja ne zavisi od pozicije koeficijenta za p # p;. Ove koeficijente moZemo opisati, dakle,

sa A (0, 07).

* Druga grupa su oni koeficijenti koji odgovaraju stvarnim komponentama signala, sa
indeksima p=p; € P, [ =1,....; K. Ovi koeficijenti su takode sluCajne varijable ali sa
drugacijim karakteristikama od onih kojima je opisana prva grupa koeficijenata. Srednja

vrijednost u ovom slucaju je Al%, dok je varijansa 62(p;) < o3:
N AR, S (p), 1=1,. K.
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Varijansa u ovom slucaju zavisi od pozicija p; [65].

Imajucu u vidu prethodne statisticke karakteristike, moZemo uvesti prag koji razdvaja ove
dvije grupe koeficijenata, a samim tim omogucéava i detekciju pozicija na kojima se nalaze

komponente signala
T = V2oyerf™! (PNNiMNIfK> ~ V2oyerf ! (PNN%> , (3.12)

gdje je vjerovatnoca Pyy, na primjer, Pyy = 0.99.
Da bismo izracunali GI%,, potrebno je da znamo vrijednost Zf:]Alz, koja moZe biti

N—-1 N

o " 2 . .
izraCunata na osnovu pocetne HT Cy, kao ZpZO Ny ]C p| , Cp € Cp. U ovom slucaju varijansa

ima vrijednost [65]

Q

NsN—-Ni "o N

2 _ VA A 2

N—m ZOIVA‘CPI ,CPGC(). (313)
p:

Uvodeéi B = log <1 — PJ%]{VN> dolazimo do jednacine za prag detekcije koeficijenata signala

T:GN\/[—4/7r—aB—|—\/(4/7r+aﬁ)2—4aﬁ]/a, (3.14)

gdje je a = 0.147.

Kada amplitude komponenti A; imaju pribliZne vrijednosti, i kada postoji dovoljno veliki
broj mjerenja Ny, tada predlozeni prag lako detektuje sve pozicije svih komponenti signala
P = arg {|Co(p)| > T} [65]. Medutim, &esta je situacija da komponente signala imaju razlicite
vrijednosti (teZze ih je detektovati) i da nemamo dovoljno mjerenja da u jednom koraku
detektujemo sve komponente signala. Tada se mora primijeniti iterativna procedura za svaki
novi skup P. Naime, na osnovu poetnog vektora koeficijenata Co, estimira se prvi skup pozicija

komponenti signala
P =arg{|Co(p)| > T}.

Nakon toga kreiramo matricu A; = Ap koristeéi samo one kolone matrice A sa indeksima P.

Nakon toga se koristeci pseudo-inverziju
~1
Cx = (ATAI) AfYes

dobijaju prvi koeficijenti. Na osnovu njih se racuna signal s; = A|Ck, koji se koristi za
racunanje greSke e = y.; — s;. Ukoliko vazi e = 0, rjeSenja je pronadeno i obustavlja se
algoritam. Medutim, ukoliko to nije slucaj, pronadene komponente se uklanjaju iz signala y, i
tako dobijamo signal e = y.; —s;. U nastavku procedure, ovaj signal se ponaSa kao novi signal,
a skup detektovanih pozicija P se proSiruje na isti nacin kao i u prvom koraku. Procedura
se iterativno nastavlja, dok se ne dode do rjesSenja, ili dok se ne postigne Zeljena preciznost.

Presudo kod ove procedure se moze pronaci u [65], a modifikovana verzija se nalazi u sljedecoj
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Algorithm 5 Gradijentni algoritam i rekonstrukcija u jednom koraku za hermitski domen

Input:
Vektor mjerenja y, mjerna matrica A, Zeljena preciznost €, predefinisani broj iteracija GA
Lg, vektor pozicija dostupnih odbiraka signala N4 duZine Ny

. P00

2: ey

3: a<0.147

4: 1+0

50 A« max O (n)]

6: B < log <1 — PJE,;\,M> > Pyy = 0.99 je konstanta vjerovatnoce [57]

_ : y . . y(n) zan¢ Ny
7: Postavimo pocCetne vrijednosti signala s kao s(n) < { 0 zane Ny
8: while |le||, > € do
9: s <~ GRADREC(s, Ny, Lg, [, A)

10: <1+ Lg

11: Co+ ATe
12: Cg < Hs] > HJ-] oznaCava HT operator
NaN-N2NZ1 2

4 T oy \/ —4/n—aﬁ+\/(j/n+aﬁ)2—4aﬁ

15: p <« arg{|Cg|>T}

16: P+ PU p

17: Ap + kolone matrice A selektovane na osnovu P
18: Cp < pinv(Ap)y

19: e<—y—ApCp

20: end while

Output:
« Rekonstruisani koeficijenti signala C sa vrijednostima Cp na pozicijama iz skupa P, i
sa 0 na ostalim pozicijama.

sekciji.
VaZno je napomenuti da je proces pseudo inverzije numericki zahtjevna operacija. Upravo
zbog toga je 1 razmatrana predloZena implementacija koja za cilj ima da kombinovanjem

prethodno opisanog algoritma sa GA poboljSa performanse rekonstrukcije.

Implementacija predloZenog algoritma

Proces iterativnog pronalaska koeficijenta signala je vremenski zahtjevan proces. Prag
T koji se koristi za detekciju koeficijenata signala nekada, u zavisnosti od amplituda i broja
mjerenja, ne moze efikasno razdvojiti komponente signala od Suma. Upravo zbog toga je i

predloZena kombinacija opisanog algoritma sa GA. Na ovaj nacin, GA je iskoriS¢en u cilju
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Algorithm 6 Rekonstrukcija gradijentnim algoritmom
1: function GRADREC(S, Ny, Lg,[,A)

2: m<—1[

3: while m <[+ L do

4 slmt1) ¢ glm)

5: for n; € N, do

6: X| s(m)

7: xl(ni) <—x1(n,~)—|—A

8: Xy — x(m)

9: x2(n;) < x2(n;) — A
10: C, + HT[xq] > HT|-] oznacava HT operator
11: C) HT[Xz]
12: s () = 50 () — w
13: end for
14: m+—m+1
15: end while

return s < s

16: end function

lakSe detekcije koeficijenata, dok je sa druge strane iskoriS¢ena moguénost brze rekonstrukcije
u jednom koraku za slu¢aj kada su nam pozicije koeficijenata poznate.

Pseudo kod predloZene implementacije je dat u algoritmu 5, gdje je Lg = 10 iteracija
GA koriS¢eno u svakom pozivu GA predstavljenog u algoritmu 6. Vazno je pomenuti da se
rekonstrukcija gradijentnim algoritmom predstavljena u algoritmu 6 u svakoj iteraciji glavnog
algoritma predstavljenog u algoritmu 5, uvijek nastavlja od trenutka do kojeg je doSla u
prethodnoj iteraciji, Sto je omogucéeno koris¢enjem pomoénog signala s i vrijednosti /. Tako
izraCunati signal s i odgovaraju¢a HT ovog signala C sracunata u koraku 12 se koriste u koraku
15 prilikom odredivana pozicija komponenti signala p koristeci teorijski prag 7. Obratimo
paznju da je prilikom racunanja standardne devijacije oy (korak 13), a koja se koristi prilikom
racunanja praga T, koriS¢en skup koeficijenata Cy. To znaci da je gradijentni algoritam koriséen
kako bi se pragom 7T mogli uspjesSnije detektovati koeficijenti koji odgovaraju signalu. Na
ovaj nacin je smanjen broj pseudo inverzija koje je potrebno izvrsiti da bi dosli do potpune

rekonstrukcije.

Primjer 3.1. Posmatrajmo signal koji u HT domenu ima 7 komponenti. Takode, pretpostavimo
da je samo N4 = 55 odbiraka na slucajnim pozicijama od ukupno N = 200 odbiraka dostupno.
Posmatrajuci pocetnu estimaciju prikazanu na slici 3.3 a), uoc¢avamo da je Sum u HT domenu jak
i da nije moguce detektovati pozicije 7 koeficijenata koje odgovaraju stvarnim komponentama
signala. Nakon L = 10 iteracija gradijentnog algoritma opisanog sa algoritmom 6 koeficijenti
signala su zna¢ajno pojacani, dok je Sum redukovan. Na grafiku b) je prikazan HT domen nakon

ovih iteracija. Plavom bojom su prikazani koeficijenti, dok je prag racunat u koraku 14 algoritma
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pocetna vrijednost hermitskih koeficijenata (apsolutna vrijednost)

HT koeficijenti, iteracija 1

3 T T T
2 q -
1
0 A Tjﬂ.ﬂm TP..?.._..JO._ g o Jm R $ o dde 2 g 3 T?...?Ln_n?? hd b)
0 50 100 150 200
HT koeficijenti, iteracija 2
4 T T T
2 | Q
0 By gk o R0 e o TN S
0 50 100 150
rekonstruisani i originalni koeficijenti (apsolutna vrijednost)
4 T T T
2 _
Ll . . d)
0 50 100 150 200

p

Slika 3.3: Rekonstrukcija signala koji je rijedak u hermitskom domenu. PocCetna estimacija prikazana je
na grafiku a). Na graficima b) i ¢) su prikazani koeficijenti iz koraka 11 algoritma 5 (plavom
bojom) i prag (crvenom bojom) za prvu i drugu iteraciju. Na grafiku pod d) su prikazani
rekonstruisani koeficijenti (plavom bojom) i originalni koeficijenti (crvenom bojom).

5 prikazan crvenom bojom. Vidimo da se nakon prve iteracije, prikazane na grafiku b), moze
uspjesno detektovati 6 od 7 koeficijenata signala. Kako nijesu svi koeficijenti detektovani, glavni
algoritam ponovo poziva gradijentni algoritam kako bi se koeficijenti i Sum joS$ viSe razdvojili.
Obratimo paznju da je novi prag, nakon prve iteracije postavljen na osnovu jednog koeficijenta
koji nije detektovan, pa otuda je i njegova vrijednost manja na grafiku ¢) u odnosu na prvu
vrijednost na grafiku b). Imajuéi u vidu da je vrijednost praga sada znaajno manja, moze se
desiti da 1 neke komponente koje ne pripadaju signalu budu detektovane kao one koje poticu
od signala. Ipak, one nece prouzrokovati probleme u rekonstrukciji, jer ¢e njihova vrijednost
nakon rekonstrukcije biti 0, sve dok je zadovoljena nejednakost card[f’] < Nyu. Na grafiku pod
d) je prikazan rekonstruisani signal (plavom bojom), dok su originalni koeficijenti prikazani

crvenim kruZzi¢ima. Vidimo je da predloZeni algoritam uspjes$no rekonstruisao pocetni signal.
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3.2 Arhitektura za hardversku realizaciju gradijentnih

algoritama

Do sada je u tezi razmatrana i koris¢ena neka od softverskih realizacija GA. Imajuéi u vidu
da je glavni nedostatak iterativnih, a samim tim i gradijentnih algoritama, to da su vremenski
zahtjevni, to je od velikog interesa razmatranje mogucnosti njihove hardverske implementacije.
Jednostavna 1 efikasna hardverska realizacija sve algoritme ¢ini mnogo atraktivnijim za
eventualnu prakti¢nu primjenu. U ovoj glavi e biti opisana arhitektura za hardversku realizaciju
gradijentnog algoritma [67]. [ako je GA mogudce primijeniti u raznim domenima rijetkosti, kao
1 koristiti razne mjere koncentracije, u predloZzenoj hardverskoj arhitekturi je, ne gubeéi opstost,
razmatran DFT kao domen rijetkosti i /;-norma kao mjera rijetkosti. Takode, rekonstrukcija
je vrSena sa konstantnim parametrom A, imajuéi u vidu da je akcenat bio na ubrzanju
najzahtjevnije operacije a to je raCunanje gradijentog vektora G. PredloZena arhitektura se
sastoji od nekoliko blokova, koji se sastoje od elementarnih komponenti kao §to su komponente
za raCunanje DFT upotrebnom brzih FFT algoritama [68], kola za racunanje kvadratnog
korijena [69,70], kao i kola za obavljanje elementarnih operacija sabiranja i mnoZenje. Imajuci
sve ovo u vidu, za predloZzenu arhitekturu moZemo reci da je izuzetno pogodna za FPGA
implementaciju.

Sema arhitekture za hardversku realizaciju prikazana je na slici 3.4. Ulazni signali oznaceni
su plavom bojom. Prvi od dva ulazna signala je x;(n) = xﬁo) (n), koji se dobija kada se vrijednosti
nedostajuéih odbiraka postave na 0. Ovaj signal uveden je na strani 44. Drugi ulazni signal
oznacen je sa p 1 predstavlja indikator za pozicije nedostajucih odbiraka. DuZina ovog signala
je N, pri ¢emu na pozicijama iz skupa dostupnih odbiraka ima vrijednost 0, a na pozicijama

nedostajucéih odbiraka ima vrijednost 1

0 zaneNy
p(n) =

1 zaneNy

Imajuéi u vidu da je rije¢ o iterativnom algoritmu, redni broj iteracije je oznalen sa m. Pri
startovanju algoritma, za iteraciju m = 0 ulazni signal x$°) je smjesten u registar oznacen sa
xﬁ’”). Ova operacija kopiranja ulaznog signala se odvija samo jednom, tako da je ista oznacena
isprekidanom strelicom. Ovaj registar ¢e takode biti izlaz iz algoritma nakon odredenog broja
iteracija. U svakoj iteraciji algoritma vektor G se oduzima od trenutnog stanja rekonstruisanog

signala x™ i na taj natin dobijamo signal x"*!

(m+1) _ () _ g m)

X = X

Ovaj signal se zatim koristi da se azurira registar rekonstruisanog signala pri ¢emu se uvodi

m < m++ 1. Isti ovaj signal se takode koristi kao ulaz u ,,Blok za korekciju”, kako bi se sracunao
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x© x™ — Rekonstruisani signal u
m-toj iteraciji
x(1)
x(2) x(1)
x(3) x(2)
am=0 | x(3)
—p= E====D> —_—
) . 1 x 1)
x(N)
%(N)

ﬁ mé&— m+1

azuriramo x,!™

V V G
g(1)
e B o
. 8(3)
p(1)
p(2) Blok za korekiju >
p(3)
g(N)
p(N)

Slika 3.4: Arhitektura za hardversku realizaciju gradijentog algoritma u DFT domenu.

vektor G za sljedecu iteraciju algoritma. Racunski, a samim tim i vremenski, najzahtjevniji dio
predstavlja raCunanje vektora G, a koristeci trenutno stanje rekonstruisanog signala X£m), vektor
pozicija p 1 konstantu A (raCunatu na pocetku algoritma kao maksimalna apsolutna vrijednost

©))

odbiraka signala x;

3.2.1 Blok za korekciju

Blok za korekciju predstavlja klju¢ni dio predloZene hardverske realizacije, a njegova
hardverska implementacija je prikazana na slici 3.5. Plavom bojom su oznaceni signali koji
predstavljaju ulazne signale: trenutno stanje rekonstruisanog signala X&m), vektor pozicija p i
konstanta A. Za poziciju svakog odbirka n = 1,2, ... N formiramo dva signala. Prvi je formiran
tako Sto je vrijednost odbirka na posmatranoj poziciji korigovana za +A, a drugi tako Sto je
vrijednost odbirka korigovana za —A. Tako, za poziciju n = 1 formiramo signale

A (n) = 5™ (n) + AS(n— 1)

A ) =" (n) — AS(n— 1),

rl—
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Slika 3.5: Implementacija bloka za korekciju. Komponente koje predstavljaju ulaz su oznacene plavom
bojom. Izlaz iz bloka je oznaen zelenom bojom. NarandZastom isprekidanom linijom su
predstavljene operacije koje se obavljaju paralelno.

86



Glava 3. Implementacija gradijentnih algoritama

za poziciju n = 2 formiramo signale

x5 (1) = 2" () + A8 (n —2)
2 (n) = ™ (n) — AS(n—2),

1 tako za svaku poziciju zaklju¢no sa n = N. Svaki od ovako formiranih signala prolazi kroz niz
dodatnih blokova. Prvi od njih je FFT blok cija je realizacija u FPGA tehnologiji dobro poznata
[68]. U ovom bloku se vrsi transformacija signala iz vremenskog u domen rijetkosti (DFT).
Imajudi u vidu da je DFT kompleksna transformacija, svaki od DFT koeficijenata je posmatran
kroz dvije vrijednosti, od kojih prva predstavlja realni, a druga imaginarni dio koeficijenta.
Kako bismo izraCunali apsolutnu vrijednost svakog od kompleksnih DFT koeficijenata, i realni
i imaginarni dio svakog od njih su kvadrirani, nakon ¢ega su tako dobijene vrijednost sabrane,
1 na kraju je sracunat kvadratni korijen tako dobijenog zbira. Racunanje kvadratnog korijena
u FPGA tehnologiji je takode obradeno u literaturi [69, 70]. Nakon §to je izraCunata apsolutna
vrijednost DFT koeficijenata na svim pozicijama, dobijene vrijednosti za svaki od N odbiraka
su sabrane ¢ime je dobijena vrijednost mjere koncentracije. Razlike ovako sraCunatih mjera
koncentracije za parove signala xﬁ'_t)(l) i x%)(l), xg'}:) (2) i xﬁT)(Z) i tako sve do x('f:) (N) i

(m) ’

x,_ (N) su kori$¢ene za dobijanje vrijednost vektora g(n) = {g(1),g(2),...,g(N)}, pri Cemu
je razlika mjera koncentracije prethodno pomnoZena sa odgovaraju¢im elementima vektora
p. Na ovaj nacin je svaka od dobijenih razlika koja odgovara poziciji dostupnih odbiraka
postavljena na 0. Sve dobijene vrijednost su i podijeljene sa N kako bi se izvrSila normalizacija
dobijenih mjera koncentracije. Razlog raCunanja razlika mjera koncentracije za sve pozicije
n=1,2,...,N, iako se njihove vrijednosti ne koriste za pozicije dostupnih odbiraka, se ogleda

u teznji za kreiranjem S$to jednostavnije arhitekture.

3.2.2 Analiza slozenosti

Vrlo je vazno uociti da se opisana procedura racunanja vrijednosti gradijenata racuna

2

paralelno za svaki odbirak signala x; . Ova vrlo bitna Cinjenica ukazuje da ¢e brzina
rekonstrukcije zavisiti samo od vremena potrebnog da se obave operacije za jedan posmatrani
odbirak (oznaceno narandzastom isprekidanom linijom), a ne od broja nedostaju¢ih odbiraka.
Na ovaj nacin se proces rekonstrukcije odvija brzinom koja je nezavisna od dimenzija signala N
(ukoliko zanemarimo malo uveéanje u potrebnom broju operacija prilikom racunanja gradijenta
za jednu posmatranu poziciju). Imaju¢i u vidu pomenutu osobinu predloZene realizacije,
dolazimo do zakljucka da brzina rekonstrukcije dominantno zavisi od brzine bloka za raCunanje
kvadratnog korijena koji u sistem unosi kaSnjenje od 24 takta u standardnoj realizaciji [70].
Sljedeci, vremenski najzahtjevniji blok je FFT ¢ije vrijeme zavisi od duzine signala N, imajuéi
u vidu da je za raCunanje potrebno log, N taktova. Generalno, broj taktova potreban da se
izracuna gradijentni vektor u jednoj iteraciji GA se moZe priblizno izraCunati kao P = 1 +

logoN+3+14+504+1+14 141+ 3 pri ¢emu vrijednosti u sumi odgovaraju blokovima za
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sabiranje, FFT bloku, bloku za kvadriranje, sabiranje, kvadratni korijen, sabiranje, sabiranje,
oduzimanje, mnoZenje (sa 1 ili 0) i mnoZenje, respektivno. Sve prethodne iteracije treba uvecati
za jo§ jednu operaciju potrebnu da se izvrSi oduzimanje x£m) — G, Sve navedene operacije
potrebno je izvrsSiti u svakoj iteraciji algoritma, i na sve to dodati zanemarljivi broj operacija

koje se izvrSavaju samo jednom, prilikom racunanja parametra A.
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Primjene gradijentnih algoritama

Mogucénosti primjene algoritama koji su analizirani i ¢ije su implementacije predstavljene
u prethodnom dijelu teze, ¢e biti predstavljeni u ovoj glavi. Kao jedna od glavnih prednosti
gradijentnog algoritma u odnosu na ostale algoritme koji se koriste za rekonstrukciju rijetkih
signala jeste moguénost njegove Siroke primjene. Tako je ovaj algoritam moguce primijeniti na
razne domene rijetkosti, koristeéi proizvoljnu mjeru koncentracije. Takode, ovaj algoritam je
pokazao odli¢ne performanse kada je u pitanju rekonstrukcija 2D signala - slika.

U prvom dijelu ove glave Ce biti prikazana varijjanta GA koja rekonstruiSe slike,
koje prirodno imaju rijedak 2D DCT domen. Nakon toga Ce biti predstavljena mogucnost
rekonstrukcije 1D i 2D biomedicinskih signala. Sa tim u vezi, koristice se ECG signali (signali
sr¢anog ritma) kao primjeri rekonstrukcije 1D signala, dok ée se za primjer 2D biomedicinskih
signala koristiti rendgenski snimci. Takode, u ovoj glavi Ce biti prikazana moguénost primjene
metoda razvijenih u okviru GA za detekciju impulsnog Suma u signalima. Bide predstavljen
direktni 1 iterativni postupak detekcije odbiraka signala zahvacenih impulsnim Sumom. VaZzno
je ista¢i da ¢e parametri Suma biti takvi, da nije moguce izvrSiti jednostavnu detekciju
pozicija zahvacenih Sumom, koriste¢i neku od metoda sa pragom. Prilikom detekcije pozicija
zahvacenih Sumom koristie se gradijent mjere koji ima centralno mjesto u gradijentnom

algoritmu.

4.1 Rekonstrukcija 2D signala - slika

U prethodnom dijelu teze smo vidjeli moguénosti rekonstrukcije signala upotrebnom
razlicitih implementacija gradijentnih algoritama. Uglavnom su to bili 1D signali rijetki u DFT,
DCT i HT domenima. U ovom poglavlju ¢emo vidjeti moguénosti i primjere rekonstrukcije 2D
signala - slika. Imajuci u vidu da se slike javljaju u mnogim aplikacijama, prije svega u oblasti
informaciono komunikacionih tehnologija, jasno je da mogucnost primjene GA u ovoj oblasti
daje posebnu teZinu 1 znacaj ovim metodama. Kao primjere rekonstrukcije slika posmatraéemo

sivo skalirane slike sa digitalnih kamera, a nakon toga i slike u boji.
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4.1.1 Algoritam

Opste je poznata Cinjenica da su slike (fotografije) prirodno dobro koncentrisane (rijetke) u
2D-DCT domenu. Upravo ovu Cinjenicu ¢emo iskoristiti za rekonstrukciju nedostajuéih piksela
u slikama. Skup mjerenja y koji je koriS¢en kod 1D signala bi u ovom slucaju predstavljao skup
dostupnih odbiraka, medutim, imajuéi u vidu da je za realizaciju algoritma potrebno znanje o
pozicijama na kojima se nalaze ti pikseli/mjerenja, to ¢emo u ovom slu¢aju zbog jednostavnosti
realizacije koristiti 2 signala. Prvi ¢e biti matrica Xy koja na pozicijama nedostajucih odbiraka
imati vrijednost 127, dok na ostalim pozicijama ima originalne vrijednosti piksela. Vrijednost
127 je izabrana kao centralna vrijednost u opsegu vrijednosti piksela [0,255]. Drugi ¢e biti
matrica P koja ima vrijednosti 1 na pozicijama nedostajucih odbiraka a 0 na pozicijama
dostupnih odbiraka.

Pseudokod algoritma koji je koriS¢en za rekonstrukciju piksela sivo-skaliranih slika je
dat u algoritmu 7 [49, 71]. Pozicije piksela Ce biti oznacene sa (m,n), dimenzije signala koji

rekonstruiSemo sa M 1 N, a iteracije algoritma sa ¢.

Algoritam 7 Gradijentni algoritam za 2D-DCT domen

Require:
* Signal x(, dimenzija M x N kome su nedostajuci pikseli postavljeni na 127

* Matrica pozicija nedostajucih odbiraka P, dimenzija M x N

NG

: xp (myn) < xo(m,n)

2: t+0
30 A= maxg,, 3 (m,n))|
4: repeat
5: repeat
6: x£t+l)(m,n) — xgt) (m,n) > za svako min
7: for (mj,n;) € P(m;,n;) =1do pzai=1,2,...Mij=1,2,....N
8: X, < 2D-DCT [xﬁ’") (m,n)+A8(m—mj,n— n,)}
9: X, < 2D-DCT [xﬁ’”) (m,n) —AS(m—m;,n— nl)}

N-1
10: g(i.j) < Y X7 [X/]

k=0

1 ..

11 0 (i) 2O (mi,nj) — g i )
12: end for
13: t+—t+1
14: until nija zadovolen kriterijum za smanjenje A
15 A< A/3

16: until nije zadovoljena Zeljena preciznost

(1)

17: xp(m,n) < x;’ (m,n)

Output:
* Rekonstruisani signal x,(m, n)
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Komentari:

* Kao kriterijum za smanjenje parametra A mozZe se koristiti ugao izmedu dva susjedna

gradijentna vektora, kao u slucaju 1D signala.

* Za vrijednost Zeljene preciznosti, takode se moZe koristiti formula koriS¢ena za 1D

signale, ovoga puta prilagodena za 2D signale

Q :
Zm,n,P(m,n)zl Xr (mJl)’
10log; 3
Zm,n,P(sz):l Xt (m7 I’L) - xi(’t) (m7 I’l)

Ukoliko je vrijednost prethodnog izraza veca od Zeljene tacnosti koju definiSemo u dB,
mozemo smatrati da je algoritam postigao Zeljenu preciznost, i da je potrebno smanjiti

parametar A.

e Parametar u koris¢en u koraku 11 prilikom azuriranja vrijednosti piksela je racunat kao

1
" Loun [2D-DCT[8(m — mg,n—no)]|’

u

gdje je (mgp,ngp) proizvoljna pozicija.

* Imajuci u vidu da su realne dimenzije slika relativno velike u poredenju sa 1D signalima
kori§¢enim u dosadaSnjem dijelu teze, to ¢e se ne gubeci opstost, prilikom rekonstrukcije
koristiti blokovi dimenzija 8 x 8. Naime, svaka slika ¢e biti posmatrana kao skup blokova
dimenzija 8 x 8, od kojih ¢e svaki biti tretiran kao zaseban signal, a pikseli u njemu
rekonstruisan na osnovu 2D-DCT domena tog bloka. Ipak, predloZeni algoritam je

moguce primijeniti i na druge dimenzije, odnosno, koristiti vece blokove ili ¢itavu sliku.

* Nakon rekonstrukcije, vrijednosti piksela su zaokruZzene na najbliZze cijele brojeve iz

opsega vrijednosti piksela [0, 255].

Primjer 4.1. Posmatrajmo fotografiju sa digitalne kamere dimenzija 256 x 256, prikazanu na
slici 4.1. Pretpostavimo da ovoj slici nedostaje 20% piksela (gornji red lijevo), 40% piksela
(srednji red lijevo) i 60% piksela (donji red lijevo). Nedostajuci pikseli su prikazani crnom
bojom. Prikazane slike rekonstruisane su gradijentnim algoritmom. Rezultati rekonstrukcije za
svaki od tri slucaja prikazani su u desnoj koloni. Prilikom rekonstrukcije, slika je izdijeljena na
1024 bloka dimenzija 64 x 64, a svaki od blokova je posebno rekonstruisan, pod pretpostavkom
da su blokovi rijetki u 2D-DCT domenu. Vidimo da je algoritam u svim slu¢ajevima uspjesno
rekonstruisao slike. Takode, mozemo primijetiti da je rekonstrukcija bila bolja za slucaj
manjeg broja nedostajuc¢ih odbiraka (gornji red), medutim, vidimo da za slucaj velikog broja
nedostajuéih odbiraka (donji red), nije ¢ak moguce ni naslutitit Sta se nalazi na slici prije

rekonstrukcije, a algoritam je ipak uspio da rekonstruiSe nedostajuce piksele. Pomenimo jo§
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Slika 4.1: Rekonstrukcija sivo-skalirane slike kojoj nedostaje 20% piksela (gornji red), 40% piksela
(srednji red) i 60%piksela (donji red). Crnom bojom su prikazani nedostajuéi pikseli.
Rekonstruisane slike su prikazane u desnoj koloni.

da je rijetkost blokova nad kojim se vrSila rekonstrukcija podrazumijevana, te da isti nijesu
obradivani prije rekonstrukcije, odnosno da imaju i veliki broj malih koeficijenata u domenu
rijetkosti. Za slucaj da se slika obradi prije uklanjanja piksela, Sto je jedna od standardnih
procedura u obradi slike (npr. JPEG kompresiji), rezultati rekonstrukcije bi bili jo§ bolji. Ipak,
ideja je samo pokazati moguénosti primjene GA u ovoj oblasti, a detaljna analiza i mogucnosti

su potencijalni pravac daljih istraZivanja.
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Slika 4.2: Rekonstrukcija slike u boji kojoj nedostaje 30% piksela (gornji red) i 50% piksela (srednji
red). Crnom bojom su prikazani nedostajuci pikseli. Rekonstruisane slike su prikazane u
desnoj koloni.

4.1.2 Rekonstrukcija slika u boji

Imajuéi u vidu da se svaki od 3 kanala slike u boji (RGB) ponasa kao sivo-skalirana slika,
to ¢emo prilikom rekonstrukcije slika u boji, za svaki od kanala (RGB) koristiti istu proceduru
kao u prethodnoj sekciji. Posmatraéemo istu fotografiju kao u prethodnom primjeru, pri cemu
je ovoga puta zadrZan svaki od 3 kanala (RGB), slika 4.2. U gornjem redu je prikazan slucaj
kada 30% piksela, oznacenih crnom bojom, nedostaje, dok je u donjem redu prikazan slucaj
kada 50% piksela nedostaje. Rezultati rekonstrukcije su prikazani u desnoj koloni. Vidimo da
je 1 ovoga puta algoritam uspjesSno rekonstruisao nedostajuce piksele. I u ovom slucaju je, kao i
u prethodnom, vrijednost piksela nakon rekonstrukcije zaokruZena na najbliZi cio broj, imajuéi
u vidu da isti uzimaju cjelobrojne vrijednosti u opsegu [0,255]. Jedna od mogucih tema za
dalja istrazivanja je 1 kvantizacija koja je kod slika mnogo viSe izraZena nego kod 1D signala.

Interesantan osvrt na ovu temu je dat u [72].
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4.2 Rekonstrukcija biomedicinskih signala

Bitan aspekt digitalnog monitoringa pacijenata podrazumijeva i moguénost skladisStenja
prikupljenih podataka u pacijentovu privatnu arhivu. Ovako prikupljeni podaci mogu se, po
potrebi, lako prenositi sa jednog na drugo mjesto i dijeliti medu ovlas¢enim medicinskim
osobljem, ¢ak i sa onima koji nijesu fizi¢ki blizu pacijenata. Na taj naCin se moZe postaviti
dijagnoza za komplikovane sluCajeve a da se ne ide u udaljene specijalizovane bolnice.
Takode, moZe se izbjeci nepotrebno Cekanje i izlaganje potencijalnom riziku u bolnicama.
Komunikacija kojom se prenose podaci pacijenata mora biti efikasna 1 sigurna. Namjerno
smanjenje koli¢ine podataka koja se prenosi vodi ka brZzem, a ujedno i sigurnijem prenosu,
imajuci u vidu da se ne prenosi kompletan set podataka. Jo§ jedan potencijalni problem koji
otezava prenos podataka jeste Sum. Neki podaci koji se prenose mogu biti oSteceni, pa je
njihova rekonstrukcija od izuzetnog znacaja za pacijenta. Oblast CS u tom slucaju ima vaznu
ulogu, jer pruza mogucnost rekonstrukcije nedostajucih podataka. Softver, a ujedno i edukativna
platforma za eksperimentisanje sa mogucnostima CS za rekonstrukciju medicinskih signala
je prikazana u [39]. U okviru razvijenog softvera postoji baza osnovnih medicinskih signala,
kao 1 moguénost ucitavanja proizvoljnih eksternih signala. Na ovaj nacin, istrazivaci imaju
mogucnost da uporeduju razne algoritme za CS i njihove performanse. Medicinsko osoblje,
takode moze ste¢i uvid u mogucénosti ovih algoritama i analizirati uticaj njihove primjene na

tacnost medicinskih analiza.

4.2.1 Rekonstrukcija rendgen snimaka

Rendgen aparat predstavlja jedno od klju¢nih dijagnostickih sredstava u radiologiji i
modernoj medicini. Rekonstrukcija rendgen snimaka stoga predstavlja veoma interesantnu
oblast istraZivanja. Rendgen aparat funkcioniSe tako Sto elektromagnetni X-zraci prolaze kroz
ljudsko tijelo i1 hjihov intenzitet na izlazu biva registrovan. Gustina tkiva kroz koju zraci
prolaze je direktno srazmjerna slabljenju zraka. Na tako dobijenom snimku (negativ) crna
boja predstavlja regione gdje je bilo manje otpora (meko tkivo), dok bijela boja odgovara
tvrdim strukturama (npr. kosti). Imajuéi u vidu invazivni karakter ovih zraka, Cija energija
moze negativno uticati na éelije u organizmu, uvijek interesantna oblast za istraZivanje jeste
nacin za smanjenja izloZenosti pacijenata ovim zracima. Sa tim u vezi razmatrana je mogucnost
rekonstrukcije rendgenskih snimaka koji nemaju kompletan set podataka. Analizirane slike su
preuzete sa [73]. Na slici 4.3 je prikazana rekonstrukcija snimaka glave, abdomena i nogu za
slu¢aj 30 % nedostajucih piksela. Dimenzije slika su 256 x 256, a prilikom rekonstrukcije su
koriS¢eni blokovi 8 x 8 za koje je smatrano da si rijetki u 2D-DCT domenu. Vidimo da su
rekonstruisane slike izuzetno dobrog kvaliteta, i da su rendgen snimci zbog svog specificnog

izgleda 1 nacina nastanka, izuzetno pogodni za potencijalnu primjenu CS metoda.
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Slika 4.3: Rekonstrukcija rendgen slika kojima nedostaje 30% piksela. U gornjem redu je prikazan
snimak glave, u srednjem redu snimak abdomena, dok je u donjem redu prikazan snimak
nogu. Rekonstruisane slike su prikazane u desnoj koloni.
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Slika 4.4: Rekonstrukcija QRS kompleksa: a) Kompletan ECG signal; b) selektovani QRS kompleks,
gdje su plavom bojom prikazani dostupni odbirci, a crvenom bojom nedostajuéi; ¢) pocetna
HT signala prikazanog pod b); d) originalni (crvena boja) i rekonstruisani (plava boja) QRS
kompleks; e) originalni (crvena boja) i rekonstruisani (plava boja) koeficijent

4.2.2 Rekonstrukcija ECG signala

Primjer medicinskog signala koji se moZe vrlo uspjeSno rekonstruisati upotrebom
predlozenog algoritma jeste 1 ECG signal, tacnije njegov QRS kompleks. Posmatrajmo ECG
signal preuzet sa [74], prikazan na slici 4.4 a) [62]. Djelovi ECG signala koji su veoma dobro
koncentrisani u HT domenu su QRS kompleksi. Upravo ovi signali se koriste u dijagnosticke
svrhe. Jedan takav izdvojeni QRS kompleks je prorijeden prema proceduri opisanoj u [63].
Nakon toga ovaj signal je prikazan na grafiku b), pri cemu je Ny = 40 odbiraka dostupno (plava
boja) od ukupno N = 69. Preostali, nedostajuci, odbirci su prikazani crvenom bojom. Prikazani
signal je rekonstruisan gradijentnim algoritmom a rezultati rekonstrukcije su prikazani na
graficima d) i e). na grafiku d) je prikazan rekonstruisani QRS kompleks, pri cemu je crvenom
bojom prikazan originalni signal, a plavom bojom rekonstruisani signal. Na grafiku e) su
prikazani koeficijenti rekonstruisanog signala pri ¢emu su plavom bojom takode prikazani

rekonstruisani a crvenom originalni koeficijenti.
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4.3 Detekcija i uklanjanje impulsnog Suma

Jedan od doprinosa ove teze jeste i primjena gradijentnih algoritama u detekciji i uklanjanju
impulsnog Suma [58]. U ovoj i narednoj sekciji ¢e biti predstavljene metode koje se oslanjaju
na gradijentni algoritam a Ciji je cilj detekcija i eliminacija Suma. ViSe je puta receno da se
nedostajuc¢i odbirci mogu javiti iz viSe razloga. Jedan od njih moze biti fizicka nedostupnost
ili oStecenje, odnosno, situacija u kojoj je do nedostaju¢ih odbiraka doslo neZeljeno. Drugi
razlog nedostajanja odbiraka, moze biti njihovo namjerno uklanjanje (npr. L-statistika [75-78])
u slucajevima kada su neki od njih zahvaceni Sumom velikog intenziteta [5, 75, 76]. Obije
prethodne situacije, mogu se posmatrati kao CS postavke, za sluCaj da su signali koje
posmatramo rijetki. Stavise, za slu¢aj L-statistike kada dolazi do namjernog uklanjanja odbiraka
iz vremenskog domena, gradijentni algoritam koji za razliku od drugih rekonstrukcionih
algoritama vrsi rekonstrukciju upravo u vremenskom domenu, se namece kao logi¢an izbor
za analizu 1 potencijalnu primjenu.

Slucajevi kada odbirci zahvaceni Sumom mogu biti detektovani i uklonjeni upotrebnom
L-statistike su razmatrani u [76,79]. U ovoj sekciji ¢e biti prikazani rezultati iz [58] u kojima
je napravljen korak dalje i posmatrani su slucajevi kada odbirke signala zahvacene Sumom nije
moguce detektovati koriste¢i robustne metode kao Sto je L-statistika. Prvi korak u predloZenoj
proceduri ¢e biti nasumiCna pretraga skupa odbiraka koji su zahvaceni Sumom. Nakon S$to
nasumi¢no odaberemo skup pozicija koje ¢e biti uklonjene, na osnovu preostalih odbiraka ¢emo
izvrsiti rekonstrukceiju uklonjenih odbiraka. Ukoliko nakon rekonstrukcije dobijemo znacajno
povecanje koncentracije znaCemo da smo slucajnim odabirom uklonili sve odbirke zahvaéene
Sumom. Ipak ovaj metod moZemo koristiti samo u slucajevima kada je broj odbiraka koji su
zahvaéeni Sumom relativno mali.

Sljedeci korak bi¢e uvodenje kriterijuma za selekciju odbiraka. Ovaj metod je moguce
koristiti 1 kada je veci broj odbiraka zahvacen Sumom, ali ipak postoje odbirci koji su bez
Suma. Cilj je upotrebom kriterijuma probrati odbirke za koje smatramo da su zahvaéeni Sumom.
Predlozeni kriterijum radi na principu gradijenta mjere koncentracije, Sto je jedan vid primjene
dijela gradijentnog algoritma. Nakon uklanjanja svih odbiraka koji su zahvaéeni Sumom,
moZze se izvrsiti rekonstrukcija na osnovu ostalih odbiraka. Za rekonstrukciju je koriS¢en GA,
medutim, treba istaci da se rekonstrukcija moze izvrSiti 1 nekim drugim algoritmom.

Takode, predloZeni kriterijum se moZe efikasno koristiti 1 sa L-statistikom, gdje bi se
u jednom prolazu uklonio veliki dio najviSe oSteCenih odbiraka, dok bi se preostali odbirci
zahvaceni Sumom, a koji se ne mogu detektovati robustnim metodama, probrali u iterativnoj

proceduri koristeci predlozeni kriterijum.
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4.3.1 Direktna pretraga

Da bismo uspjesno uklonili Sum koji se nalazi u malom broju odbiraka signala, moramo
pronaci dovoljno veliki skup odbiraka koji nijesu zahvadeni Sumom, i na osnovu njih
rekonstruisati vrijednosti ostalih odbiraka, a medu kojima su i svi oni koji su zahvaceni Sumom.
Na ovaj nacin ¢e odbirci sa Sumom biti rekonstruisani na svoje stvarne vrijednosti. Jedan od
nacina da pronademo skup u kome nema oSteenih odbiraka (ili da pronademo dovoljno mali
skup u kome su svi oSteceni odbirci) jeste i direktna/slucajna pretraga. Pretpostavimo da imamo
signal duzine N i da je I odbiraka signala zahva¢eno Sumom, gdje je I < N. Izrac¢unajmo
vjerovatnocu da ¢e medu Ny slucajno selektovanih odbiraka svi biti bez Suma.

Vjerovatnoca da prvi selektovani odbirak nije zahvacen Sumom je (N —I)/N, imajuéi u

vidu da je N ukupan broj odbiraka, a N — I njih su bez Suma. Dalje, vjerovatnoéa da prvi i drugi

N—-IN—-I-1
N N-1

nijedan od N4 slucajno odabranih odbiraka nije zahva¢en Sumom je

selektovani odbirak nijesu zahvaceni Sumom je

. U opStem slucaju, vjerovatnoca da

Na ln 71—
P(Ny) = _—. 4.1
(Na) g N_i (4.1)
Imajuéi u vidu da je N]ﬁ f < 1, to vjerovatnoca P(N4) opada sa porastom broja ¢lanova u

proizvodu. Zbog toga, pri ovom nacinu rekonstrukcije, vrlo je bitno pronaci Sto je moguce manji
broj odbiraka N4 od kojih nijedan nije zahvacen Sumom. Sa druge strane, imajuéi u vidu uslove
rekonstrukcije definisane u teoriju CS preko RIP, indeksa koherencije i dr. [2, 3, 80], znamo
da je za uspjes$nu rekonstrukciju poZeljno imati $to vecu vrijednost Ny, odnosno Sto veci broj
dostupnih odbiraka. Treba imati na umu da su uslovi rekonstrukcije opsSteg karaktera, i da ih je
skoro nemoguce provjeriti u opstem slucaju. StatistiCka provjera moguénosti rekonstrukcije je

data u poglavlju 2.4.1.

Primjer 4.2. Posmatrajmo signal x(n) + €(n) zahvaéen impulsnim Sumom €(n), pri ¢emu je
Sum prisutan u 16 od ukupno 128 odbiraka signala, slika 4.5 a). Koriste¢i Ny = 32 1 (4.1),
dolazimo do vjerovatnoée 0.0071 da na$ slucajno odabrani skup od 32 odbirka ne sadrzi ni
jedan odbirak zahvaden Sumom. Sracunata vjerovatnoéa govori da u 1000 realizacija mozemo
ocekivati oko 7 njih u kojima je selektovani skup odbiraka bez Suma. Realizacije su radene sa
impulsnim Sumom €(n) = €;(n)/&(n) + 3(n)/es(n) + 12¢e5(n), gdje su g(n), i = 1,2,3,4,5

Gausovi Sumovi varijanse 1. Za mjeru koncentracije je koriS¢ena relacija

N—1 1/4

piX(k)} =),

k=0

L xw

N 4.2)

koja je bliska lp-normi. Ista je za svaku od 1000 realizacija prikazana na grafiku d). Mjera
koncentracije je koriS¢ena kao detektor uspjeSne selekcije odbiraka, imajuéi u vidu da malim
vrijednostima mjere odgovaraju velike SRR vrijednosti, grafik b). Skup odbiraka koji je

proizveo minimalnu mjeru koncentracije je odabran i na osnovu njega je izvrSena rekonstrukcija
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Slika 4.5: Rekonstrukcija signala kome je 16 od ukupno 128 odbiraka zahva¢eno Sumom.
Rekonstrukcija je izvrSena 1000 puta. Na grafiku pod a) je prikazan zaSumljeni signal. Na
graficima b) i d) su prikazani mjere koncentracije i SRR nakon rekonstrukcije, respektivno,
za svaku od realizacija. Na grafiku c) su prikazani rekonstruisani (plava boja) i originalni
(crvena boja) signal za realizaciju koja je proizvela minimalnu mjeru koncentracije.
Prikazana je mjera (4.2).

ostalih odbiraka. Originalni 1 rekonstruisani signal su prikazani na grafiku c).

4.3.2 L-statistika i direktna pretraga

Prethodno opisana direktna pretraga moze se koristiti u kombinaciji sa L-statistikom [75,
76]. Pretpostavimo da je / odbiraka signala zahvaceno impulsnim Sumom. Pretpostavi¢emo
takode da je P impulsa visokog intenziteta (mogu se detektovati L-statistikom), dok su ostalih
I — P impulsa zahvadeni umjerenim Sumom. U ovom slucaju P odbiraka koji su zahvaéeni
impulsima visokog intenziteta mozemo ukloniti L-statistikom, dok preostalih / — P zaSumljenih
odbiraka moZemo pronaci direktnom pretragom, pretraZzujuéi preostalih N — P odbiraka.

Vjerovatno¢a da ¢emo pronac¢i N4 odbiraka koji nijesu zahvadeni Sumom, nakon S§to

primijenimo L-statistiku i direktnu pretragu Ce biti

NN —Pp—(1-P)—i MIIN—T—i

P(Ny) = g NP g NP (4.3)

Uocavamo da je vjerovatnoc¢a veca u odnosu na relaciju (4.1) gdje je koriS¢ena samo direktna
pretraga. Prethodna relacija je izvedena za slucaj da su svih P odbiraka koji su uklonjeni

L-statistikom zaista bili zahvaceni Sumom. Takva pretpostavka itekako ima smisla kada su
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Slika 4.6: Rekonstrukcija signala kod koga je 64 od ukupno 128 odbiraka zahvadeno impulsnim
Sumom. Signal zahvacen Sumom je prikazan na grafiku a). L-statistikom je uklonjeno 58
odbiraka, a ostatak do ukupno 96 uklonjenih odbiraka je uklonjen direktnom/slu¢ajnom
pretragom. Signal je rekonstruisan na osnovu preostalih 32 odbirka. Odradeno je 1000
nezavisnih realizacija. Mjere koncentracije i SRR za svaku od realizacija su prikazane
na graficima b) i d), respektivno. Na grafiku c) su prikazani rekonstruisani (plava
boja) i originalni (crvena boja) signal za realizaciju koja je proizvela minimalnu mjeru
koncentracije. Prikazana je mjera (4.2).

odredeni odbirci zahvac¢eni impulsima ¢ija je amplituda mnogo veca od ocekivane amplitude

signala.

Primjer 4.3. Pretpostavimo da su N /2 = 64 odbirka signala
x(n) =3sin(40mn/N) +4cos(70nn/N + n/3) +0.7sin(1007n /N) (4.4)

zahvacena impulsnim Sumom. Na signal je primijenjena L-statistika i uklonjeno je 90%
odbiraka zahvacenih Sumom. Pod pretpostavkom da su svi uklonjeni odbirci zaista bili
zaSumljeni, moZemo ocekivati da je u preostalim odbircima i dalje prisutno oko 6 zaSumljenih
odbiraka (10% od ukupno 64 zaSumljena odbirka). Koriste¢i Ny = 32 i (4.3) dolazimo do
ocekivanja da ¢e 21 od ukupno 1000 realizacija biti uspjeSne. Posmatrajuci sliku 4.6 vidimo
da se teorijsko izvodenje poklapa sa eksperimentalnim rezultatima. UspjeSne realizacije se
mogu lako detektovati posmatraju¢i mjeru prikazanu na grafiku d). Impulsni Sum, prisutan
u I = N/2 = 64 odbiraka je realizovan kao o, = 120. Vrijednost o¢ je odabrana tako da
vjerovatnoéa da su vrijednosti Suma u opsegu amplituda signala |A| < 7.7 iznosi oko 10%,
imajuéi u vidu da je erf(24,/120/+/2) = 0.1021.

Imajuéi u vidu da je za uspjesnu rekonstrukciju potrebna samo jeda uspjesna realizacija,
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racunska efikasnost se moZe unaprijediti postavljajuéi prag za mjeru koncentracije, koji
bi prekinuo dalje realizacije kada smo sigurni da je uspjeSna rekonstrukcija izvrSena. U
konkretnom primjeru prag u{X(k)} < 10 (ili log(u{X(k)}) < 1), koji odgovara rijetkosti od

oko K < 10 bi mogao obustaviti dalje realizacije.

4.3.3 Procedura i kriterijum za selekciju oSte¢enih odbiraka

Vidjeli smo da se upotrebom L-statistike mogu znacajno proSiriti mogucnosti primjene
direktne metode. Ipak, treba imati na umu da se za upotrebu L-statistike mora znati amplituda
signala. Takode, ukoliko je Sum u rangu amplitude signala, upotrebnom L-statistike ¢e do¢i 1
do eliminacije najvecih odbiraka signala koji nijesu zahvaceni Sumom, §to za posljedicu moze
imati rekonstrukciju sa biasom. Takode, mozZe se desiti da su najmanji odbirci signala zahvacéeni
Sumom pozitivnih vrijednost Ciji je intenzitet jednak razlici maksimalne i minimalne amplitude.
U tom slucaju imamo Sum od —6 dB, a zaSumljeni odbirci su 1 dalje u nivou signala.

U ovoj sekeiji Ce biti predstavljen kriterijum koji ima za cilj da odabere odbirke signala
za koje je vjerovatnoca da su zahvaceni Sumom najveca. Prednost predloZenog kriterijuma
u odnosu na direktnu metodu i L-statistiku je S$to se intenzitet Suma moze imati proizvoljne

vrijednost, tj. ne mora biti veci od nivoa signala.

Osnovna ideja

Minimum mjere koncentracije (/; norme) odgovara slucaju kada svi odbirci signala koji
su zahvaceni Sumom imaju vrijednosti jednake stvarnim vrijednostima signala. Ukoliko tacnu
vrijednost signala u trenutku 7; pomjerimo za vrijednost A u oba smjera (x(n;) +Aix(n;)—A)i
sracunamo mjere koncentracije u ova dva slucaja, njihova razlika ¢e biti 0. Ukoliko je vrijednost
signala u istom trenutku n; zahvacena impulsnim Sumom velikog intenziteta €(n;), i ukoliko
ponovimo proceduru i sracunamo mjere koncentracije za x(n;) + €(n1) +Aix(n;) +€(ny) — A,
vidjecemo da je razlika mjera velika, slika 4.7.

Jednostavna analiza za slucaj jednog nedostajuéeg odbirka je data u sekciji 2.3. Pokazano
jedaza|e(n)| < A vazi

4.5)

odnosno

Prethodna relacija znaci da vrijednost gradijenta, za veliko A, moze biti koriS¢ena kao indikator
odstupanja zaSumljenog odbirka od stvarne vrijednosti, tj. kao mjera intenziteta Suma u
posmatranom odbirku. Iako prethodna relacija i pravilo ne vaZe striktno za slucaj velikog
broja oStecenih odbiraka, 1 u tom slucaju veliki broj odbiraka prati prethodno pravilo, Sto ée

u nastavku biti pokazano kroz primjere i statisticki potvrdeno.
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Slika 4.7: Mjera kao funkcija vrijednosti dva odbirka. Mjera za slucaj tacnih vrijednosti odbiraka je
prikazana crnim konturnim linijama (presjek ljubicastih linija). Crnim krstiéem je oznacena
mjera za slucaj zaSumljenih odbiraka. DuZine crvenih linija su proporcionalne intenzitetu
Suma, dok je razlika mjera prikazana zelenom linijom. Slucaj kada je jedan odbirak
zaSumljen je prikazan na grafiku a), dok je slucaj kada su oba odbirka zasumljena prikazan
pod b).

Ideja kriterijuma bice slikovito predstavljena za slucaj dva zaSumljena odbirka x(n;) +
€(ny) i x(np) + €(ny), slika 4.7. Vrijednost odbirka x(n) je predstavljena na horizontalnoj osi,
dok je vrijednost odbirka x(n;) predstavljena na vertikalnoj osi. Crvenom bojom je prikazano
odstupanje odbiraka od njihovih stvarnih vrijednosti, tj. intenzitet Suma u njima. KruZi¢em
koji odgovara crnim konturnim linijama, a koji se nalazi na presjeku ljubicCastih linija, se
nalazi minimum mjere koncentracije za slucaj tacnih vrijednosti dva posmatrana odbirka (bez
Suma). Crnim krsticem je oznacena vrijednost mjere kada su odbirci x(n) i x(nz) zaSumljeni,
tj. za sluCaj kada imaju vrijednosti x(n1) + €(ny) i x(n2) + €(ny). Na grafiku a) je prikazan
pojednostavljeni slucaj kada je €(n;) = 0, odnosno kada nema Suma u odbirku x(n;), dok je na
grafiku b) prikazan slucaj kada su oba odbirka zahvacena Sumom, pri ¢emu je |€(n;)| < |€(n2)].
Mjere su sraCunate za x(n1) +€(ny) +Aix(n;)+€(n;) — A, anakon toga i za x(n) + €(n2) + A
ix(ny)+€(ny) — A. Vrijednosti sra¢unatih mjera su prikazane plavim kruzi¢ima. Razlike mjera,
za svaki od dva para sracunatih mjera, su prikazane podebljanim zelenim linijama. Vidimo da
su sracunate razlike mjera proporcionalne odstupanjima €(n;) i €(ny) (podebljane crvene linije)
vrijednosti signala od stvarnih vrijednosti. TaCnije, veCim vrijednostima Suma (duZe crvene
linije) odgovaraju vece vrijednosti razlika mjera (duZe zelene linije). To je razlog zasSto se mjere
koncentracije mogu Koristiti za detekciju odbiraka signala koji su zahvaéeni Sumom.

Imajuéi u vidu prethodno prikazane formule koje vaZe za slucaj jednog nedostajuceg
odbirka, kao i ilustraciju za slucaj dva nedostajuca odbirka koja takode prati zakljucke izvedene
za slucaj jednog nedostajuéeg odbirka, uoCene zakonitosti ¢e se koristiti 1 za veliki broj
nedostajuéih odbiraka.
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Algorithm 8 Odabir nezasumljenih odbiraka

Require:
o Signal x(n)

e Parametar A

* Ny - Broj odbiraka koji nijesu zahvaceni Sumom

:for m«<—0...N—1do

—

2: Y1 (k) + DFT{x(n) +Ad(n—m)}
3: Ya (k) <—DFT{x( )—AS(n—m)}
4: Z|Y1 )| = [Y2(k)]
5: end for
6: Sortiramo |g(m)| u neopadajuéi redosljed
[g(m1)| < lg(ma)| < --- < [g(mw)]
Output:

* Pozicije nezaSumljenih odbiraka my, mo, ..., my,

Procedura odabira nezaSumljenih odbiraka:
Korak 1: Posmatrajmo zaSumljeni signal x(n). Za svaki odbirak signala na pozicijama m =

1,..,N formirajmo signale yj,,(n) and y»,,(n) kao

Yim(n) =x(n) +Ad(n—m)
yv2(n) =x(n) — A8 (n—m).

Za ovako formirane signale sracunamo razlike mjera koncentracije kao

N—1 N—1
m)= Y Yin(k)|— Y [Yom(k)], (4.6)
k=0 k=0

gdje je Y (k) = DFT[yy(n)], zai=1,2.
Korak 2: EliminiSemo odbirke signala kojima odgovaraju najvece vrijednosti |g(m)|

Q(m) = arg {sort{|g(m)[}}, (4.7)

gdje je sa sort oznacena funkcija koja sortira vrijednosti od najmanje ka najvecoj. U prethodnoj
relaciji sa Q(0) Ce biti oznacen odbirak koji najvjerovatnije nije zahva¢en Sumom. Generalno,
odbirci na pozicijama m koji proizvode najvecu razliku u mjerama koncentracije su eliminisani,
tj. ne koriste se u rekonstrukciji, ve¢ bivaju rekonstruisani.

Pseudo-kod predloZene procedure ja dat u algoritmu 8.

Primjer 4.4. Posmatrajmo N = 128 odbiraka signala (4.4) od kojih su 64 (50%) zahvaceni
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Slika 4.9: Rekonstrukcija signala kome je 96 od ukupno 128 odbiraka uklonjeno, od cega 64
predloZenim kriterijumom, a 32 nasumi¢nom/direktnom pretragom. Rekonstrukcija je
izvrSena 1000 puta, pri ¢emu svakom rekonstrukciji odgovara drugi set od 32 nasumicno
odabrana odbirka. a) ZaSumljeni signal kome su 64 odbirka zahva¢ena Sumom; b) SRR za
svaku od rekonstrukcija; ¢) Originalni (plava boja) i rekonstruisani (crvena boja) signal, pri
¢emu je prikazana realizacija sa najmanjom mjerom koncentracije; d) Mjera koncentracije
za svaku od 1000 realizacija. Prikazana je mjera (4.2).

impulsnim Sumom 42¢(n), gdje je €(n) Gausov Sum varijanse 1. Imajudi u vidu da je amplituda

Suma u ovom slucaju u nivou amplituda signala, jasno je da robustne tehnike kao Sto je

L-statistika, ne mogu uspjesno ukloniti Sum. Prag koji bi eliminisao Sum izvan amplituda signala

2A = 15.4 bi ipak ostavio veliki broj zaSumljenih odbiraka unutar signala Sto bi zahtijevalo
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ogroman broj realizacija u postupku direktne pretrage.

Prethodno opisana procedura za selekciju odbiraka e se pokazati kao efikasna i u ovom
slu¢aju. Na osnovu opisanog kriterijuma, bice uklonjena 64 odbirka za koja se pokazalo da su
proizvela najvecu razliku u mjerama koncentracije. Preostalih 32 odbirka koji se uklanjaju ¢e
biti odredeni u direktnoj/nasumicnoj pretrazi. Za slucaj da je kriterijum primijenjen samo na
Sumu, isti ¢e izvrsiti klasicno sortiranje odbiraka po vrijednosti. Ipak, za slucaj zaSumljenog
signala, par zaSumljenih odbiraka Ce ipak ostati van skupa od 64 odbirka koji su selektovani
na bazi kriterijuma. Na srecu, broj ovih odbiraka je mali, pa ih je nasumi¢nim odabirom
joS 32 odbirka moguce detektovati. Rekonstrukcija ¢e biti izvrSena na osnovu preostala
32 = 128 — 64 — 32 odbirka. Rezultati za 1000 realizacija (svaka realizacija odgovara novom
nasumic¢nom skupu od 32 odbirka) je prikazana na slici 4.9. Vidimo da je medu 1000 izvrSenih
realizacija, veliki broj uspjes$nih, a koje odgovaraju niskim vrijednostima mjere koncentracije
(4.2). Postavljanjem praga u{X(k)} < 10 (oko K < 10 kompleksnih komponenti signala),
mogli bismo oc¢ekivati uspjesnu rekonstrukciju u svega nekoliko realizacija.

Treba obratiti paznju da mjera koncentracije prikazana na grafiku d) odgovara relaciji
(4.2), 1 da je ista koriS¢ena samo za prikaz mjere na graficima i potencijalnu detekciju uspjesne

realizacije. Prilikom rekonstrukcije signala, kori§¢ena je ¢{-norma.

4.3.4 Iterativna procedura za preostali Sum

Vidjeli smo da do uspjeSne rekonstrukcije moZzemo doci kombinujuci predloZenu
proceduru sa direktnom pretragom. Direktna pretraga je imala za cilj da pronade mali broj
odbiraka signala koji nijesu mogli biti detektovani predloZenom procedurom. Ipak, za iole veéi
broj odbiraka koje treba pronaci, direktnom pretragom bi bio potreban veliki broj realizacija
kako bi u nekoj od njoj uspjeli da obuhvatimo sve zaSumljene odbirke. Kako bi se prevaziSao
prethodni problem uveS¢emo iterativhu proceduru za pronalaZzenje preostalih zaSumljenih
odbiraka. PredloZena procedura je iterativna nadogradnja prethodno opisane procedure.
Iterativna procedura:

Korak 1: Primjenom kriterijuma odredimo skup pozicija N odbiraka koji su sa najmanjom
vjerovatno¢om zahvacéeni Sumom. Skup pozicija preostalih odbiraka Ny, je komplement skupa
Ny 1 predstavlja odbirke koji su najvjerovatnije zahvaceni Sumom velikog intenziteta.

Korak 2: Za svaki odbirak u N4 izvrS§imo rekonstrukciju smatrajuci da je i taj posmatrani
odbirak takode nedostupan zajedno sa prethodno odredenim odbircima iz skupa Nj;. Sracunamo
mjeru koncentracije ovako rekonstruisanog signala. Razlog za ovu proceduru se ogleda u
¢injenici da ¢e rekonstrukcija jako oSteéenih odbiraka znacajno poboljSati mjeru koncentracije
rekonstruisanih signala (nakon Sto je i taj odbirak rekonstruisan). Odbirci koji nijesu zahvaceni
Sumom ili su malo oSteeni nece znacajnije doprinijeti poboljSanju mjere koncentracije.
Korak 3: Izaberemo nekoliko r = 1,2, 3, ili 4 odbiraka iz skupa N4, nakon ¢ije rekonstrukcije u

koraku 2 je doslo do najveceg poboljSanja u mjeri koncentracije rekonstruisanog signala. Ovako
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Algorithm 9 Iterativna procedura

Require:
* ZaSumljeni signal x¢(n) = x(n)+¢€(n),n=0,1,...,N—1

* Broj odbiraka r koji se uklanjaju u svakoj iteraciji

* Gradijentni algoritam GRADREC definisan u algoritmu 1

1: Primijenimo proceduru opisanu algoritmom 8 da bi formirali skupove Nj; i njegov
kompliment Ny

2: repeat

3 y(n) <~ GRADREC(x¢(n),N,)

4: xg(n) < y(n)

5: Y (k) <~ DFT{y(n)}

6: for m € N, do

7 y1(n) <~ GRADREC(y(n),{m})

5 Y1(k) « DFT{y(n)}

N—1 N—1
9: g(m) < Y [Y (k)| =} Mk
k=0 k=0
10: end for
11: Izaberemo r odbiraka kojima odgovaraju najvece vrijednosti |g(m)|
12: Pozicije izabranih odbiraka uklonimo iz skupa N4 1 dodamo ih u skup Nyy,.

13: until dok nije zadovoljen kriterijum za zaustavljanje
14: return y(n)

Output:
* Rekonstruisani signal xg(n).

izabranih r odbiraka e biti uklonjeno, tj. skup pozicija Ny, ¢e biti proSiren sa pozicijama ovih
odbiraka.

Korak 4: Ukoliko rekonstrukcija nije izvrSena, vratimo se na korake 2 i 3 sa aZuriranim
skupovima setom Ny 1 Ny,.

Za r = 1, samo jedan odbirak koji je prouzrokovao maksimalno poboljSanje u mjeri
koncentracije biva uklonjen. Da bi se procedura ubrzala, u svakom koraku je r = 2 ili
r = 3 odbiraka premjesteno iz skupa N4 u skup Ny, imajucu u vidu da procedura uspjesno
detektuje nekoliko najviSe oSteCenih odbiraka, a ne samo jedan. Na kraju N, iteracija, ukupno
rNj; odbiraka u kojima je potencijalno Sum biva uklonjeno. PredloZena procedura je u vidu

pseudo-koda data u algoritmu 9.

Primjer 4.5. Posmatrajmo N = 128 odbiraka signala definisanog sa

S
x(n) =Y Aicos(2mkin/N + ¢;). (4.8)
i=1

1=

Rijetkost posmatranog signala je K = 2S5. Amplitude frekvencije 1 faze su odabrane slucajno
izopsega 1 <A; <2, 1<k <6310<¢ <2rm Smatratemo da su 64 odbirka ovog
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Slika 4.10: Sum u odbircima signala prikazan redosljedom kojim su birani odbirci. Amplituda $uma je
u nivou amplituda signala 2A. Slu€ajevi za rijetkosti K = 6 lijevo i K = 10 desno.

signala zahvacena Sumom €(n) = 40(g;(n) —0.5) +40(&(n) — 0.5), gdje su &;(n) i &(n) bijeli
uniformni Sumovi. Ovako formirani Sum ima veliki broj vrijednost koje su po intenzitetu u rangu
signala. Kori$¢ena je iterativna procedura, gdje je u svakoj iteraciji r = 4 odbiraka premjeSteno
is skupa Ny u skup Nj,. Na ovaj nacin bi, u idealnom slucaju, kroz 16 iteracija svih 64 = 16 x 4
odbiraka zahvaéenih Sumom bilo detektovano. Naravno, treba imati na umu da se u iterativnoj
proceduri moZe desiti da neki odbirak koji nije zahvaden Sumom bude detektovan kao kandidat
za premjestanje iz skupa Ny u skup Ny, pa stoga ukupan broj odbiraka rN;; koje Zelimo u
iterativnoj proceduri da prebacimo u skup Ny, mora Cesto biti veci od broja odbiraka koji su
stvarno zahvaéeni Sumom. Na slici 4.10 su prikazane vrijednosti Suma onim redosljedom kojim
su dodavani odbirci u skup Nj,. Vidimo da algoritam dobro prati intenzitet Suma u odbircima.
Rezultati rekonstrukcije su prikazani na slici 4.11. SRR i mjera koncentracije kao funkcije broja
uklonjenih odbiraka za rijetkost K = 6 su prikazani na graficima a) i c), dok su iste funkcije
za slucaj rijetkosti K = 10 prikazane na graficima b) i d). Vidimo da je u oba slu¢aja nakon
priblizno 68 uklonjenih odbiraka dolazilo do naglog skoka u SRR, Sto znaci da je kriterijum

napravio svega nekoliko greSaka uklonivsi odbirke koji nijesu bili zahvaéeni Sumom.

4.4 Gradijentni algoritam i Sum u svim odbircima

Kriterijum 1 iterativna procedura, koji su koriS€eni u prethodnim sekcijama ce biti
primijenjeni na signale kojima su svi odbirci zahva¢eni Sumom. Pokazace se da predloZene
metode dovode do smanjenja Suma i u slucajevima kada su svi odbirci signala zahvaceni

Sumom. Odredena poboljSanja ée se dobiti i za slucaj Gausovog Suma [58].

Primjer 4.6. Posmatrajmo N = 128 odbiraka signala definisanog sa (4.8) zahvacenih
impulsnim §umom 1.5¢3(n), gdje je £(n) Gausov $um o, = 1, pri éemu su kori$éene rijetkosti

K=6(S=3)1K=10(S=25). KoriS¢ena je iterativna procedura, gdje je u svakoj iteraciji
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Glava 4. Primjene gradijentnih algoritama
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Slika 4.11: Rekonstrukcija rijetkog signala zahva¢enog Sumom, pri ¢emu su odbirci za rekonstrukciju
birani na osnovu iterativne procedure. U svakoj iteraciji, » = 4 odbirka su uklonjena. SRR
kao funkcije broja uklonjenih odbiraka za rijetkosti K = 6 i K = 10 su prikazane na
graficima a) i b), respektivno. Mjere koncentracije kao funkcije broja uklonjenih odbiraka
za rijetkosti K = 6 i K = 10 su prikazane na graficima c) i d), respektivno. Prikazana je
mjera (4.2).

r = 4 odbiraka premjeSteno is skupa N4 u skup Njy. Veéina odbiraka koji su zahvaceni
Sumom velikog intenziteta je uklonjena, Sto je doprinijelo poboljSanju SRR slika.4.12 a) i b).
Finalna rekonstrukcije je dovela do poboljSanja SRR od oko 20 dB, u oba slucaja. Iako sa
povecanjem broja odbiraka koji uklanjamo dolazi do poveéanja SRR, za slucaj kada o¢ekujemo
da Sum postoji u svim preostalim odbircima, treba izbjegavati da se rekonstrukcija vrsi sa
brojem odbiraka bliskim teorijskim granicama, jer u tom slucaju Sum se znacajno povecava
jer rekonstrukcija postaje nemoguca.

Iterativna procedura je ponovljena za signal (4.8) sa razliCitim vrijednostima parametara
kroz 100 realizacija za svaku od rijetkosti K = [6, 12, 16,22,30]. Prikazana je srednja vrijednost
(za 100 realizacija). Rezultati su prikazani u tabeli 4.1: K - rijetkost signala; SNR; - odnos
signal eksterni Sum; Ny - broj uklonjenih odbiraka; Cyp - koeficijent efikasnosti procedure za
eliminaciju odbiraka; SNR - Izlazni SNR za slucaj kada rijetkost signala nije poznata; SNR; -
Izlazni SNR za slucaj kada je rijetkost signala poznata; SNR7 - Na bazi teorije oCekivani SNR
za slucaj kada je rijetkost signala poznata. Iterativna procedura je prekinuta u slu¢ajevima kada
je SNR krenuo da opada. Teorijska izvodenja koja prate rezultate prikazane u tabeli su data u
sljedecoj sekciji.
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Glava 4. Primjene gradijentnih algoritama

Tabela 4.1: Statisticki i teorijski rezultati SNR za razliCite rijetkosti. Rezultati su usrednjeni kroz 100

realizacija.

|RijetkostK | 6 | 12 [ 16 | 22 | 30 |
SNR; —4.4574 | —4.4798 | —4.4825 | —4.3603 | —4.5782
Nu 62 75 84 97 105
Co 0.0017 | 0.0162 | 0.0381 | 0.0663 | 0.0854
SNR 26.5483 | 17.0816 | 12.9914 | 10.0324 | 7.5814
SNR 33.6382 | 23.6797 | 18.2484 | 15.6012 | 12.2228
SNRr 32.9233 [ 21.5892 | 17.3259 | 13.9669 | 11.5217

30 T
SRR [dB]
20 | K=6
10
0 -
10 : : : — a) —'b)
0 16 32 48 64 64
100 T T T T T T T y
p{X(k)} p{X (k)}
50 1 1
50 ]
0 : : : : c) 0 : : : : d)
0 16 32 48 64 0 16 32 48 64
broj uklonjenih odbiraka broj uklonjenih odbiraka

Slika 4.12: Rekonstrukcija odbiraka ¢iji su svi odbirci zahvaceni Sumom. U svakoj iteraciji je uklonjeno
r = 4 odbiraka. SRR kao funkcije broja uklonjenih odbiraka za rijetkosti K =61 K = 10
su prikazane na graficima a) i b), respektivno. Mjere koncentracije kao funkcije broja
uklonjenih odbiraka za rijetkosti K = 6 i K = 10 su prikazane na graficima c) i d),
respektivno. Prikazana je mjera (4.2).
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Glava 4. Primjene gradijentnih algoritama

4.4.1 Analiza uticaja Suma

Posmatrajmo signal
K
x(n) = Y Aiyi(n), 4.9)
i=1

gdje je yi(n) = exp(j2mnk/N), i uvedimo relaciju za odnos signala i eksternog Suma za slucaj

zaSumljenog signala x(n) + €(n):

SNR; = 10log =—— 5 = 10log —.
Yoo le()| Ee

Pretpostavimo da smo koristeéi L-statistiku, direktnu pretragu, prethodno opisane
procedure ili neku kombinaciju pomenutih metoda, pronasli N4 odbiraka koje ¢emo koristiti
u rekonstrukciji kao dostupne, odnosno na osnovu kojih ¢emo rekonstruisati preostalih Ny =

N — N4 odbiraka. Rekonstrukcija ¢e se, dakle obaviti na osnovu

y(ni) = x(n;) + €(n;) (4.10)
i=1,2,...Ny.

kao 1 u klasi¢noj formulaciji koja vazi u CS kada je samo N4 odbiraka dostupno.

Pod pretpostavkom da signal sadrzi N4 odbiraka koji nijesu zahvaéeni Sumom, gdje je Ny
najmanji mogudi broj koji garantuje uspjeSnu rekonstrukciju, tada se, u teoriji, rekonstrukcija
moze izvrSiti do kompjuterske preciznosti. U tom slucaju odnos signal Sum tezi beskonacnosti
SRR — oo. Jedini problem predstavlja pronaci skup odbiraka koji ne sadrzi Sum.

U slucaju kada ne moZzemo obezbijediti najmanje N4 odbiraka bez Suma, ima smisla
govoriti o uticaju preostalog Suma na gresku rekonstrukcije. Pretpostavimo da u preostalih Ny

odbiraka koje koristimo za rekonstrukciju, energije Suma iznosi

Na )
Eea= Y le(m)|”. (4.11)
ni=1
Za pocetak, posmatrajmo najjednostavniji slucaj kada je rekonstrukcija izvrSena u

transformacionom domenu na osnovu N4 dostupnih odbiraka na pozicijama n;

Ny
Xe(k) =Y y(ni)w;. (k). (4.12)

i=1
Izostavljanje nedostajucih odbiraka iz sume se poklapa sa slu¢ajem kada su njihove vrijednosti
0. Ove vrijednost bi se dobile kada bi se u procesu rekonstrukcije umjesto ¢{-norme, koristila
¢>-norma Zlk\;_ol X (k)| [49, 76, 79]. Dale, dostupni odbirci signala, y(n;), i = 1,2,...,Ny na
frekvencijama koje odgovaraju komponentama signala se sumiraju u fazi. Rezultat ove sume

je vrijednost A;N4 na frekvenciji i-te komponente signala, gdje A; predstavlja amplitudu i-te
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Glava 4. Primjene gradijentnih algoritama

komponente signala u vremenskom domenu signala (4.12). Treba imati na umu da je energija
Suma jednaka 1 u vremenskom 1 u transformacionom domenu, u skladu sa Parsevalovom
teoremom.

Stvarna vrijednost amplitude u transformacionom domenu na frekvenciji k;, a za
slucaj da su svi odbirci koriS¢eni bi bila NA;. Da bismo gore pomenutu vrijednost A;Na
dobijenu upotrebom svega Ny (N4 < N) odbiraka sveli na taCnu vrijednost, potrebno je da
uvedemo korektivni koeficijent N/N,. Ista procedura i korekcija se izvodi u svakom od CS
rekonstrukcionih algoritama koji rekonstrukciju vrSe na ovaj nacin. Mnozeci rekonstruisane
vrijednosti signala sa koeficijentom N /Ny, doéi ¢e i do mnoZenja Suma u tim komponentama
sa istom vrijedno§¢u. Energija $uma ¢e na ovaj nadin biti poveéana na EgqN?/ Nj. Odnos signal
Sum u rekonstruisanom signalu ¢e biti

N—1 2
SNR = 10log = n Sl
Lt &(ni)]

17% ni=1

(4.13)

Ukoliko je raspodjela Suma ista u svim odbircima signala, tada je Z],Z,A: L |&(n;) > = Nyo2,

odnosno

YV x(n)]?

SNR = 10log
N N2
NA
E, N
=10log— — 101 — 4.14
og 2~ 101cg (1) @14
N
= SNR; — 10log (—) . (4.15)
Na

Vidimo da ovaj nacin rekonstrukcije, a koji koristi (4.12), pogorSavao odnos signal Sum, jer je
N > Ny.

PoboljSanje u direktnoj rekonstrukciji se moze o€ekivati samo u slucaju kada je moguce
detektovati odbirke koji su najviSe zahvaceni Sumom i ukloniti ih, kako bi se rekonstrukcija
vr§ila sa najmanje oSteenim odbircima. Ukoliko kriterijum za odabir najoStecenijih odbiraka,

kao onaj predstavljen u prethodnim sekcijama, moze obezbijediti da vazi nejednakost

NZ Na ) N—1 )
v L el < ) le(m)l,
A ni=1 n=0

tada se moZe ocCekivati poboljSanje odnosa signal Sum ¢ak i upotrebom direktne formule (4.12).

Direktna formula (4.12) se koristi sa pretpostavkom da je signal rijedak pri cemu je K < Ny.
Takode, pozicije nenultih koeficijenata u transformacionom domenu se takode mogu smatrati
poznatim, ili se mogu procijeniti na osnovu (4.12) koristeci prag i iterativnu proceduru, $to je
i sastavni dio mnogih CS rekonstrukcionih algoritama. U idealnom slucaju, sve komponente

sem K stvarnih komponenti signala se postavljaju na 0. Imajuéi ovo u vidu, energija greske
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Glava 4. Primjene gradijentnih algoritama

rekonstrukcije ¢e biti umanjena za faktor K/N. Energija Suma u signalu rekonstruisanom na
ovaj nacin Ce biti
KN2 U

Z le(n;)|
A ni=1
Ukupni odnos signal Sum u rekonstruisanom signalu sa K komponenti na poznatim (ili
estimiranim) pozicijama je
N— 2
SNR = 10log KNZ x| 5
N Loty e(n)]

(4.16)

Upravo opisanu rekonstrukciju mozemo podijeliti u dvije grupe:

e Za slucaj ravnomjerno distribuiranog Suma kroz preostale odbirke (bez upotrebe

kriterijuma za selekciju odbiraka), kada vazi Z o le(n;)|* = Nyo2, imamo da je
2
SNR = 10lo gu 4.17)
NA Gg

ZN;I x(n 2 K
"KLZ(”:SNR,-—IOng—.

= 10log

U ovom slucaju poboljSanje zavisi od odnosa broja dostupnih odbiraka i broja komponenti

signala ¢ije pozicije znamo.

» Ukoliko je korisc¢en kriterijum za salekciju odbiraka za koje se pretpostavlja da su najvise
zahvacéeni Sumom, tada je srednja energija (varijansa) u preostalim odbircima manja od

srednje energije u svim odbircima

2
n
}’ll—l| ( l)|| _CQ, (4.18)

gdje je 0 < Cp < 1 koeficijent uspjesnosti kriterijuma. Za slucaj da ne koristimo kriterijum
Co = 1. U idealnom slucaju, kada nema Suma u preostalim odbircima (Sum je postojao
samo u odbircima koje smo uklonili) Cp = 0. Za koeficijent u opsegu 0 < Cp < 1, ukupno

poboljSanje nakon rekonstrukcije se moze izraziti kao

2
SNR = 10log KNZ x|

N2 Zn,—l |8(nl)|2
2
 1010g - T KOO
CQZ o le(n)|
K
= SNR,; — 1010g (CQ—> . (4.19)
Ny
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Ova relacija vazi za slu¢aj da znamo K pozicija koeficijenata u transformacionom

domenu. Ukoliko to nije slucaj, tada vazi relacija

YN x(m)]?
n_1|s< n)|?

o [x(n)|?

2N
x_il\/"c ZN 0 &(n )|

SNR = 1010g

= 10log

= SNR; — 10log (ECQ) . (4.20)
Ny

PoboljSanje u rekonstrukciji, za slucaj da ne znamo pozicije K koeficijenata u
transformacionom domenu se moZe ocekivati ukoliko je kriterijum za selekciju odbiraka
takav da je Cp < Na/N.

4.4.2 Gausov Sum u gradijentnom algoritmu

Za slucaj da su svi odbirci signala zahvaceni Gausovim Sumom, najbolja opcija bi bila da
se uklone odbirci koji su najviSe zahvaceni Sumom, a da se ostave odbirci u kojima je vrijednost
Suma najmanja. Za signal duzine N koji pokuSavamo rekonstruisati na osnovu N4 odbiraka,
mozemo naci interval u kojem se nalaze amplitude A; za N4 najmanje oSteCenih odbiraka.
Vrijednost se dobija iz izraza

ALO¢
Ny

208 —
= 4.21)

Gg\/27r

—ALO¢

A N,
—-&2)2 18 _ L) _7A
dé = erf(ﬁ) N

1

A/

A,

Vrijednost Ay, se dobija iz inverzne erf(x) funkcije, koja se oznaCava sa erfinv(x). Za zadati
odnos N4 /N, vrijednost amplitude je A; = /2 erﬁnv( 4). Na primjer, za odnos Ny = N/2,
dobijamo da ¢e polovina odbiraka Suma koji imaju najmanje vrijednosti biti iz opsega
[—0.67450, 0.67450¢], jer je AL = +/2erfinv(0.5) = 0.6745. Varijansa ovog Suma, dobijenog
iz Gausovog Suma tako §to je uklonjeno N /2 najveéih vrijednosti, je manja od varijanse samog

Gausovog Suma, 1 1znosi

. \[erﬁnv WA
2 _ 2,—&%/(203)
o; = e dé. 4.22
— erﬁnv

Koli¢nik N4 /N u prethodnoj relaciji poti¢e od normalizacije gustine vjerovatnoCe (probability

density function - pdf). Za novi Sum koji je formiran od vrijednosti ispod odredenog praga,
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Slika 4.13: PoboljSanje srednje energije Suma u rekonstruisanom signalu u odnosu na energiju Suma na
ulazu za razliite vrijednosti nedostajucih/uklonjenih odbiraka Ny; = N — N4. Slucaj kada
je ulazni signal samo Sum - zelena boja, dok je slucaj zaSumljenog signal na ulazu prikazan
plavom bojom. U oba slucaja je koriSéen kriterijum za odabir odbiraka iz sekcije 4.3.3.
Crvenom bojom je prikazan odnos Suma kome su uklonjeni odbirci sortiranjem i pocetnog
Suma. kriterijum. Odnosi u dB su prikazani na desnom grafiku.

integral njegove pdf je 1. Za sluaj Ny/N = 1/2, varijansa novog Suma, koji se sastoji od
50% najnizih Gausovih vrijednosti, iznosi G,% = 0.142607. Pobolj$anje u srednjoj energiji suma
nakon rekonstrukcije je prikazana na slici 4.13. Prikazani su usrednjeni rezultati za slucaj 100
nezavisnih realizacija za svaki broj uklonjenih odbiraka. Slucaj kada je na ulazu samo Sum (bez
signala) je prikazan zelenom bojom. Na Sum na ulazu je prvo primijenjen kriterijum iz sekcije
4.3.3 i u skladu sa kriterijumom je uklonjen odredeni broj odbiraka (broj uklonjenih odbiraka je
prikazan na x osi na graficima). Na osnovu preostalih odbiraka su rekonstruisani ostali odbirci.
Odnos srednjih energija pocCetnog i rekonstruisanog signala (Suma) je prikazana na grafiku.
Drugi slucaj prikazan plavom bojom je zaSumljeni signal. Naime, na ulazu imamo signal
zahvacen Gausovim Sumom. Kriterijum je primijenjen i uklonjen je odredeni broj odbiraka, a
nakon toga je izvrSena rekonstrukcija. Odnos srednjih energija Suma u rekonstruisanom signalu
1 Suma u pocetnom signalu je prikazan na grafiku. Konacno, crvenom bojom je prikazan odnos
srednje energije Suma u preostalim odbircima u odnosu na srednju energiju ukupnog Suma. U
ovom slucaju je kao kriterijum za uklanjanje odbiraka koris¢eno klasi¢no sortiranje. Prikazane

statistiCke vrijednosti se poklapaju i sa teorijskim. Na primjer, za slu¢aj M = N/2 imamo
o2
10log —% = 1010g(0.1426) = —8.46 dB,
O¢
Sto se poklapa sa vrijednos¢u dobijenom statisti¢ki (crvena boja, grafik desno).

Uocimo takode da za slucaj velikog broja uklonjenih odbiraka, energija u preostalim

odbircima teZi nuli, medutim, ovaj region treba izbjegavati, jer za mali broj dostupnih odbiraka
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Slika 4.14: Gausov Sum malog intenziteta u svim odbircima sortiran kriterijumom iz sekcije 4.3.3 -
plava boja. Crvenom bojom je prikazana funkcija dobijena usrednjavanjem median filterom
duZzine 10.

nije uopsSte moguce izvrsiti rekonstrukcije (teorijski). Imajuci u vidu kako kriterijum i GA
funkcionisu, ¢ak i slucajni odabir malog do umjerenog broja odbiraka dovodi do smanjenja
srednje energije Suma u rekonstruisanom signalu [49].

Za slucaj zaSumljenog signala, kriterijum za selekciju odbiraka predstavljen u sekciji
4.3.3 se donekle razlikuje od klasi¢nog sortiranja samog Suma. Medutim, kriterijum ipak
generalno favorizuje vrijednosti zahvadene ja¢im Sumom 4.14. Plavom bojom su prikazane
vrijednosti Suma u odbircima koje je kriterijum izabrao, redom kojim su birani. Crvenom bojom
je prikazana funkcija dobijena usrednjavanjem prikazanih vrijednosti median filterom duZine
10. PoboljSanje u slucaju zaSumljenog signala je prikazano na slici 4.13, plavom bojom. Za

N4 = N/2 poboljsanje je
G2
o
10log = = 10log(0.31) = —5.1 [dB].
GS

Ova vrijednost je za svega oko 3 dB loSija od slucaja kada bi odbirci Suma bili idealno sortirani

1 kada bi bili uklonjeni samo odbirci sa najvecim vrijednostima (crvena linija).
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Zakljuéak

Kompresivno odabiranje (CS) predstavlja znacajnu naucnu oblast koja se intenzivno
razvija posljednjih 15 godina. IstraZivanja koja se sprovode u okviru ove oblasti mogu se
grubo podijeliti u dvije kategorije. Jedna od njih je rekonstrukcija signala koji su rijetki u
nekom transformacionom domenu na osnovu mjerenja koja predstavljaju linearne kombinacije
koeficijenata iz domena rijetkosti. Kako su 1 sami odbirci signala u vremenskom domenu
linearna kombinacija koeficijenata, to se njihov skup moZe smatrati setom mjerenja na osnovu
kojeg je potrebno izvrsiti rekonstrukciju ostalih odbiraka. Proces rekonstrukcije signala na
osnovu skupa dostupnih odbiraka je glavna tema ove teze.

U tezi su predstavljeni novi algoritmi za rekonstrukciju rijetkih signala. Algoritmi spadaju
u grupu gradijentnih algoritama, koji rekonstrukciju vrSe u vremenskom, odnosno domenu
akvizicije, za razliku od vecine drugih Siroko rasprostranjenih algoritama koji rekonstrukciju
vr§e u domenu rijetkosti. Originalnost predstavljenih metoda verifikovana je publikovanjem
u renomiranim medunarodnim casopisima u oblasti elektrotehnike [6, 39, 49, 58]. IzvrSena je
detaljna analiza pomenutih algoritama, a performanse algoritma su uporedene sa algoritmima
koji su u Sirokoj upotrebi u oblasti CS. Kvalitet predstavljenih algoritama se ogleda i u preko
80 citata pomenutog rada [49] (Google Scholar).

Takode, predstavljena je efikasna hardverska realizacija kod koje vrijeme izvrSenja ne
zavisi od broja dostupnih odbiraka, imajuéi u vidu predloZenu paralelizaciju raCunski zahtjevnih
djelova algoritma. Jedna interesantna tema koja nije obradena u radu, a koje ¢e biti fokus
buduc¢ih istrazivanja su i moguénosti implementacija pomenutih algoritama na modernim
racunarskim grafickim karticama koje posjeduju veliki broj jezgara, ¢ime bi se ve¢ postojeci
hardver (graficke kartice) iskoristio za vrlo efikasnu implementaciju koja bi bila modifikacija 1
prilagodenje, u radu predstavljene, hardverske realizacije.

Doprinos rada se ogleda i u prezentovanoj proceduri za detekciju impulsnog Suma.
Naime, razmatrani su slucajevi kada je Sum prisutan u signalu takav da se mnogi odbirci
zahvaceni istim i dalje nalaze u nivou opsega signala, te samim tim ne mogu biti detektovani
1 uklonjeni standardnim robustnim tehnikama kakva je npr. L-statistika. PredloZena procedura
1 njena iterativna varijanta su zasnovane na gradijentu mjere koji je koriS¢en u gradijentnim
algoritmima. Dobijeni rezultati su takode publikovani u renomiranom medunarodnom ¢asopisu
[58].
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Zakljucak

Moguénost primjene predstavljenih metoda je pokazana i na realnim signalima, kakvi su
fotografije sa digitalnih kamera, kao 1 medicinski signali: rendgen snimci 1 ECG signali. Za
pomenute signale kao domeni rijetkosti koriS¢eni su 2D-DCT domen i hermitski domen, $to
potvrduje mogucénosti Siroke primjene GA, koja nije ogranicena domenom rijetkosti. Jedna
od tema buducih istrazivanja bice i moguénost poboljSanja GA za slucaj rekonstrukcije slike,
imajuéi u vidu kvantizaciju (pikseli uzimaju konkretne vrijednosti iz skupa cijelih brojeva)
prisutnu kod slika, kao i1 procedure za prorjedivanje signala kakve se obavljaju u standardnim
algoritmima za kompresiju slike kakav je JPEG.

Pored pomenutih rezultata vezanih za GA, u prvom poglavlju rada je dat doprinos u vidu
izvodenja egzaktne formule za greSku u rekonstruisanim koeficijentima nerijetkih signala pod
pretpostavkom rijetkosti, pri ¢emu je uzet u obzir i Sum u mjerenjima, tj. dostupnim odbircima.
Izvedena teorijska formula je potvrdena statisticki za razne varijacije parametara signala kao $to
su rijetkost, broj dostupnih odbiraka. Takode u svakoj realizaciji su koris¢eni signali razli¢itih
amplituda i frekvencije, ¢ime je objektivno provjerena dobijena formula. Kvalitet sprovedenih
istraZivanja i1 dobijeni rezultati u ovoj oblasti su potvrdeni publikovanjem nau¢nog rada kod

prestiznog izdavaca za oblast elektrotehnike, IEEE [6].
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