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Na osnovu &lana 64 Statuta Univerziteta Crne Gore, au vezisa élanom 35 stav 3 Pravila
doktorskih studija, na LXV sjednici Vije¢a odrzanoj 22.07.2021. godine, donijeta je

ODLUKA
!

Usvaja se godidnji Izvjestaj komisije za ocjenu prijave doktorske disertacije pod nazivom
“Visedimenzionalna logisti¢ka raspodjela specifikovana svojom Kkarakteristicnom
funkcijom — doprinos teoriji i praksi* kandidata mr Andele Mijanovi¢, studenta doktorskih
studija na Prirodno-matematitkom fakultety - studijski program Matematika.

Odluka se dostavlja Centru za doktorske studije Univerziteta Crne Gore.
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Datum prihvatan]
kandidata na sjeds
organizacione jedinice
e | \atermatika (Matematicka statistika)
disertacije :

Za navedenu oblast mati¢ni su sljededi fakulteti

Prirodno-matematicki fakultet

TZVJE

U petak 9. jula 2021. godine u 15 casova u Sali 227 Prirodno-matemati¢kog fakulteta,
doktorandkinja Andela Mijanovi¢ pristupila je odbrani polaznih istraZivanja doktorske teze pod
nazivom ,,ViSedimenzionalna logisticka raspodjela specifikovana svojom karakteristicnom
tunkcijomn - doprinos teoriji i praksi® u prisustvu komisije u sastavu:

1. dr Vladimir Bozovi¢, redovni profesor Prirodno-matematickog fakulteta UCG

2. dr Marijan Markovi¢, docent Prirodno-matematickog fakulteta UCG

3. dr Goran Popivoda, docent Pritodno-matematickog fakulteta UCG

4. dr Sinisa Stamatovi¢, redovni profesor Prirodno-matematickog fakulteta UCG

(komentor)

5. dr Bozidar Popovic, docent Prirodno-matematickog fakulteta UCG (mentor).
Kandidatkinja je tridesetominutnom izlaganju motivisala svoje istraZivanje, izloZila poznate
rezultate na kojima su bazirana njena istrazivanja, a zatim predstavila svoje rezultate do kojih je
dosla u toku svojih polaznih istraZivanja. Dobijeni rezultati se odnose na: odredivanje taéne
raspodjele linearne kombinacije n nezavisnih logistickih slucajnih promjenljivih, izrada
numerickog algoritma za izracunavanje tacnih vrijednosti Fox H funkcije. Posledniji algoritam je
implementiran u softveru MATHEMATIKA. Na kraju kandidatkinja je pokazala kako se
lincarna kombinacija n nezavisnih logisti¢ki raspodijeljenih slucajnih promjenljivih primjenjuje u
analizi portfolia.
Nakon izlaganja, komisija je pristupila ispitivanju kandidata. Pitanja su se odnosila na preciziranje
pojmova i rezultata koji su navedeni u izlaganju, uz analizu mogucnosti njihove primjene u
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finasijama. Komisija smatra da je kandidatkinja detaljno i taéno predstavila, kako dosadasnje,
tako 1 novodobijne rezultate iz ove oblasti i da je precizno odgovorila na postavljena pitanja.
Samim tim, komisija je jednoglasno donijela odluku da je kandidatkinja uspjesno odbranila
polazna istazivanja za izradu doktorske disertacije.

Odbrana je zavr$ena u 16h i 15 minuta.

OCJE] 0DO

| BI. Ob;'é;:ic;één]e teme

Proucavanje kopula funkcija i njihova primjena podela je pedesetih godina XX vijeka kada je
Sklar objavio rad u kome je formulisao i dokazao teoremu kojom se visedimenzione apsolutno-
neprekidne raspodjele na jedinstven nacin povezuju sa kopula funkcijama (u nastavku kopula). U
slucaju diskretnih raspodjela jedinstvenost ne va%i, pa éemo ovdje i u nastavku pominjanjem
raspodjele misliti na raspodjele apsolutno neprekidnog tipa. Kopule su veoma vasno orude u
proucavanju zavisnih slucajnih promjenljivih. Isti sluéaj je sa zavisno$éu u odnosu na kvadrant.
Naime, mijere zavisnosti kao §to su Spearman ro, Kendalov tau ili Diinijev koeficijent se
cfektnije proucavaju ukoliko imamo poznatu kopulu. $ druge strane poznavanje kopula
omogucava 1 proucavanje zavisnosti na repu raspodjele (engl. tail dependence). Dakle, kopule
omogucavaju fleksibilniji pristup proucavanju viedimenzionalnih raspodjela. S druge strane
kopula nalaze i prakti¢nu ptimjenu u gotovo svim ostalim naukama.

Logisticka raspodjela koristi se u mnogim oblastima kao §to su logisticka regtesija, logit modeli,
neuronske mreZe. Osim primjene u fizici, sportskom modeliranju sve veéu ptimjenu ima i u
finansijama. Logisti¢ka raspodjela ima deblji rep od normalne raspodjele pa je dosljednija realnim
podacima i daje bolji uvid u vjerovatnocu ekstremnih dogadaja.

Proucavanje raspodjele linearne kombinacije slucajnih veli¢ina koje imaju logisticku raspodjelu 1
konstrukeija odgovarajuée kopule potrebno je radi boljeg modeliranja brojnih dogadaja iz oblasti
finansija.

B2. Cilj i hipoteze

S obzirom na to da viSedimenzionalnoj logisti¢koj raspodjeli nije posveéena dovoljna paZnja u
literaturi (izuzimajuéi nekoliko sporadnih sludajeva u kojima je razmatrana dvodimenzionalna
standardna logisticka raspodjela [10], [12], [13], [14]) mi éemo uvesti uopstenu dvodimenzionalnu
raspodjelu preko njene karakteristicne funkcije. S tim u vezi namecu se sljededi ciljevi istraZivanja:
* odredivanje gustine i funkcije raspodiele slucjnog vektora (X1, X5), gdje X; ima logisti¢ku
raspodjelu Log(m;,a?),m; € R,0; >0, i =1,2, kada je visedimenzionalna logisti¢ka
raspodjela specifikovana svojom karakteristiénom funkcijom,
* dizajniranje algoritma za numericko odredivanje dvodimenzionalne logisti¢ke taspodjele
1z odgovarajuée karakteristine funkcije;
¢ konstrukcija odgovarajuée kopula funkcije;
* dizajniranje algoritma za numeri¢ko racunanje kopula funkcije i mjera zavisnosti kao §to
su Spearman ro, Kendalov tau;
* odredivanje funkcije raspodiele i gustine linearne kombinacije 7t nezavisnih logistickih
sluc¢ajnih promjenljivih;
* dizajniranje algoritma za numericko ra¢unanje Fox-H funkcije;
* odredivanje raspodjele linearne kombinacije n  zavisnih logisti¢kih slucajnih
promjenljivih;

* prmjena dobijenih rezultata na realnim podacima u finansijama.
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Postavljene hipoteze su:
* gustinu slucajnog vektora (X7 ,X3) datu izrazom
+00
1 .
yy=s ff e~ 21+ t222) (¢ t)dt, dt,,
—00

gdie je @ty t;) =2 EMtLm) B(1 — g t, 1—ioyty, 1 +ioyty +i g3 t3), je

moguce numericki invertovati;

* upotrebom odgovarajuceg algoritma moguce je konstruistati kopula funkciju;

* linearna kombinacija n nezavisnih logistickih slucajnih promjenljivih ima raspodjelu koja
se moZe izraziti u obliku specijalne funkcije;

* [‘ox-H funkcija se moze numericki interpretirati;

finansijski problem se moZe modelovati linearnom kombinacijom zavisnih logistickih

slucajnih promjenljivih.

B3. Metode i plan istraZivanja

Prvi korak u istraZivanju je odredivanje karakteristiéne funkcije @(ty,t5), t1,t; ER , za
dvodimenzioni slu¢jani vektor ( X1,X,), gdic X; : Log(m;,6?), m; ER,0; >0, i = 1,2.
Nakon toga slijedi primjena metoda za invertovanje odgovarajuée karakteristiéne funkcije u cilju
dobijanja gustine i funkcije rapodjele slu¢ajnog vektora. Gustina sluéajnog vektora ( Xy ,X5,) data
je lzrazom

1
42

Jasno je da se prethodni integral u slucaju kada je

@ty ty) =2 etmtem) B(1 —j g t,, 1 —ioy by, 1+io bty +i0yt,),

ne moze rijesiti analiticki. Ovaj problem nam otvara moguénost da se invertovanje Furijeove
transformacije treba uraditi numericki. U literaturi ne postoje numericki algoritmi za
invertovanje  viSedimenzionalnih  karakteristicnih ~ funckija. RjeSenje ovog problema
omogucice proucavanje ne samo dvodimenzionalne logisticke raspodjele, veé i drugih
raspodjela specifikovanih na ovaj nadin.  Algoritam za numericko racunanje funkcije
raspodjele 1 funkefje gustine dvodimenzione logisticke raspodjele iz odgovarajuée
karakteristicne funkcije imace sljedeée korake:

Korak 1: GeneriSe se matrica X = (X X3) ¢iji su element vektoti dimenzija (N X 1). U
clementima matrice X ¢e se racunati vrijednosti za funkciju raspodjele/funkciju gustine

+00
ﬂ ezt 8222 (¢, t.)dt, dt,.
-0

slucajnog vektora (X, X3);

Korak 2: Generisanje karakteristicne funkcije

p(ty,t;) = ettr™M* M) P(1 — jig, £ M1 —ia)T(1+iayty +ioyty),

gdje se za numericko izracunavanje gama funkcije koristi Lanczos aproksimacija.

Korak 3: Numericko izracunavanje marginalnih funkcija taspodjele i funkcija gustine
slucajnog vektora ( X1, X;) definisanih sa

oo

1 :
pafi, () = = | Re(e™ cfy, (1) dt,
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1 1 [(° e ®ch (1)
cdfy () =5 - = [ img— 1 ar,
0

gdje je cfy, (t) marginalna karakteristicna funkcija za sluéajnu promjenljivu X;, definisana sa
cfy, (t) = @(t;,0). Funkcija raspodjele i funkcija gustine sludajne promjenliive X, definise
se na isti nacin, s tim da se generiSe u vtijednostima vektora X5.

Korak 4: Numericko izraunavanje dvodimenzione funkcije raspodjele i funkcije gustine
definisanth sa

cdfy,(x) + cdfy,(x) 1 1 [®[2 et g(p)
() = =B g o | [ Re P

1 co co w
pdfi, @)= 57 | | Re(e™® p(e)dtyat,
0 Yo

gdje je x" oznaka za transponovanu matricu X.

U radovima [5] i [6] data su neka pravila za numeri¢ko invertovanje visedimenzionalne
karakteristicne funkcije, Sto ¢e biti osnova za dalji razvoj odgovarajuéeg algoritma. Numericku
integraciju zasnovaéemo na primjeni tapeznog pravila. Algoritam ée biti implementiran u
MATLAB-u i omogudi¢e proucavanje slucajnog vektora cija je raspodjela specifikovana
karakteristi¢nom funkcijom. Primjenom pomenutog algoritma dobiemo odgovarajuce funkciju
raspodjele 1 gustine.
Dalje, primjenom Sklar teoreme iz [7] dobijeni algoritam ¢emo dalje proSiriti tako da, pored
funckije raspodjele 1 gustine, rauna i odgovarajuéu kopulu.  Alogritam za generisanje
dvodimenzionalne logisticke kopule imace sljedece korake:

Korak 1: Generisanje nizova U = (Uy, Uy, ..., Up) iV = (V3, Vs, ..., Vi) slucajnih brojeva iz

intervala (0,1);

Korak 2: Primjena metoda inverzne transformacije za generisanje vrijednosti iz matginalnih

raspodjela X1 i X5, pti ¢emu je Xy = F71 (U) i X, = G~ (V), gdje su F(x,) i G(xy)

marginalne funkcije raspodjele slucajnog vektora (X, X5).

Korak 3: Gentisanje kopula funkcije C(U,V) = H(F™* (U), G~ (V)), gdje je H(x1,x3)

funkcija raspodjele slu¢ajnog vektora ( X;, X5).
U [7] je data veza izmedu Kendal tau koeficijenta i kopula funkcije, gdje se vrijednost za Kendal
tau moze dobiti znajuci ocekivanu vrijednost za kopula funkciju. Za racunanje Spearmanovog ro
koeficijenta koristiCemo marginalne raspodjele kopula funkcije. Odgovarajudi algoritam za
racunanje pomenutih mjera zavisnosti sadrzace sljedece korake:

Korak 1: Generisanje vrijednosti za Kendal tau koeficijent T¢ definisan sa

oo g TBELCWU)
n*m
. Korak 2: Generisanje vrijednosti za Spearmanovog ro koeficijent p; definisan sa
Ll Zj'n=1 F(x}) G(sz)

pC=12 05 3,'

Na taj nacin za odgovarajucu kopulu imacemo i njene Kendal tau i Spearman ro koeficijente.
Koris¢enjem Fréchet-Hoeffding granica za kopula funkciju moéi éemo izvesti i granice u kojima
¢e se kretati spomenuti koeficijenti mjera zavisnosti. [11].

Slede¢i korak bio bi generisanje slucajnih brojeva iz logisticke raspodjele primjenom
karakteristicne funkcije. Taj postupak takode ¢e biti potebno implementirati u MATLAB-u. Ovo
bi bilo prvi put u savremenoj literaturi da se omogudi genetisanje slu¢ajnih brojeva iz raspodjele
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specifikovane svojom dvodimenzionalnom karakteristicnom funkcijom, do sada u literaturi
postoji samo postupak za jednodimenzionalnu karakteristicnu funkciju. [8]-[9]

U radu [3] slucajni vektor iz logiticke raspodjele je predstavljen preko Gausovog slucajnog
vektora i Kolmogorov-Smirnov slucajne promjenljive. Koristedi tezultate iz tog rada kao i nasa
algoritamska rjesenja bi¢emo u moguénosti da uporedimo efikasnost dvije razlicite metode.

U radu (2] proucavali smo linearnu kombinaciju nezavisnih logistickih slu¢ajnih promjenljivih.
Pokazali smo da se raspodijela linearne kombinacije izrazava u obliku Fox H funkcije. Za dalji rad
neophodno nam je bilo da razvijemo algoritam za numeri¢ko racunanje vrijednost Fox H
funkcije.

Dalji postupak podrazumijeva nalaZenje raspodjele za linearnu kombinaciju dvije zavisne
logisticke slucajne promijenljive. Kako do sada nije bilo softverskih rjeSenja za izracunavanje
dvodimenzionalne logisticke raspodiele, dobijeni rezultat omoguéiée §iroku primjenu.

Bice potrebno pronadi realne podatke iz oblasti finansija koji ée u najboljoj mjeri pokazati znaéaj
naseg istrazivanja.

B4. Nauéni doprinos

Visedimenzionalna logisticka raspodjela koju proucavamo u ovoj disertaciji pojavljuje se prvi put
u literaturi. Raspodjela je odredena svojom karakteristicnom funkcijom. Da bi se odredila
odgovarajuca funkcija raspodjele i funkcija gustine potrebno je odrediti inverznu Furijeovu
transformaciju. § obzirom da je analiticko invertovanje nemoguée, razvijen je algoritam za
numericko invertovanje viSedimenzionalne karakteristicne funkcije. Ovaj algoritam se prvi put
javlja u literaturi. Sada smo u moguénosti da proucavamo logisticku kopulu koja ée nam kasnije
omoguditi i §iroku prakti¢nu primjenu dobijenih teotijskih rezultata.

Visedimenzionalna logisticka raspodjela i logisticka kopula omoguéi ée i proucavanje linearne
kombinacije logistickih slu¢ajnih promjenljivih. Treba napomenuti da se linearne kombinacija
slucajnih promjenljivih koristi u analizi portfolia [15]. Prvi korak bice prouéavanje linearne
kombinacije nezavisnih logistickih slucajnih promjenljivih, ¢ija se tacna raspodjela izraZava u
obliku Fox H funckije [2]. U tom cilju razvili smo i algoritam za numeritko izradunavanje
vrijednosti Fox H funckije, koji se javlja prvi put u literaturi.

Razmatranje linearne kombinacije zavisnih logistickih slucajnih promjenljivih otvoriée
mogucnost za modelovanje brojnih finansijskih problema.

B5. Finansijska i organizaciona izvodljivost istraZivanja

Predstavljeno istrazivanje ne iziskuje znacajna finansijska sredstva i izvjesno je da ée ono biti
zavrieno u vremenskom roku predloZzenom za zavrietak disertacije. IstraZivanje se ocjenjuje
izvodljivim. Takode se ocekuje da kandidatkinja bude ukljucena u projekte u okviru kojih ée
dobiti dio finansijskih sredstava potrebnih za uspostavljanje bliske saradnje sa istraZivacima koji
se bave istom ili slicnom oblaséu matematicke statistike.
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Migljenje i prijedlog komisije

Komisija smatra da je predmet istraZivanja kandidatkinje matematicki sadr?ajan i perspektivan.
Takode, komisija je misljenja prezentovani novi rezultati predstavljaju doprinos u izuéavanju
visedimenzionalnih raspodjela. Ocekujemo da ovaj stav bude potvrden publikovanjem dobijenih
rezultata u referentnim nauénim casopisima.

Komisija smatra da je kandidatkinja Andela Mijanovi¢ uspjesno odbranila polazna istraZivanja
svoje doktroske distertacije.

Prijedlog tzmjene naslova

(po potrebi predloziti izmjenu naslova)

Prijedlog promjene mentora i/ili imenovanje drugog mentora

(titula, ime 1 prezime, ustanova)

Planirana odbrana doktorske disertacije |

Ljetnji semestar studijske 2022/2023
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da uz adekvatno mentorsko vodenje realizuje pasta»l;em cilj i dokaze: hlpcteze. '

PEORTE e e

Komisija za ocjenu podobnosti teme i kandlda )i

Prof. dr Viadimir BoZovié, Prirodno- mau.mancki fet, j/ 4"
Univerzitet Crne Gore, Crna Gora S oo L
Doc. dr Marijan  Markovié, Pnrodno-nmtemauckz fakultet, | ] ( ’
Univerzitet Crne Gore, Crna Gora ‘ \z_(ﬂ” i k&dﬁ{,\}m {

Doc. dr Goran Popm ‘oda, Prirodno-matematicki  fakultet,
Univerzitet Crne Gore, Crna Gora e

Prof. dr SiniSa Stamatovié, Pritodno-matematicki fakultet, | 5 Sk " '
. - 5 = ™ 4 \.ﬂ
Univerzitet Crne Gore, Crna Gora - "

Doc. dr Bozidar Popovic, Ptimduu*malcmanch fakultet, z M
Univerzitet Crne Gore, Crna Gora SR f{ W e

U Podgorici,

Mﬂbr@ﬂmﬁ}li\—%&d.&f%

MP
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PRILOG

PITANJA KOMISI]E ZA .C]ENU PODOBNOSTI DOKTORSKE TEZE I

_KANDIDATA

Prof. dr Viadimir Bogovié

[ Zasto ste se 0d1uc111 za pnmlenu trapeznog ptavﬂa
prilikom numerickog tjesavanja dvostrukog integrala?

Doc. dr Marijan Markovi¢

| Sa kojim poteskocama ste se sreli prilikom analitickog
rjesavanja

A2 _U ~it Bt ) (1, tp)dty dt,,

gdie je @(ty,ty) =2 etrmittam2) B(1 —j gyt;,1 —
i Uztz, 1+ U1t1 +i O'ztz)?

Da Ii se prlikom numerickog rjesavanja prethodnog
integrala moZe dati ocjena greske?

| Lancozs apkoksimacija za Gamma funkctju — kratko
pojasnjenje o metodu aproksimacije za Gamma funkciju?

Prof. dr Sinisa Stamatovié

Koliko je izvjesno da ce te ispuniti planom predvidene
aktivnosti?

Doc. dr Goran Popivoda

Kako motivisete koris¢enje Fox H funkcije?

Doc. dr Bozidar Popovic

S obzitom da ste najavili da cete dobijene rezultate
primijeniti na nekim realnim podacima da li ste imali u
vidu razvoj nekog statistickog testa kojim bi se racunale
distance izmedu empitijske 1 teotijske dvodimenzionalne
karakteristicne funkcije?

* PITANJA PUBLIKE DATA U PISANOJ FORMI

(Ime i prezime)

(Ime 1 prezime)

(Ime i prezime)
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Na osnovu &lana 32 éfé}\’f“‘l”fﬁg({ﬁ’ﬂg gfﬁiﬁa Univerziteta Crne Gore, u vezi sa tlanom
34 Pravila doktorskih studija, Senat Univerziteta Crne Gore, u postupku razmatranja
prijedloga Vijeca Prirodno-matematickog fakulteta i na prijediog Centra za doktorske
studije, na sjednici odrZanoj 24.06.2021. godine, donio je sliedeu

ODLUKU
I

imenuje se Komisija za ocjenu podobnosti doktorske teze i kandidatinje mr
Andele Mijanovi¢, u sastavu: -

1. Dr Viadimir BoZovi¢, redovni profesor Prirodno-matemati¢kog fakulteta
Univeziteta Crne Gore

2. Dr Marijan Markovi¢, docent Prirodno-matematidkog fakulteta Univeziteta Crne
Gore

3. Dr Goran Popivoda, docent Prirodno-matematiékog fakulteta Univeziteta Cme
Gore

4. Dr Sinisa Stamatovi¢, redovni profesor Prirodno-matemati¢kog fakulteta
Univeziteta Crne Gore

5. Dr Bozidar Popovi¢, docent Prirodno-matematiékog fakulteta Univeziteta Crne
Gore
]

Zadatak Komisije je da, u roku od 45 dana od dana javnog izlaganja studenta podnese
Vijeéu Prirodno-matematickog fakulteta i Senatu izvje$taj o ocjeni podobnosti
doktorske teze i kandidata.

Odluka stupa na snagu danom donosenja.

Broj: 03- 7171
Podgorica, 24.06.2021. godine




