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NASLOV PREDLOZENE TEME

Na sluzbenom jeziku

Granic¢na svojstva kvazikonformnih harmonijskih preslikavanja u
prostoru

Na engleskom jeziku

Boundary behaviour of quasiconformal harmonic mappings in space

ObtazloZenje teme

Kvazikonformna preslikavanja u ravni su nastala kao prirodno uopstenje pojma konformnih
preslikavanja. Danas je ova oblast aktivno podrucje istrazivanja i stijeCe se u parcijalnim
diferencijalnim jednacinama, topologiji, dinamici
O.Martio je ptvi izu¢avao kvazikonformna harmonijska preslikavanja. Od tada problem Holder i
Lipschitz neprekidnosti kvazikonformnih harmonijskih preslikavanja izmedu oblasti u ravni sa
unaprijed zadatim svojstvima izazvao je veliko interesovanje matematicara. Medutim, osjetno
manje ima analognih rezultata u prostoru (u R", za n = 3), narocito zbog nedostatka tehnika iz
kompleksne analize (svako harmonijsko preslikavanje u ravni se moZe napisati kao zbir analiticke
i antianaliticke funkcije). Zato, za rjedavanje odgovarajucih problema u prostoru je neophodno da

i drugim oblastima. Finski matematicar
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se razviju nove pogodne tehtike. Sve o zajedno &ini problem te¥im, ali tada eventualno
rjesavanje i odgovarajuéi pristup mogu biti kotisni { za ostale probleme iz stodnih oblast,

Pojam kvazikonformnog preslikava Ja uravni je prvenstveno uveden u radomma-__matc_r_naucara-
H.Grotzscha i L. Ahflorsa u pryoj polovini XX vijeka. Veliki doprinos u razvoju ove oblasti u to
vrijeme su dali i matemati¢ad M.A. Lavrentjev, O. Tei@hmﬁﬂ_er i B. Fuglede. Nagli razvoj ove
teorije je omogudéeno i dokazom ekvivalencife izmedu geometrijske-definicije, koja koristi modul
krivih, i1 metricke definicije. Kako se navedene definicije mogu prirodno wopétid i v prostoru, u
prilogu poveéanom interesovanju za ovu teotiju je #la i klasina teorema Liouvillea: Konformno
preslikavanje definisano u nekoj oblasti @ R™, za n =3, je restrikcija jedne Mébiusove
transformacife. Mébiusovo preslikavanje je prestikavanje generisano sa translacijom, rotacijom,
homotetijom i inverzijom na sferama, Ova trivijaltost familije konformnih prestikavanja u.
prostoru je predstavljala dodatni ‘motiv da se miatematiCati ozbiljnije okrenu ka familiji
kvazikonformnih: preslikavanja.

Kako su konformna preslikavanja u ravai i harmonijska, finski matematitar Martio je u-[19] prvi
izutavao kvazikonformna harmonijska preslikavanja. Jedan od bitnijih rezultata za' ovia klasu
preslikavanja je rad Pavlovica [24), gdje je dokazanio da kvazikonformno hatmonijsko
preslikavarje v ravni iz jedini¢kog diska na sche je bi-Lipschitz neprekidno. Od. tada, u-ravni, su
ostvareni _:znaéajhi rezuitai u  vezi sa problemom. Hélder i Lipschitz neprekidnosti
kvazikonforinnih harmonijskih preslikavanja. To podrazumijeva razlicite uslove na domenu, i
narodito na ‘kodomenu preslikavanja. Kalaj keoz radove [12] i [13] dokaznje Lipschitz
neprekidnost kvazikonformnog harmonijskog preslikavanja izmedu oblasti sa CY% pranicom,
dime se uopstava rezultat iz [24] . U [14] je dokdzana - Hélder neprekidriost kvazikonformnih
harmonijskih preslikavanja f izmedu oblast sa (1 granicom,. za svako' @'<'1, ali tako da

Holder koeficijent ne zavisi od preslikavanja f, veé samo od a, nekili odredenih osobina
kodomena (1 i viijednost £(0). Ovaj rezultat predstavija uopitenje dobijenih rezultita u radu
[26] za konformna preslikavarija. Dalje, u radia [17] je, izmedu ostalog, dokazana Lipschitz
neprekidiiost kvazikonformnog preslikavanja f iz jedinickog diska D u €2 Zotdanowu oblast,
pod uslovom da je Af € 1P (D), za p > 2. Drugi interesantni tezultati u ravni se mogu naéi u
radovima [51, [16),[18], [22].

U prostoru, kao $to je veé haglaseno imia manje rezultata. U radu [3] autori dokazizju Lipschitz
neprekidnost kvazikonformnog tharmonijskog preslikavanja iz jedinicne lopte na sebe, $to
patcijalng  generalizuje pomenuti rezultat Paviovica u [24]. U [11] autor: dokazuje da je
kvazikonformno. preslikavanje jedinicne lopte u oblasti sa C? granicom, koje. zadoveljava
Poasonovu diferencijalnu nejednadinu, Lipschitz neprekidne. 1 prostoru mozZemo iz_‘_dvo‘j_iﬁ i

[20]

radove [.

1) Ispitiﬁzanje' Lipschitz neprekidnost kvazikonfommqg h‘arr’noni‘jskog preslikavanja iz
jediniéne Iopte u R™ na prostornn oblast {2 sa 4@ gragicorn.

2y Ispitivanje Hlder neprekidnosti kvazikonformnog harmionijskog prestikavanija iz
jedini¢ne lopte u R™ na prostornu oblast -sa C* granicom.

3) Ispitivanje Lipschitz nieprekidnosti kvazikonformnog preslikavanja f koje

Obiazac PD: Prijava teme dokrorske disertacije 2/6
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zadovoljava uslov Af = g, ¢dje jeg € L, zap > n, iz jedinitne lopte w R™ na
prostornu oblast Q sa €2 granicom.

Napomena: Rezultat 1) je veé ostvaren kroz autorski rad [9]i dat j€ pot¥rdan
odgovor.

Po geomeuijskoj definiciji sa pojmom kvazikonformnog preslikavanja se podrazumijeva
homeomorfizam f : U = V(U iV su oblasti u R™) koji €uva orijentaciju i koji ostavija kvazi-
invarijantnim modul svake familije krivih iz G, t. postofi konstanta K' = 1 td. '
% M) < M(f(D)) < KM(D),

za svaku familiju keivih T iz G..Napon‘]i"ujem'o da je shodul krivih invatdjanta za konformna
preslikavanja, §to gorenavedenu definiciju &ini prirodnom, Ispostavlja se da kvazikonformna
preslikavanja moZemo definisati i preko metridke definicije koja se zastiva fa ogranienost
dilatacije, ¢ime se pokazuje da kvazikonformnost je lokalno svojstvo. U nasim istraZivanjima
[:U - Vje kvazikonformno preslikavanje ako je homeomorfizam koji je apsclutno neptekidan
na linijama, 172 koji postoji K = 1 tako da je

) < KU{f'(0), za x € U,
gdieje |f Gl = sup |f* ()R] notma preslikavania f'(x), a I(f'(x)) = Jnf [F7 R,

=1 : b=

Sve ove definicije su ekvivalentne [1,25].

Od velikog znadaja za dokaz nalih hipoteza i postavljerith problema jeste 1 jedna generalizacija
dobro poznate Hardy-Littlewood teoreme {10] u prostoru. Rezuliat je objavlien u radu {9].
Ovoun teoremom, za harmonijsku funkcijuu: B C R* 5 R,in€ S = 0B, se daje veza izmedu
p-Flolder koeficijenta (1 < 1) u odnosu na tadku 1, g
u(m) —ulE)
X= sup () —u(5)]
gesg=n | — &
ivrijednost o _
Y= sup (1—|xD*"#|Vux),
xef0,n)
kroz sliedetu nejednakost:
1 .
EX <Y <£CX,
gdje konstanta € zavisi samo od y. Dokaz smo izveli primijenom Poasonovog integrala. Naime,
svaka funkcija ui B . R® - R, gdje je it harmonijska u jedirii¢no; _lopti B, a neprékidna u
B = BUS, se moje zapisati u sljede¢em obliku
1—[%]?

u) = [ s u©do(®),

gdje je ¢ nommalizovana povrsinska mjera fia S.

Osim navedene genieralizacije Hardy-Littlewood teoreme, uw [9] smo dokazali i odgovarajuéu
verziju teoreme u slucaju da je ¢ > 1. Ako za fiksiranc 7 € S, imamo nejednakost.

Jum) —u@ <My —§#,zat €S, |
onda je [Vu(x)| < C, za x iz dui (0,7, gdjeje € konstanta koja zavisi samo od HiM.

Kada je u pitanju Holder neprekidnost kvazikenformnih preslikavanja iz jediniéne lopte u
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jediniénu lopw, onda: neizostavan je rezultar teoreme Mori u prostoru [8]:+ K kvazikonformno

sitjektivno preslikavanje f: B ¢ R™ - B, £(0) = 0, je -Hélder neprekidno, gdje je @ =K==,
52 Fdlder koeficijentom ko zavisi samo od K.

Za dokaz rezultata 1) koriséena je tehnika koja emoguéava sukeesivho. pobolj$anja Hélder,
neprékidnosti u jediniénoj lopt B, imajud kao bazni slucaj B-Holder neprekidnost koju smo
dobili primijenom 'M'orij:eve teoretme. Kotisteéi usloy C1% granice kodomena,_ moZemo da
granicu kodomena lokalno predstavimo kao grafik € 1'“'--ﬁmkcije. To omoguéava da v odnosu na
jednu fiksiranu  tadku 1—ta koordinata funkdije f bude (1 + a)B-Holder neprekidna u §, $to na
osnovu naSe¢’ Hardy-Littlewood  teoreme daje ogranienost vrijednosti. Y. Koristedi
kvazikonformnost preslikavanja f mofemo tu nejednakost dobiti i za ostale koordinate funkcije
f; a koisted pogodne izomettije nejedaakost se prenosi i na sve ostale tacke iz jediniéne lopte.
U ovom momenn1, nada Hatdy-Littlewood teorema nam daje (1 + a&)B-Holder neprekidnost
naseg preslikavanja. u dtavej lopti (kreriuli- smo iz P-Hélder neprekidnosti). Sukcesivnom
primijenom ‘ovog postupka, zaklj'uﬁﬁjemQ- da je f u-Holder ‘neprekidno za sve u € {0,1).

Prelazak iz Holder neprekidnostin Lipschitz neprekidnost je ostvareno na analogan nadin kao za
pteostale itetacije, osim $to smo koristili verziju Hardy-Littlewood teoreme za slucaj pp > 1.

I [26] iz ravni 1 prostora. Dodatna _pretpostavka, u odnosu na te tadove, je f- ‘Halder
neprekidnost prestikavanja f, za'neko B € (0,1). Ideja se zasniva fia posmatranje n-te kordinate.
funkeije f. Zbog uslova §-Hslder neprekidnost ispostavlja se da funkcija
R e P |

uzima vrijednost nula na sferi S, pa se odgovarajuéi supremum dostife u unutrainjosti lopte B.
To, na osnove pemenutog uoptenja Hardy-Litilewood teoreme, povladi a-Holder neprekidnost
preslikavanja f,, sa Hélder '.koeﬁcij'_entom koji" zavisi od navedenog supremuma, Odgq_va:aju_ée
nejednakosti se prenose i na ostale  koordinathe funkcije. koristedi kvazikonformnest
preslikavanja f. Odelwuje se da, zbog kompaktoosti granice i kvazikonformmosti preslikavanja f,
navedeni 'suptemim mo%é biti kontrolisan nezavisno od tatke iz lopte gdje se dostiZe taj
supremiin,/ maksi_mum i nezavisno od pfesh'kaiv’anja f.

Sto se tice hipoteze/ probléma 2) na3 cilj je da parcijalno generalizujemo navedene rezultat u [1 4]

Za hipotezu/problem 3 uslov Af = g, odje je g € LP, éemo koristiti za- reprezéntaciju funkeije
f preko Poasonovog jezpgra i Dclgovar'ajl.iée Gifigove tunkcije. Ot':ekujcxno' da dio koji je povezan
sa Grinovom funkeije mozemo “kontrolisati” i tako uopStiti rezultat iz [9), i generalizovati |
uopstitl pomenuti rezultat iz [17), gdje j& uzet jadi uslov (C2 uslov-na granici kodomena).

K20 §to je naglafeno, Ispitivanje Hoélder i Lipschitz neprekidnost kvazikonformnih harmoni jskih
preslikavanija je tema koja je imala dosta paznje u slucaj ravni, medutim u prostoru je hedovoljno
istraZena: Dokaz pojedinih tvrdenja i u prostoiu bi omoguéilo ne samo generalizacijin rézultata iz
ravit, ved u nekim sludajevima i uopsteiije poboljsanje: ved postignutih rezultata, Kroz nove
tazvijene tehnike u prostoru odgovarajudi pristap mose biti kotistan i za ostale sli¢ne probleme.
Sa druge strane, u pojedinim situacijama moSemo wkazad ; na sustinske razlike koje doriosi prelaz
iz favni u prostor, zbog kojih se neka tvidenja ne mogu generalizovat.

Obrazac PD: Prijava teme doktorske disertacije 4/6
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BIOGRAFIJA
OSNOVNI LICNI PODACI

Bordije Vujadinovié je roden 1985. u Plievljima. Osnoviu $kolu je zavr$io u Uleinju i Podgorici, a
gimnaziju “Slobodan Skerovi¢” u Podgorici. Osnovne studije iz oblasti matematike zavidio je na
Prirodno-matemati€¢kom fakultetu u Podgoriéi, 2004. godine. Poslijediplomske studije iz oblasti
Matematicke analize je zavisio na istom fakulictu, gdje je i odbranio magistarsku tezii pod nazivom
“Integracija na apstraktnim prostorima i maksimalna-funkcija" aprila 2010. godine.

Doktorske studije iz oblasti Matemati¢ke analize. Je zapodeo 2009. godine na Matematikom fakultet u
Beogradu, Univerzitet u Beogradu. Doktorsku disertaciju pod nazivom “QOcjerie- norme integralnih
operatora na prostorima Besova i Bioha ™ odbranio je21.11.2014.

U periodu od 01.12.2014. do 01.10.2015. boravi na departmanu za niatematiky “Guido Castelnuovo” . na
fakultetu La Sapienza, Univerzitet u Rimu kao dobitnik stipendije Basileus scholarship-program razmjene
studenata doktorskih studija. Na privatnom fakultetu SabandZi u Istanbulu boravi u kraéem periodu kao
postdoktorski student tokoni ljetnjeg semestra 2019.

PODACI O RADNIM MJESTIMA 11ZBORIMA U ZVANJE

Dordije Vujadinovié je kao saradnik u nastavi bio u radnom odnosu na Univerzitetu Cine Gore od 2008,

do 2015. godine, kada odlazi na studijski boravak u Rimmi.

Pogetkom februara 2016. je izabran u.zvanje docenta na Univerzitetu Cine Gore.

Odlukom Senata Univerziteta Crne Gore 08.04.2021.godine. Pordije Vujadinovi¢ izabran jeu zvanje
vandrednog profésora na Prirodno-matematickom fakulfetu u Podgorici.

Bibliografija
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in the unit ball, Proceedings of American math society, 144, No. 2, 623-635 (2016).
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harmonic Bergman space in the unit disc, Filomat 33:6 (2019), 1701-1714, ISSN:
03545180, https://doi.org/10.2298/FIL1906701V
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ODLUKU
O IZBORU U ZVANJE

Dr Marijan Markovi¢ bira se u akademsko zvanje vanredni
profesor Univerziteta Crne Gore za oblast Matematika na
Prirodno-matematickom fakultetu Univerziteta Crne Gore, na
period od pet godina.

SENAT UNIVERZITETA CRNE GORE
" PREDSJEDNIK

Prof dr Vlafzgﬁur Bozowc, rektor



BIOGRAFIJA 1 BIBLIOGRAFIIA - MARIJAN MARKOVIC

Bi_ﬂ'graﬁj'a

Marijan Markovi¢ je toden 21. aprila 1982. . u Kotoru. Zavriio je gimnaziju Slobodan Skerovic u Podgorici
2001. g. Potom je 2005. g. diplomirao na Prirodng-matematitkom fakultetn UCG.

.Na-'.Malema't'iékOm fakuttetu Univerziteta u Beogradu je 2. oktobra 2012. g. odbranio magistarski rad pod
nazivom Varijante Karlemanove nejeduakosti. Na Matemaiidkom fakultetu Univerziteta u Beogradu. je 11. juna
2013. E odbfanio.dokt'é)rsk_u disertaciju koja nosi naziv _-I:operfrjrerrgska riejednakost i prostori analitikih Junkeija,
Mentori za njenu. izradu su bili profesori Miodrag Matcl_j_e_vié I David Kalaj. Disertacija istraZuje povezanost
izop‘e:rimerr_ijﬁke nejednakosti sa analitidkim i hzu'mnnijskih'presl.ika\r'a'njima i njeni djelovi su objavijeni u sljedecim
radovima: M. Markovié, A sharp inequality, for-halomorphic fimctions on. the polydise, Proceedings of the Amer-
ican Mathematical Seciety 141 (2013), 1693-1704, D. Kalaj, M. Markovié, M. Ma{eijevié,.. Charatheadory and
Sntirnov type theorems f(').r harmonic mappings of the unit disk onto surfaces, Antiales. Academiae scéientiarum
Fennicae, Mathematica 38 (2013}, 565-580 i M. Markovig, .S_'a'zﬁr_‘p inequalitics aver the unit polvdisc, Journal of
Functional Analysis 268 (2015}, 26472671. '

Od decembra 2016. g. zaposien je kao docent na Prirodno-matemati¢kom fakultetn Univerziteta Crne: Gore,
AngaZovan je na Filozofskom fakultetu u Nikiéu na predinetima Matematika 1, I i [l ria utiteljskom studiju, a
na PMFu izvodi nastavu na predmetu Funkcionalna analiza, Prethodno jé u periodis od 2005. do 2007. g bio
Saradnik u nastavi na Prirodne-matematidkom fakultetu ‘Univerziteta Cme Gore, a u periodu od 2007. do 2010. &
bio je zaposlen na nacionalnom projektu Kompleksna analiza na Prirodno-matematikom fakultetn UCG, Bio je
rukovodilac biletelarnog-prqjékm Konformna i kvazikonformna analiza sa S lovenijom u perioduod 2018. do 2020.
2 _

U skorijem vrenienu imao je izlaganja na sljededim konferencijuma: M. Markovié, Equality of the Bloch-and'
the Lipschitz norm of a frapping, Treci centralno-evropski seminar za kompleksnu anatizu, Krakov, 12-14 april
2019; M. Markovié, Nonvanisiing of extremals in some extremeal p:ﬁbl’éms fbr_ahai_'yrfc' Junctions, Drugi centralno-
evropski semindrza kompleksnu agatizu, Beg, 1214 april 2018, .

Bibliografija (od 2015. godine)

(1] P. Melentijevic; M. Markovi¢, Best constants i inequalities involving analytic and co-analytic projections,
Poteritial Analysis, u Stampi '

[2] M. Markovié, Hardy and Littlewood theorems and the Bergman distance, Annales mathématiques du Québec,
1 $tampi

[3] M. Markovic, A criterion for normality of analviic mappings, Proceedings of the Edinburgh Mathematical
Society, u §tampi

[4] M. Markovié, On kolomorphic functions on negatively curved manifolds, Mobatshefte fiir Mathematik 196
(2021), 851-860

(5] A. Crnki¢, V., Jaéimovié, M. Markovid, On synchronization in Kuramoto models on Spheres, Analysis and
Mathematical Physics 11 (2021, article number: 129

[61 M. Markovié, Representations for the Bfoch--type- norm of Frécherdifferentiable mappings, Journal of Geomelric
Analysis, 31 (2021), 79477967 '

[7] M. Markovié, Lipschitz constants for the real part and modulis. of analytic mappings on @.negatively ciuved
swface, Archiv der Mathematik 116 (2021), 6166 '

18] M. Markovié, Riesz's Theorem Jor Lumer's Hardy Spaces, The American Mathematical Monthly, 127 (2020),
452-455

[91 M. Markovié; Solution 10 the Khavinson problem near the boundary of the wnit ball; Constructive Approxima-
tion 45.(2017), 243-271 '

[10] ML Markovié, Sharp. inequalities over the nnjt polvdisc, Journal of Functional Analysis 268 (2015), 2647-2671
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Dr DAVID KALAJ bira se u akademsko zvanje redovni
profesor Univerziteta Crne Gore za predmete;:Kompleksna
analjiza-2- (studijski program Matematika),-Analiza3 (studuskl _‘
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