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e Gore a u vezisa 'c“;lanom 35 stav 3 Pravila doktorskih
XXIX sjednici Vijeca odrzanoj

Datum:

Na osnovu &lana 64 Statuta Univerziteta Crn :
studija, lzvjestaja komisije za ocjenu polaznih istrazivanja, na L

29.03.2022.godine, Vijece je donijelo

ODLUKU

a se lzvjestaj komisije za ocjenu polaznih istrazivanja kéndidata MSc Antona Bokaja.

Usvaj

Odluka se dostavija Centru za doktorske studije Univerziteta Crne Gore.
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OCJENA PODOBNOSTI DOKTORSKE TEZE I KANDIDATA

e 3
MSc Anton Gjokaj |

Prirodno-matematicki fakultct‘,;

Matematika
2/19
,,Konveksne i univalentne harmonijske funkcije u kompleksnoj
ravni i njthova geometrija“

Matematicka analiza, |

| Prirodno-matematicki fakultet, Univerzitet Crne Gore,

Graniéna svojstva
prostoru |

Boundary behaviour of quasiconformal harmonic mappings in
space : |

kvaz1kofqrmn1 rm; skih pteslikavanja u

24.12.2021.

Matematic¢ka analiza

e Gore

L : Sl Eiier
MSc Anton Gjokaj pristupio je odbrani polaznih istmzivanja sprovedenih u okviru izmde
doktorske disertacije pod nazivom “Granicna svojstya  kvazikonformnih harmonijskih
preslikavanja u prostoru® dana 24.03.2022. godine u 10h, pred komisijom u sastavu:
- Dr Dotdije Vujadinovié, vanredni profesor? Pritodno-matematickog  fakulteta
Univerziteta Crne Gote

- Dr Marijan Markovié, vantedni profesor Prirodno-
Crne Gore

- Dr David Kalaj, redovni profesor Prirodno-matemati¢kog fakulteta Univerziteta Crne
Gore (mentor) |

matematickog fakulteta Univerziteta

Komisija je imenovana na sjednici Vijeca Pritodno-Matematickog fakulteta, odrfanoj 24.12.2021.
godine. Kandidat je precizno izlozio osnovnu temu disertacije i dosada$nje rezultate na kojima se
bazita istm¥ivanie, kao i predstavio svoje rezultate i kori$tene metode. Komisija je zakljucila da
ovo istra¥ivanje predstavlja doptinos oblasti kvazikonfopmnih harmonijskih preslikavanja u
prostoru. Komisija je, uzimajuéi u obzir kvalitet sprovedenih istraZivanja | odgovore na
postavljena pitanja, jednoglasno donijela odluku da je kandidat uspje$no odbranio polazna
istrazivanja. Odbrana je zaviSena u 10h1i 55 minuta.
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B1. ObtazloZenje teme

Kvazikonformna preslikavanja u ravni su nastala kao priroc%lno uopétenje pojma konformnih
preslikavanja. Danas je ova oblast aktivno podrudje istrazivanja i stijeCe se u parcijalnim
diferencijalnim jednacinama, topologiji, dinamici i drugim’ oblastima. Finski matematicar
O.Martio je prvi izu¢avao kvazikonformna harmonijska preslikavanja. Od tada problem Holder i
Lipschitz neprekidnosti lvazikonformnih harmonijskih preslikavanja izmedu oblasti u ravni sa
unaprijed zadatim svojstvima izazvao je veliko interesovanije matematicara. Medutim, osjetno
manje ima analognih rezultata u prostoru (uR™ zan = 3), natodito zbog nedostatka tehnika iz
kompleksne analize (svako harmonijsko preslikavanje u ravai se mo¥e napisati kao zbir analiticke
i antianaliticke funkcije). Zato, za tjeSavanje odgovarajucih problema u prostoru je neophodno da
se razviju nove pogodne tehnike. Sve to zajedno &ni problem teZim, ali eventualno rjeSavanje 1
odgovarajuéi pristup mogu biti kosisni i za ostale probleme iz stodnih oblasti.

B2. Cilj i hipoteze

S obzirom na to da je kvazikonformnim preslikavanjima u prostoru posvecena manja paznja u
odnosu na sluéaj ravni, prirodno se namece potreba da se razvijaju nove tehnike kako bi se
generalizovali i eventualno poboljsalji neki poznati rezultati iz ravai u prostoru R™, 1 = 3. Cilj
istra¥ivania je ispitivanje Lipschitz i Holder neprekidnosti kvazikonformnih harmonijskih
preslikavanja izmedu prostornih oblasti. To podrazumijeva o%:lredivanje potrebne glatkosti na
granici odgovarajucih oblasti kako bi preslikavanje bilo Lipschitz neprekidno, odnosno Holder
neprekidno. 5

Postavljene hipoteze su:

1) Kvazikonformno harmonijsko preslikavanja iz jedinis.:':ne lopte u R™ na prostornu oblast
Q sa C1¥ granicom je Lipschitz neprekidno.

2) Kvazikonformno preslikavanje f iz B-Bloch harmonijskog prostora, B € (0,1), izmedu
jediniéne lopte i prostorne oblasti sa C* granicom je pi-Holder neprekidno, & €
(0,1 — f3), sa uniformnim Hélder koeficijentom koji ne zavisi ni od f, ni od 3.

3) Kvazikonformno harmonijsko, Lipschitz neprekidncli preslikavanije f izmedu jediniéne
lopte i prostorne oblasti sa € 1 granicom je a-Holder| neprekidno, @ € (0,1), sa
uniformnim Hélder koeficijentom koji ne zavisi od f.

4) Kvazikonformno preslikavanje f koje zadovoljava uslov Af = g,gdjeje g € LP,zap >
n, iz jedini¢ne lopte u R™ na prostornu oblast Q1 sa CV% granicom je Lipschitz
neprekidno. |

Napomena: Rezultat hipoteze 1) je veé ostvaren kroz autoriski rad.
B3. Metode i plan istraZivanja

Po geometrijskoj definiciji sa pojmom kvazikonformnéog preslikavanja se podrazumijeva
homeomotfizam f : U = V (U iV su oblasti u R™) koji duva orijentaciju i koji ostavlja kvazi-
invarijantnim modul svake familije keivih iz G, tj. postoji konstanta K = 1 td.
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}1{—M(F) <M(f(D)) S KM (1‘)

za svaku familiju krivih T iz G. Napominjemo da je modul krivih invatijanta za konformna
preslikavanja, §to gorenavedenu definiciju Cini prirodnom. {Ispostavlja se da kvazikonformna
preslikavanja mozemo definisati i preko metri¢ke definicije koja se zasniva na ogranicenost
dilatacije, ¢ime se pokazuje da kvazikonformnost je lokalnp svojstvo. U nasim istraZivanjima
f:U = V je kvazikonformno preslikavanje ako je homeomo:tﬁzam koji je apsolutno neprekidan
na linijama, i za koji postoji K = 1 takoda je
If' ()] < KI(f' (), za xE U,
adie je If' ()| = lsh1l1p1|f’(x)h| notma preslikavanja ' (x), 4 I(f' (%)) = |E|1~f1lf’(x)h|'

Od velikog znacaja za dokaz hipoteza kandidata jeste i jec:lna generalizacija u prostoru dobro
poznate Hardy-Littlewood teoteme. Ovom generalizacijom, za harmonijsku funkciju u:B c
R > R,in €S = 0B, se daje veza izmedu p-Hélder koeficijenta (4 < 1) na § u odnosu na
tacku, tj.
lu(n) —u§)|
X= sup ——— 1
gesgen M=
i viijednosti
Y = sup (1—[xD*#Vuxl,
x€[om) '
kroz sljede¢u nejednakost: |

1
—-X <Y < (X,
G

gdje konstanta C zavisi samo od ., Kandidat je dokaz izveb primijjenom Poasonovog integrala.
Naime, svaka funkcijau:B € R™ = R, gdje jeu harmonijska u jediniénoj lopti B, a neprekidna
u B = B U S, se moZe zapisati u sljede¢em obliku :
1 - |x|? :
uG) = | T w(Odo(®)
s lx =& ¢

gdje je o normalizovana povriinska mjera na S.

Osim navedene genemlizacije Hardy-Litdewood teoremie, kandidat dokazuje odgovarajucu
verziju teoreme i u slucajudaje it > 1. Ako za fiksirano 7 E S, imamo nejednakost

lu(n) —u@| <Mln—§l*,za g €S,
onda vazi |[Vu(x)| < C, za x iz duzi [0,7), gdje je € konstanta koja zavisi samo od i M.

Kada je u pitanju Holder neprekidnost kvazikonformrn'l;i preslikavanja iz jediniéne lopte u
jediniénu loptu, onda neizostavan je rezultat teoreme Morti u prostoru: K kvazikonformno

i A
sifjektivno preslikavanje f:Bc R4 B, f(0) =0, je a-Holder neptekidno, gdje je @ = Ki-n,
sa Holder koeficijentom koji zavisi samo od K. !

Za dokaz rezultata 1) koriséena je tehnika koja omogutava sukcesivno poboljsanje Hélder
neprekidnosti u jedini¢noj lopti B, imajuci kao bazni shuéaj|B-Hélder neprekidnost koja se dobija
primijenom Motijeve teoteme. Koristeci uslov C % granijce kodomena, granica kodomena se
moze lokalno predstaviti kao grafik C 12 funkcije. To omogucava da u odnosu na jednu fiksimnu
tacku n—ta koordinata funkcife f bude (1+a)B Holder neprekidna u S, §to na osnovu
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generalizacije  Hardy-Litlewood  teoreme daje ogranidenost vtijednosti Y. Koristeci
kvazikonformnost preslikavanja f ta nejednakost se moze dobiti i za ostale koordinate funkcije

f, a koristedi pogodne izometrije nejednakost se prenosi i na sve ostale tacke iz jediniéne lopte.
Na taj nadin, generalizacija Hardy-Littlewood teorema daje (1 + a)B-Holder neprekidnost
pocetnog pteslikavanja u &itavoj lopti (iz f-Holder neprekidnosti se doflo do (1 + a) B-Holdet
neprekidnosti). Sukcesivnom ptimijenom ovog postupka, | zaklju¢uje se da je f p-Holder
neprekidno za sve U € (0,1). Prelazak iz Holder neprekidnosti u Lipschitz neprekidnost
kandidat ostvaruje nma analogan nafin kao za preostale itera¢ije, osim §to koristi verziju Hardy-
Littlewood teoreme za slucaj u > 1. :
Sto se tie hipoteze/problema 2) kandidat planira da parcijalno generalizuje rezultate iz ravni u
prostoru, Dodatna pretpostavka, u odnosu na rezultate ogtvarene u ravni je uslov B - Bloch
prostora za preslikavanie f, za neko f € (0,1).Idcja se zasniva na posmatranje n-te kordinate
funkcije f. Zbog uslova f-Bloch prostora ispostavlja se da funkcija

(1= 1xD**If" Gl |
uzima viijednost nula na sferi S, pa se odgovarajudi suptemum dostize u unutradnjosti lopte B.
To, na osnovu pomenutog uopitenja Hardy-Littlewood teoreme, povlaci a-Hélder neprekidnost
preslikavanja f,,, sa Holder koceficijentom koji zavisi od nayedenog supremuma. Odgovarajuce
nejednakosti se prenose i na ostale koordinatne funkcije koristedi kvazikonformnost
preslikavanja f. Ocekuje se da, zbog kompaktnosti granice i kvazikonformnosti preslikavanja f,
navedeni supremum moZe biti kontrolisan nezavisno od|tatke iz lopte gdje se dostize taj
supremum/maksimum i nezavisno od preslikavanja f. '

Za hipotezu/problem 4) uslovAf = g, gdje je g € LP, kandidat ¢e koristiti za reprezentaciju
funkcije f preko Poasonovog jezgra i odgovarajuce Grinove funkcije. Ocekuje se da dio koji je
povezan sa Grinovom funkcije moZe biti “kontrolisan” i takio se uopdtiti rezultate iz ravai gdje je
uzet ja¢i uslov (€2 uslov na granici kodomena). |

B4. Nauc¢ni doprinos

Kao §to je nagladeno, ispitivanje Holder i Lipschitz neprekidnosti kvazikonformnih harmonijskih
preslikavanja je tema koja je imala dosta pazaje u slu¢aj ravni, medutim u prostoru je nedovoljno
istra¥ena. Dokaz pojedinih tvrdenja i u prostoru bi omoguéilo ne samo generalizaciju rezultata iz
ravni, veé¢ u nekim slucajevima i uopstenje i poboljsanje vec postignutih rezultata. Kroz nove
razvijene tehnike u prostoru odgovarajuéi pristup moze biti koristan i za ostale sliéne probleme,
Sa druge strane, u pojedinim situacijama se moze ukazati i nia sustinske razlike koje donosi prelaz
iz ravni u prostor, zbog kojih se neka tvrdenja ne mogu genéralizovati.

B5. Finansijskai organizacionaizvodljivost istraZivanja
Miilienje komisije je da kandidat uz sopstvene napotre i podtiku Prirodno-Matematickog

fakulteta mo¥e obrezbijediti odgovarajuée otganizacione uslove za izradu ove doktorske
disertacije. ’
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KOI‘IHSI]B. za OC]enu podobnosm teme i rada kandidata, nakon detaljnog razmatranja ptijave teme i
javne prezentacije programa istrazivanja, smatra da je predmet istraZivanja kandidata matematicki
sadrzajan, originalan, aktuelan i da odgovora nivou istraZivanja za doktorsku disertaciju. Takode,
komisija je miSljenja da prezentovani novi tezultati prédstavljaju doptinos u izucavanju
kvazikonformnih harmonijskih preslikavanja u prostoru, sto potvrduje i publikovanje rada u
casopisu Potential Analysis. |

btoga komisija predlaze qucu Prirodno-matematickog fakultcta da se podrZi prijava disertacije

Mogvon. Naodil

U Podgorici, ;
28.03.2022. |
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PRILOG

Da li je uslov u definiciji kvazikonformnih
preslikavanja ju prostoru motivisan definicijom

kvazikonformnih preslikavanja u ravni sa
dilatacijama? |
Pojasniti  sttategiju kori§¢enja uslova Bloch
prostora kod hipoteze 2.

Koji bi bio| sustinski problem da se uopst
rezultat hipoteze/rezultata 1 i na oblast sa Dini
glatkom granicom (umjesto C* granicom)?
Obasniti kori§¢enje Morijeve teoreme.

Da li ste razmatrali uopStenje rezultata 1 za
slu¢aj kada je i domen preslikavanja oblast sa

C¥ oranicom?

Zato nije prirodno oéekivati da vaZi rezultat 1
za slu¢aj kada je domen preslikavanja oblast sa
C?* granicom}

Sta predstavlja do kod Puasonovog integtala?
Koja je veza izmedu ACL (apsolutna
neprekidnost po linijama) i diferencijabilnosti?
Sta se moZe érc(:i za co-Lipschitz neprekidnost u
sluéaju preslikavanja iz kruga u konveksnu oblast
saCl granichm?

Moguénost | uopitenja  tvrdenja na  klasu

pluriharmonijskih preslikavanja u prostoru.
A o8 5 @ - E il
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Na osnovu ¢lana 32 stav 1 tacka 14 Statuta Univerziteta Crne Gore, u vezi sa &lanom 34
Pravila doktorskih studija (Bilten br.513/20), Senat{Univerziteta Crne Gore, u postupku
razmatranja predioga Vijec¢a Prirodno-matematic“:kdg fakulteta i na predlog Odbora za
doktorske studije, na sjednici odrzanoj 09.03.2022. ;qodine, donio je sljedeéu

ODLUKU |
l '

Imenuje se Komisija za ocjenu prijave doktorské disertacije kandidata mr Antona
Dokaja, u sastavu: i

1. Dr Bordije Vujadinovié, vanredni profesor Prirodno~matematiékog fakulteta
Univerziteta Crne Gore

2. Dr Marijan Markovi¢, vanredni profesor | Prirodno-matematic':kog fakulteta
Univerziteta Crne Gore

3. Dr David Kalaj, redovni profesor Prirodno—rﬁatematiékog fakulteta Univerziteta
Crne Gore ?

Student je obavezan da pred komisijom za ocjenu fprijave dektorske disertacije javno
obrazloZi ciljeve i oéekivane rezultate, odnosno izlozi istraZivagki program sa uslovima za
uspjesan zavr§etak disertacije, u roku od 30 dana od dana imenovanja komisije.

Komisija je duzna da izvjedtaj koji sadrzi ocjenu prijave doktorske disertacije dostavi
Vijeéu organizacione jedinice Univerziteta, u roku od 110 dana od dana javnog izlaganja
studenta. i

Odluka stupa na snagu danom dono$enja.

Broj: 03- %9/
Podgorica, 09.03.2022. godine

EDSJEDNIK SENATA
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b/driViadimir BoZovié, rektor



