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Zahvalnica Neizmjerno sam zahvalan svom mentoru, prof. dr MiloSu Dakoviéu, na svesrdno pruzenoj pomoci, iskrenim
savjetima, nemijerljivom stpljenju i dubokom razumijevanju, tokom svih godina mog angazovanja na Elektrotehnickom
fakultetu u Podgorici. Zahvaljujuéi njemu, bavljenje naukom i nastavnim aktivnostima za mene nije predstavljalo samo
profesiju, ve¢ sveprozimajuci dio zivota i — Zivotni stil. Svojim odmjerenim pristupom u svim aspektima svojih
profesionalnih aktivnosti i uvijek duboko promisljenim sagledavanjem stvari, on je ovu doktorsku disertaciju pozicionirao
ne kao krajnju, ve¢ kao pocéetnu tacku jednog nauéno-istrazivackog procesa. Posebnu zahvalnost dugujem prof. dr
Srd™anu Stankoviéu i prof. dr Ireni Orovi¢ koji su, svojim predanim radom i med~unarodno afirmisanim i visoko
respektabilnim profesionalnim rezultatima, za mene predstavljali i i dalje predstavljaju neiscrpan izvor inspiracije i
motivacije za bavljenje naukom. Njihova nepokolebljiva vjera u mene i u moje sposobnosti bili su kljuéni izvor hrabrosti
koja mi je bila potrebna da prve znaCajne istrazivacke rezultate izlozim otvorenoj naucnoj kritici kroz proces
publikovanja radova u renomiranim naucnim ¢asopisima. Iskustvo zajedni¢kog rada, kao i iskreni i dobronamjerni savjeti
i kritike, duboko su oblikovali moj profesionalni identitet. Pravi nau¢no-istrazivacki rad Sirinom i univerzalno$éu svojih
dometa i kompleksnoSc¢u svoje sustine prevazilazi okvire uobicajenih ljudskih aktivnosti. Njegov tok podrazumijeva
rijeCima tesko uhvatljiva znanja i vjestine, koji se prostiru daleko izvan granica jedne konkretne naucne oblasti,
konkretne profesije ili konkretnog konteksta. lako odavno postoje pokusaiji kategorizacije i materijalizacije ovakvih
znanja i vjestina kroz razlicite prirucnike i metodologije naucno-istrazivackog rada, jedna direktna i kritiCki nastrojena
komunikacija i iskustvo neposrednog rada sa renomiranim nau¢nikom nikada ne mogu biti kompenzovani pisanom
rijecju, niti iskazani suvoparnim skupom pravila. Na pruzanju jednog takvog iskustva kroz zajednicki rad, neizmjerno
sam zahvalan prof. dr Ljubisi Stankovi¢u. Tokom izrade ove disertacije, imao sam posebno zadovoljstvo da sarad"ujem
sa prof. dr Vesnom Popovié-Bugarin, prof. dr Igorem Durovi¢em i prof. dr Slobodanom Bukanovi¢em. Kultura predanog
rada i uvijek prisutno stremljenje najvisSim standardima kvaliteta, koji i predstavljaju temelj institucionalnog renomea
Elektrotehnickog fakulteta, kroz ovu saradnju postali su dio moje profesionalne agende. Na tome sam im posebno
zahvalan. Neizmjerno se zahvaljujem svojim kolegama i prijateljima dr Zarku Ze&eviéu, dr And”eli Draganié¢ i dr Branki
Jokanovi¢, sa kojima je svaki ciklus studija na Elektrotehnickom fakultetu u svakom trenutku imao dimenziju domaceg i
bliskog. Dr Zarku Ze&eviéu se posebno zahvaljujem na svakodnevnom druzenju i dugim razgovorima koji su vrlo &esto
poprimali razmjere i ozbiljnost pravih nauénih diskusija. Zahvaljujem se mr Stefanu Vujoviéu, mr Isidori Stankovi¢, mr
Nikoli Bulatoviéu, dr Marku Simeunovicu i mr Predragu Rakovi¢u na zajedni¢kom radu, podrsci i na uvijek prijatnoj
atmosferi u Laboratoriji za obradu signala. Zahvaljujem se svojim prijateljima iz djetinjstva, gimnazijskih dana i
prijateljima koje sam stekao tokom boravka u | fazi Novog studentskog doma u Podgorici, na beskrajnom razumijevaniju,
pruzanju motivacije i na uvijek kvalitetno provedenom vremenu, iako ga u nekim periodima izrade ove teze mozda nije
bilo onoliko koliko sam Zelio da ga bude. Na kraju, najveéu zahvalnost dugujem svojoj porodici na bezuslovnoj podrsci i
neiscrpnom razumijevanju, koje su mi do sada pruzali u svim aspektima zivota. Podgorica, oktobra 2018. godine Milo$
Brajovi¢ PODACI O DOKTORSKOJ DISERTACIJI Naziv doktorskih studija: Naslov doktorske disertacije: Doktorske studije
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Kljuéne rijeci: Dekompozicija multikomponentnih signala, digitalna obrada signala, diskretna kosinusna transformacija
(DCT), Furijeova transformacija, Hermitska transformacija, kompresivno odabiranje, multivarijantni signali, nestacionarni
signali, obrada rijetkih (sparse) signala, vremensko-frekvencijska analiza Datum prijave doktorske teze: 16.12.2015.

godine Datum sjednice Senata UCG na kojoj je prihvacena teza: 23.06.2016. godine

Naucna oblast: Elektrotehnika i RaGunarstvo Uza naucna oblast: Digitalna obrada signala 115

REZIME: Disertacija sadrzi originalne naucne doprinose u oblasti digitalne obrade signala. Primarna problematika koja
se razmatra jeste rekonstrukcija signala sa rijetkom (visoko koncentrisanom) reprezentacijom u razli¢itim
transformacionim domenima - Furijeovom, diskretnom Hermitskom, zatim u domenina jednodimenzione i
dvodimenzione diskretne kosinusne transformacije, kao i u vremensko-frekvencijskim domenima. Rekonstrukcija rijetkih
signala bazira se na mjerama rijetkosti, odnosno, mjerama koncentracije signala. Teza sadrzi analizu i predlog novih
rekonstrukcionih algoritama iz konteksta kompresivnog odabiranja, kao i opseznu analizu uticaja nedostajucih odbiraka
signala na transformacione koeficijente signala u razmatranim domenima. Predstavljeno je detaljno izvod~enje relacija
koje izloZzenu analizu povezuju sa opStom teorijom kompresivnog odabiranja, kao i izvod~enje relacija koje opisuju
performanse procesa rekonstrukcije primjenom razmatranih algoritama, ukljucujuci: analizu uticaja aditivhog Suma,
stepena rijetkosti i broja nedostajucéih odbiraka, zatim egzaktne izraze za greske u rekonstrukciji i vjerovatnoce tih
gresaka. U tezi su predstavljeni i originalni algoritmi za optimizaciju parametara diskretne Hermitske transformacije,
detaljna analiza uticaja aditivnog Suma na ovu reprezentaciju i predlog algoritma za njegovo uklanjanje; predlozeni su
algoritmi za dekompoziciju multivarijantnih signala u kontekstu vremensko-frekvencijske analize kao i algoritam za
estimaciju trenutne frekvencije na bazi Wigner-ove distribucije. Opsezni numericki eksperimenti i primjeri sa realnim i
sinteti¢kim signalima potvrd~uju validnost prezentovanih teorijskih rezultata, pritom nedvosmisleno postavljajuci
doprinose disertacije u kontekst prakti¢nih primjena. UDK: INFORMATION ON DOCTORAL DISSERTATION PhD study
program: Dissertation title: Keywords: Thesis application date: Date of session of UoM Senate where the thesis is
accepted: Scientific area: Specific scientific area: PhD studies in Electrical Engineering On Reconstruction Algorithms for
Signals Sparse in Hermite and Fourier Domains Multicomponent signal decomposition, digital signal processing,
discrete cosine transform (DCT), Fourier transform, Hermite transform, compressive sensing, multivariate signals,
sparse signal processing, non-stationary signals, time-frequency signal analysis December 16, 2015 June 23,2016
Electrical Engineering and Computer Science Digital Signal Processing ABSTRACT: The dissertation consists of original
contributions in the area of digital signal processing. The reconstruction of signals sparse (highly concentrated) in
various transform domains is the primary problem analyzed in the thesis. The considered domains include Fourier,
discrete Hermite, one-dimensional and two-dimensional discrete cosine transform, as well as various time-frequency
representations. Sparse signals are reconstructed using sparsity measures, being, in fact, the measures of signal
concentration in the considered domains. The thesis analyzes the compressive sensing reconstruction algorithms and
introduces new approaches to the problem at hand. The missing samples influence on analyzed transform domains is
studied in detail, establishing the relations with the general compressive sensing theory. The theoretical contributions
include new expressions describing the reconstruction algorithms’ performance and outcomes, including the study of
additive noise, sparsity level and the number of available measurements influence on reconstruction performance, exact

expressions for reconstruction errors and error probabilities. Parameter optimization of the discrete Hermite transform
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is also studied, as well as the additive noise influence on Hermite coefficients, resulting in new parameter optimization
and denoising algorithms. Additionally, an algorithm for the decomposition of multivariate multicomponent signals is
introduced, as well as an instantaneous frequency estimation algorithm based on Wigner distribution. Extensive
numerical examples and experiments with real and synthetic data validate the presented theory and shed the new light
on practical applications of the results. UDK: Izvod iz teze U ovoj disertaciji analizira se rekonstrukcija zasnovana na
mjerama koncentracije signala u specifiénim transformacionim domenima. Najveci dio sadrzaja disertacije odnosi se na
koncepte kompresivnog odabiranja i rekonstrukcije rijetkih signala. Kao generalni koncept, med~utim, mjere
koncentracije su primjenjene u rekonstrukciji i poboljSanjima reprezentacija signala i mimo tog konteksta. U nastavku
slijedi koncizan pregled sadrzaja disertacije po glavama, uz posebno isticanje originalnih doprinosa autora. Nakon
kraceg uvoda, prva glava sadrzi kratak pregled i osnovne definicije vezane za rekonstrukciju rijetkih signala i
rekonstrukcije zasnovane na mjerama rijetkosti signala. Ukratko su prezentovani osnovni algoritmi koji se koriste u
ostatku disertacije, uslovi koje je potrebno ostvariti u cilju uspjesne i jedinstvene rekonstrukcije, kao i osnovna
terminologija. Druga glava sadrzi originalne doprinose vezane za diskretnu Hermitsku transformaciju. Nakon kratkog
prezentovanja Hermiskih transformacija i njihovih osnovnih osobina, prvo je prezentovan algoritam za optimizaciju
parametara diskretne forme ove transformacije, i to faktora skaliranja vremenske ose i faktora pomjeraja baznih funkcija
po vremenskoj osi. Optimizacija parametara inkorporirana je u algoritam za kompresiju QRS kompleksa, koji
predstavljaju veoma znacajne djelove EKG signala koji se koriste u medicinskoj dijagnostici. Nakon toga, prezentovana
je originalna analiza uticaja aditivnog Suma na transformacione koeficijente diskretne Hermitske transformacije. U tom
kontekstu, predlozena je i jednostavna procedura za uklanjanje Suma. Vazan dio druge glave Cini analiza uticaja
nedostajuéih odbiraka na koeficijente diskretne Hermitske transformacije, koja sadrzi veéi broj novih teorijskih
koncepata, uklju¢ujuci: matematicko modelovanje Hermitskih koeficijenata signala sa nedostaju¢im odbircima,
probabilisti¢ku analizu uspjesnosti rekonstrukcije koja je zasnovana na prezentovanoj teoriji, zatim interpretaciju
indeksa koherentnosti parcijalne mjerne matrice diskretne Hermitske transformacije u kontekstu predlozene teorije,
orignalnu analizu uticaja aditivnog Suma na performanse rekonstrukcije, analizu rekonstrukcije signala koji nijesu rijetki
a koji su rekonstruisani kao da jesu rijetki u ovom domenu, zatim dva nova algoritma za rekonstrukciju zasnovana na
prezentovanoj teoriji, i dodatno, treci, iterativni gradijentni algoritam za rekonstrukciju, sa odgovaraju¢om interpretacijom
u ovom domenu. Svi rezultati su potkrijepljeni veéim brojem numerickih primjera, uklju€ujuci i eksperimente sa realnim
EKG i UWB signalima, kao i opsezne eksperimente kojima je izvrSena evaluacija prezentovanih teorijskih rezultata. Treéa
glava se bavi diskretnom kosinusnom transformacijom (DCT). Razmatrana su dva oblika ove transformacije:
jednodimenzioni i dvodimenzioni. U slu¢aju jednodimenzione transformacije, odrad"ena je detaljna analiza uticaja
nedostajuéih odbiraka na DCT koeficijente, izvedeni su eksplicitni izrazi za vjerovatno¢u uspjesne rekonstrukcije u
zavisnosti od broja dostupnih mjerenja, stepena rijetkosti i duzine signala. | u ovom slucaju je uspostavljena teorijska
interpretacija indeksa koherentnosti parcijalne DCT matrice, zatim, izvr§ena je analiza uticaja aditivhog Suma na
performanse rekonstrukcije, izveden je eksplicitini izraz za rekonstrukciju signala koji nijesu rijetki a rekonstruisani su uz
pretpostavku o rijetkosti u ovom domenu, redefinisani su algoritmi za rekonstrukciju signala koji su rijetki u ovom
domenu, na osnovu predlozene teorije. Bitan segment ¢ini opsezna eksperimentalna analiza primjene u kontekstu
uklanjanja impulsnih smetniji prisutnih u audio signalima. Prezentovani su brojni primjeri i rezultati eksperimenata sa
sinteti¢kim i realnim audio signalima. U drugom dijelu ove glave razmatrana je rekonstrukcija signala rijetkih u
dvodimenzionom DCT domenu. U prvom redu, primjena se odnosi na digitalne slike. Detaljno su izvedeni izrazi koji

karakteriSu statisti¢ke osobine 2D DCT koeficijenata koji se, kao posljedica nedostajuéih odbiraka signala, ponasaju kao
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sluéajne varijable. | za slu¢aj ove transformacije je izveden izraz za energiju greske u rekonstrukciji signala koji nijesu
rijetki (tj. koji su aproksimativno rijetki), a koji su rekonstruisani uz pretpostavku o rijetkosti. Realni primjeri takvih
signala, na kojima i jeste izvrSena numericka evaluacija rezultata, jesu digitalne slike. U posljednjoj glavi teze
problematika rekonstrukcije zasnovana na mjerama koncentracije (rijetkosti) analizirana je u kontekstu vremensko-
frekvencijske analize. U glavi je prezentovan algoritam za rekonstrukciju rigid body dijela ISAR signala, na osnovu mjere
koncentracije vremensko-frekvencijske reprezentacije, i algoritma za kompresivno odabiranje. Razmatrani problem je
veoma bitan u kontekstu obrade radarskih signala. Glava sadrzi i predlog novog algoritma za estimaciju trenutne
frekvencije na bazi Wigner-ove distribucije, u uslovima jakog aditivnhog Suma prisutnog u signalu. U drugom dijelu glave
prezentovan je originalni pristup za dekompoziciju multivarijantnih multikomponentnih signala, koji se dobijaju
mjerenjem fizickih procesa pomodéu vise senzora. Predstavljeni dekompozicioni pristup, zasnovan na mjeri koncentracije
iz konteksta kompresivnog odabiranja, omogucéava rekonstrukciju komponenti signala koje se izdvajaju iz
multikomponentnog skupa, uprkos ¢injenici da se preklapaju u vremensko-frekvencijskoj ravni. Thesis overview The
main problem analyzed in this thesis is the reconstruction of signals based on concentration measures in some
particular transform domains. In the largest part of the thesis, the signal reconstruction assumes the compressive
sensing framework and sparse signal processing techniques. However, as a general concept, the concentration
measures are studied in the problem of signal reconstruction even beyond this context. Below is a concise overview of
the thesis content, given for each chapter separately, with a special emphasis on the author’s original contributions.
After a brief introduction, the first chapter contains a brief overview and basic definitions related to the reconstruction of
sparse signals, based on signal concentration measures. Some basic reconstruction procedures are presented, together
with the basic terminology and the theory regarding the reconstruction process, including the neccessary conditions for
successful and unique signal recovery. The second chapter contains the original contributions related to the discrete
Hermitian transformation. After a brief presentation of Hermite transforms and their basic properties, the algorithm for
the optimization of discrete Hermite transform parameters is presented. The algorithm automatically adjusts the
scaling factor of the time axis, and the time-shift parameter, based on signal concentration measure in the Hermite
domain. The optimization procedure is incorporated into a QRS complex compression algorithm. QRS complexes are
important parts of ECG signals, commonly used in medical diagnostics and treatment. The chapter continues with the
analysis of the additive noise influence on discrete Hermite transform coefficients. In this context, a simple denoising
procedure is also presented. A very important part of the second chapter consists of the analysis of the missing
samples influence on discrete Hermite transform coefficients. The analysis includes some new theoretical
contributions: mathematical models of Hermite coefficients corresponding to under-sampled signals, probabilistic

analysis of the reconstruction of missing samples, interpretation of the coherence index of the Hermite sensing matrix.

Additive noise influence on the reconstruction performance is also analyzed. The

reconstruction
error of non-sparse

signals, reconstructed under the sparsity assumption is also derived based on the presented
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theory. Based on the presented theory, two compressive sensing algorithms for signal recovery are proposed. Moreover,

one additional algorithm

based on the signal reconstruction in the measurements domain is also proposed. The 104

theory is

validated in a large number of numerical examples, including examples with real ECG and UWB signals, as well as in a
large number of comprehensive numerical experiments. The third chapter deals with the discrete cosine transform
(DCT). Two forms of this transform are considered: one-dimensional and two-dimensional. For the case of a one-
dimensional transform, a detailed analysis of the impact of missing samples on the DCT coefficients is made, explicit
expressions are derived for the the probability of successful reconstruction, depending on the number of available
measurements, sparsity and signal length. Ihe theoretical interpretation of the partial DCT matrix coherence index is
established also in this case. The analysis of thee additive noise influence on the reconstruction performance is also
performed. An explicit expression for the reconstruction error in the case signals not being sparse, but that are
reconstructed with the sparsity assumption is derived. The reconstruction algorithms for signal sparse in this domain
are reinterpreted, using the presented analysis. An important segment of this chapter is the extensive experimental
analysis in the context of impulsive disturbances removal in audio signal processing. Numerous examples and results
of experiments with synthetic and real audio signals are presented. In the second part of this chapter, the reconstruction
of signals sparse in the two-dimensional DCT domain is considered. The most important example of such signals are
the digital images. Detailed expressions for statistical properties of 2D-DCT coefficients of under-sampled signals are
derived. The exact expression for the non-sparse signal reconstruction error is also derived. It characterizes the
reconstruction performanse of signals being approximately sparse, but being reconstructed under the sparsity
assumption. The theory is validated with numerical examples with digital images. In the last chapter, the problem of
reconstruction based on concentration (sparsity) measures is analyzed in the context of time-frequency analysis. The
chapter presents an algorithm for the reconstruction of the rigid body part of ISAR signals, which is based on the
measure of the time-frequency representation concentration, and on a compressive sensing algorithm. The problem
considered is very important in the context of the radar signal processing. In this chapter, an algorithm for the
instantaneous frequency estimation based on Wigner distribution is also proposed. The presented estimation algorithm

is used in the case of strong noise disturbances.

In the second part of the chapter, an original approach for the decomposition of 98

multivariate multicomponent signals is

presented. Multivariate signals are obtained by measuring physical processes using multiple sensors. The presented
decomposition approach, based on concentration measures from the compressive sensing framework, enables the
reconstruction signal components extracted from multicomponent signals, even if they are overlapped in the time-

frequency plane. Popis akronima ACO 2D-DCT CoSaMP DCT DFT DHT DHT1 DHT2 HT IF ISAR LFM LPFT FM FT m-D
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...... 18 3 Jednoiterativna rekonstrukcija signala rijetkih u DFT domenu. .. ....... 22 4 Gradijentni algoritam za
rekonstrukciju rijetkih signala. ............ 23 5 Optimizacija faktora skaliranja vremenske ose za DHT1............

38 6 Rekonstrukcija postavljanjem praga u DHT1 domenu (jednoiterativni postupak) 78 7 Rekonstrukcija postavljanjem
praga u DHT1 domenu (iterativni postupak) . . . 79 8 Gradijentni algoritam - interpretacijau DHT1 domenu.............
94 9 Rekonstrukcija postavljanjem praga u DCT domenu (jednoiterativni postupak) . 110 10 Rekonstrukcija
postavljanjem praga u DCT domenu (iterativni postupak) . ... 111 11 Formiranje ACO feromonske mape za estimaciju
trenutne frekvencije . . . .. 160 12 Dekompozicija multivarijantnih signala (rekonstrukcija komponenti signala) . . 183 13
Procedura za minimizaciju mjere koncentracije pri dekompoziciji signala . . . 184 Uvod Klasi¢ne metode odabiranja
signala podrazumijevaju ekspicitno ili implicitno zadovoljavanje uslova Teoreme o odabiranju, po kojoj frekvencija
odabiranja signala treba da bude najmanje jednaka dvostrukoj maksimalnoj frekvenciji prisutnoj u posmatranom
signalu. Na principima Teoreme o odabiranju zasnivaju se gotovo sve klasi¢ne tehnike za akviziciju signala, bilo da se
radi o audio signalima, digitalnim slikama, bio-medicinskim signalima, radarskim signalima itd. Teorema o odabiranju
takod™e ima klju¢nu ulogu u tehnikama konverzije podataka, kao Sto je, na primjer, analogno-digitalna konverzija signala.
Kompresivno odabiranje (engl. compressive sensing, CS) je nova i u nau¢nom smislu veoma atraktivna oblast u obradi
signala, koja na izvjestan nacin prevazilazi spomenuti uslov Teoreme o odabiranju, omogucavajuci pritom potpunu
rekonstrukciju odred”enih signala na osnovu veoma malog broja dostupnih odbiraka/mjerenja, mnogo manjeg od onog
koji se koristi u tradicionalnim tehnikama. Koli¢ina podataka ¢ija se akvizicija vrsi od klju¢ne je vaznosti u prakti¢no svim
segmentima primjena informaciono-komunikacionih tehnologija, gdje naj¢es¢e obimne koli¢ine podataka zahtijevaju
veoma kompleksne kompresione algoritme u cilju njihovog uspjesnog skladistenja, obrade i prenosa. Navedene
Cinjenice postavile su CS u fokus brojnih naucnih istrazivanja, i uslovile da se tokom posljednjih godina u okviru ove
oblasti razviju veoma napredne tehnike i rekonstrukcioni algoritmi. Brojni skupi ured~aji za akviziciju podataka, koji

sadrze veliki broj senzora (na primjer, bio-medicinski ured™aji

kao sto je MRI, multimedijalni ured™aji kao Stosu visokorezolucione kamere itd.) mogu biti | 34

znacajno pojednostavljeni, a vrijeme ibroj snimanja

znacajno skraceni (Sto je od narocito velike vaznosti u bio-medicinskim primjenama). Prilikom obrade razli¢itih signala
oStecenih jakim Sumom, nekada se pristupa namjernom preskakanju/eliminisanju oSte¢enih odbiraka, kao na primjer, u
slucaju primjene L-statistike i drugih robustnih tehnika. CS nudi moguénost da se navedeni odbirci u potpunosti

rekonstruiSu, samo na osnovu dostupnih-neostecenih vrijednosti. Dakle, CS omoguc¢ava da se

na osnovu malog broja slu¢ajno snimljenih podataka obezbijedi isti kvalitet informacije, 34

koji bi postojao kada bi svi podaci bili dostupni. Uspjesna rekonstrukcija signala sa nedostajuc¢im odbircima moguca je
ukoliko su ovi signali rijetki (engl. sparse) u nekom odred”enom transformacionom domenu, odnosno, ukoliko mogu biti
reprezentovani pomoc¢u malog broja nenultih tranformacionih koeficijenata. U praktiénim primjenama, od velikog
znacaja su i signali koji su aproksimativno rijetki, Uvod buduci da se rekonstrukcioni koncepti razvijeni u kontekstu
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kompresivnog odabiranja (i obrade rijetkih signala, engl. sparse signal processing) na njih mogu primjenjivati u gotovo
neizmijenjenoj formi. Koncept rijetkosti moze se dovesti u vrlo usku vezu sa tzv. mjerama koncentracije. Naime, za
rijetke signale se moze rec¢i da su visoko koncentrisani u odgovaraju¢em tranformacionom domenu. U tom smislu, u
okviru ove doktorske disertacije razmatrano je viSe razli¢itih transformacionih domena: diskretna Furijeova
transformacija (DFT), diskretna Hermitska transformacija (DHT), diskretna kosinusna transformacija (DCT), kao i
vremensko frekvencijske reprezentacije - kratkotrajna Furijeova transformacija (STFT), Wigner-ova distribucija i S-metod.
Posebno razmatranje svakog od ovih transformacionih domena vazno je iz dva razloga. Kao prvo, rijetkost odred"enih
klasa signala usko je vezana za transformacioni domen. Drugo, uticaj nedostajucih (eliminisanih ili fizicki nedostupnih)
odbiraka na svaki transformacioni domen se manifestuje razlicito, $to je posljedica specifi¢nih svojstava tih domena.
Koncepti rijetkosti i mjera koncentracije signala u transformacionim domenima predstavljaju okosnicu istrazivanja
prezentovanih u ovoj doktorskoj tezi. U tom smislu, treba naglasiti da problematika rekonstrukcije nije sagledana
iskljucivo kroz prizmu kompresivnog odabiranja. To ilustruje, na primjer, druga glava disertacije, gdje je koncept rijetkosti
iskoris¢en za parametrizaciju diskretne Hermitske transformacije, u cilju postizanja visoko koncentrovane reprezentacije
signala. Takva reprezentacija je omogucila uklanjane Suma, kompresiju, ali i CS rekonstrukciju. Jos jedan primjer je i
dekompozicija multivarijantnih signala u kontekstu vremensko-frekvencijske analize, koja je prezentovana u sklopu
Cetvrte glave disertacije. lako se ne razmatra rekonstrukcija primjenom matematicke aparature kompresivnog
odabiranja, dekompozicija nesumnjivo predstavlja rekonstrukciju pojedinacnih komponenti signala, i to zasnovana na
mjerama koncentracije. Osnovni koncepti vezani za rekonstrukciju rijetkih signala prezentovani su u prvoj glavi. Ovdije je
dat i kratak osvrt na Furijeov transformacioni domen, posebno u smislu matemati¢kog modelovanja uticaja
nedostajuéih odbiraka na tranformacione koeficijente. Navedena analiza bila je inspiracija za istrazivanja u domenima
diskretne Hermitske i diskretne kosinusne transformacije. Dodatno, ova glava sadrzi kratak opis nekoliko osnovnih
algoritama za rekonstrukciju, koji su detaljnije razrad~eni u preostalim glavama teze. Hermitska transformacija i njene
diskretne forme sagledani su u drugoj glavi disertacije. Pored doprinosa koji se ti¢u analize uticaja nedostajuc¢ih
odbiraka, prezentovani su i algoritmi za optimizaciju diskretne Hermitske transformacije i analiza uticaja aditivhog
Suma. Posebno je bitno naglasiti razmatrane aspekte primjene: kompresiju i rekonstrukciju elektrokardiografskih (EKG)
signala i rekonstrukciju UWB signala. Jednodimenziona i dvodimenziona diskretna kosinusna transformacija predmet
su proucavanja u tre¢oj glavi doktorske teze. Uticaj nedostajucih odbiraka na ove transformacione domene je detaljno
razrad~en, a analiza je obojena primjenama u obradi audio signala i digitalne slike. U posljednjoj glavi, razmatraju se
vremensko-frekvencijske reprezentacije - kratkotrajna Furijeova transformacija, Wigner-ova Uvod distribucija i S-metod.
Kroz rekonstrukciju djelova ISAR signala, STFT je povezana sa konceptima kompresivnog odabiranja. Kroz
dekompoziciju multivarijantnih signala koja je zasnovana na primjeni STFT, Wigner-ove distribucije i S-metoda, pokazano
je da se koncepti mjera koncentracije mogu iskoristiti i za rekonstrukcije koje nijesu striktno vezane za kompresivno
odabiranje. Glava 1 Rekonstrukcija rijetkih signala sa osvrtom Furijeov transformacioni domen 1.1 Rijetkost signala i
redukovani skup mjerenja Rijetki signali se mogu okarakterisati malim brojem nenultih koeficijenata u jednom od
njihovih transformacionih domena [1, 3, 5, 7-11, 15, 16, 20, 26-28, 30—32, 34—37]. Ovi signali mogu biti rekonstruisani
na osnovu redukovanog skupa dostupnih odbiraka — mjerenja [1, 3, 5, 7-11, 15, 16, 20, 26—-28, 30, 35]. Mjerenja su
linearne kombinacije koeficijenata iz domena rijetkosti signala. Odbirci signala se mogu smatrati mjerenjima u slu¢aju
linearnih transformacija. U odred”enom broju primjena, redukovani broj odbiraka moze biti posljedica njihove fizicke
nedostupnosti, dok u drugim primjenama oni su rezultat namjere da se redukuje broj mjerenja, a pri tome sacuva cijela

informacija (kompresija signala), [1, 3]. Nedostupnost odbiraka signala moZe nastati i kao posljedica njihovog
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namjernog odbacivanja, na primjer, u slucaju ostecenja jakim sumom [7]. U obradi signala, najzastupljeniji
transformacioni domen jeste Furijeov domen, [7, 28]. Ulogu mjerenja u tom slucaju imaju odbirci signala. [1, 3].
Odgovaraju¢e mjerne matrice su parcijalne matrice diskretne Furijeove transformacije (DFT), ali i parcijalne slucajne
Furijeove matrice [1, 3]. Uticaj redukovanog skupa odbiraka na analizu i rekonstrukciju/sintezu detaljno su proucene u
[7]. 1.1.1 Rijetkost i mjerenja Razmatra se skup od N koeficijenata X(k), za k = 0,1,...,N - 1. Odgovarajuci vektor
koeficijenata je X. Po definiciji, ovaj vektor je rijedak (engl. sparse) ukoliko je broj njegovih nenultih keficijenata, u oznaci
K, mnogo maniji od ukupnog broja koeficijenata N, K << N odnosno X (k) =0,za k €/ {k1,k2, ..., kK}=TK. (1.1) Broj K
¢e dalje biti oznacen kao stepen rijetkosti. Mjerenje vektora X se moze posmatrati kao linearna kombinacija njegovih
elemenata (koeficijenata) X(k). Neka je i-to mjerenje oznaceno sa y(i). Ukoliko je dostupno samo NA mjerenja y(0), y(1), .
.., Y(NA - 1), ona se mogu zapisati u vidu sistema od NA linearnih jednacina N-1 y(i) = X(k)¢k(i),i=0,1,...,NA-1,M
<N, (1.2) Yk=0 gdje su ¢k(i) tezinski (ili mjerni) koeficijenti. U matri¢noj formi, ovaj sistem je: y(0) $0(0) $1(0) ...
oN-1(0) X(0) [ y(1) T=T 901y 0101) ... on-1(1) T x@) 1. .. o | y(na - 1) [1] go(NA - 1) 91(NA - 1) ON-T(NA -
1) LLII X(N-1) (J1 .3) |11 odnosno y = AX. (1.4) Matrica A, ¢iji su elementi tezinski koeficijenti ¢k(m) naziva se mjerna
matrica. 1.1.2 Interpretacija u obradi signala Koncepti rijetkih vektora i mjerenja ¢e dalje biti razmatrani u kontekstu

obrade signala. U tom cilju, posmatra se signal x(n) i njegova linearna transformacija

X(k):N-1x(n) =X (k) ¢k (n),(1.5) >k =0 94

odnosno, u matri¢noj formi: x= WX, (1.6) pri cemu je transformaciona matrica oznacena sa ¥, njeni elementi su ¢k(n),
dok je x vektor-kolona koji sadrzi odbirke signala, a X je vektor-kolona sa odgovaraju¢im transformacionim
koeficijentima. Pretpostavlja se da je signal K-rijedak u transformacionom domenu, sto znaci da je X(k) # 0, za k € MK i
X(k) =0,zak €/ MK. (1.7) 5 gdje je NK = {k1,k2,...kK} skup pozicija nenultih transformacionih koeficijenata. Broj
nenultihtransformacionihkoeficijenatajednakje: IIXII0 = card {X} = K, (1.8) gdje se veli¢ina N-1 IXII0 = [X(k)|0 (1.9) >k=0
naziva £0-normom ili £0-pseudo-normom. Ona ne posjeduje klasi¢na svojstva normi, ve¢ predstavlja kardinalnost skupa,

odnosno, broj nenultih transformacionih koeficijenata u vektoru X. Po definiciji, vazi [X(k)|0 = 0 za

X(k) =0 i [X(k)J0O =1za [X(k)] #0.Zasignal x(n) 116

¢iji transformacioni koeficijenti X(k) = T{-} zadovoljavaju card {X} = K « N kaze se da je rijedak u transformacionom
domenu T. Za linearne transformacije, K-rijetki signal mozZe biti predstavljen kao linearna kombinacija K koeficijenata
X(k) x(n) = X (k )¢k (n). (1.10) kY €NK Dakle, odbirak signala moze se interpretirati kao mjerenje linearne kobinacije
vrijednosti X(k). Primarna problematika koja se razmatra u ovoj disertaciji jeste moguénost rekonstrukcije signala sa
stepenom rijetkosti K na osnovu redukovanog seta od NA odbiraka — mjerenja. Kompresivno odabiranje (odnosno,
rekonstrukcija rijetkih signala) podrazumijeva da su odbirci signala x(n), odnosno mjerenja, dostupni na slu¢ajnim

pozicijama ni € NA ={n1,n2,...,nNA} c

N={0,1,2, 3,..., N -1} (1. 11)SaN= {0,1,2, 3 ,..N 102
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- 1} je oznacen skup svih pozicija odbiraka signala x(n) dok je sa NA ={n1,n2,...,nNA} oznacen njegov podskup od NA
elemenata, gdje je NA < N. U daljem izlaganju, vektor dostupnih mjerenja ¢e biti oznacen sa y: y = [x(n1), x(n2), . . .,
x(NNA)]T, (1.12) gdje vazi y(i) = x(ni+1),zai=1,2,..., NA. U opstem slucaju, dostupni odbirci, odnosno mjerenja
linearne kombinacije koeficijenata X(k)) definisana izrazom (1.10) za ni € NA ={n1, n2, . . ., nNA} mogu se zapisati kao
sistem od NA linearnih jedna&ina: x(n1) $0(n1) #1(n1) ... 6N-1(n1) X (0) | x(n2) 1= 90(n2) 91(n2) ... eN-1(n2) 11 x (0) |
........ ,(1.13) | x(nNAY 00(nNA) 91(INA ) .. oN =1(NA)Y X (N = 1YL TTLE I T Liti skraceno: y = AX (1.14) gdje je,
kako je ve¢ istaknuto, A mjerna matrica, dimenzija NA x N . U razmatranom kontekstu, nije poznato za koje pozicije K =
{k1,k2,...,kK}vazidaje X (k) = 0,k €/ NK, odnosno, informacija o pozicijama nenultih koeficijenata nije ugrad ena u
mjernu matricu. Ukoliko bi nekim odgovarajué¢im postupkom bilo moguce odrediti skup pozicija K, sistem jednacina za
mjerenja bi se mogao zapisati u sljedeéoj formi: x(n1) ¢k1 (n1) dk2 (n1) [x(n2) 11 k1 (n2) k2 (n2) . = .. | x(nNA) |¢k1
(NA) ok2 ("NAYLILT .. ok (n1) X (k1) okK (n2) 1T x (k2) 1. ., (1.15) okk (aNA) T x ki) 11T Tto jesty = Ak XK .
(1.16) Dakle, matrica AK bi se dobila na osnovu mjerne matrice A, izostavljanjem onih kolona koje odgovaraju
koeficijentima X(k) = 0. Pod pretpostavkom da postoji K nenultih koeficijenata X(k) od ukupno N, ukupan broj mogucih
razli¢itih matrica AK jednak je ukupnom broju mogucih kombinacija, NK . Za jedan realni slucaj signala (odnosno
transformacionog vektora) duzine N = 256 koji im(a K) = 6 nenultih koeficijenata, broj ovih kombinacija je NK = 2566 =
3.6853 - 1011. () () 1.1.3 Furijeova mjerna matrica U obradi signala, diskretna Furijeova transformacija (DFT)
predstavlja jednu od najznacajnijih transformacija. Za signal x(t) ograni¢enog trajanja T koji je odabran uniformno, u
skladu sa Teoremom o odabiraniju, ¢iji su odbirci x(n) = x(nAt), gdje je At korak odabiranja i At = T/N, diskretna Furijeova

transformacija X(k) se definise sljede¢im izrazom:

N-1 X(k) = x(n)e-j2nnk/N, k=0,1,...,N-1, (1.17) Yn=0 27

dok je odgovarajuca inverzna transformacija

N-1 x (n)= X(k)ej2rink/N, n=0,1,...,N-1. k= 27

1 (1.18) Koeficijenti inverzne DFT matrice su ¢k(n) = ej2rink/N . U slucaju redukovanog skupa odbiraka y = [x(n1), x(n2), .

.., X(nNA)]T, koji su dostupni na pozicijama ni € NA={n1,n2,...,nNA} S N =

0,1,2,...,N=1}, uz y@i)=x( ni +1) =Nk==11X (k) 119

ej2ninik/N , Furijeova mjerna matrica data je sljede¢im izrazom: Y 1 €j2nn1/N . . . ej2nn1

(N-T)/N A= 1 [1ej2mn2 /N ej2mn2  (N-1)/NN..... I..c. 19 1e2mNa /N 75

ej2nnNA  /N)
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l |J Navedena matrica je poznata pod nazivom parcijalna inverzna DFT matrica. U nekim sluCajevima, kako bi se
postigla normalizacija kolona tako da je njihova energija jednaka jedinici, faktor N1 se moze zamijeniti faktorom NTA .
1.2 Uslovi za rekonstrukciju 1.2.1 Direktna pretraga u prostoru koeficijenata Razmotrimo prvo simplifikovani problem
rekonstrukcije signala ¢iji vektor koeficijenata X ima samo jedan koeficijent sa nenultom vrijedno$éu, odnosno, stepen
rijetkosti K = 1. Pozicija i amplituda nenultog koeficijenta X(i) su nepoznati. Jedan pristup rjeSavanju problema jeste
mjerenje svih N koeficijenata X(k),zak =0, 1,..., N - 1. Med utim, kako je samo jedan koeficijent nenulti, problem
odred”ivanja nepoznatog koeficijenta se moze rijesiti sa znacajno manjim brojem mjerenja. Ako se uzme samo jedno
dostupno mjerenje vektora X: N -1 y(0) = X(k)$k(0). (1.20) k=0 sa tezinskim koeficijentima ¢k(0) = ak, k = 0,1,...,N - 1,
tada se ono u prostoru koeficijenataX(0), X(1),...X(N - 1) moze interpretirati kao N-to dimenziona hiperravan. Budu¢i da
je poznato da tacno jedna promijenljiva X (i) ima nenultu vrijednost, bilo koji presjek hiperravni sa bilo kojom
koordinatnom osom predstavljao bi rjeSenje problema rekonstrukcije za K = 1. Jedno mjerenje produkovalo bi N
mogucih pojedinacnih nenultih vrijednosti u formi: X(k) = y(0)/¢k(0),k=0,1,2,...,N - 1,(1.21) pritom pretpostavljajuci
da za sve tezinske koeficijente vazi ¢k(0) # 0. Zakljuuje se da jedno mjerenje nije dovoljno za rjeSavanje razmatranog
problema. Potrebno je najmanje jos jedno mjerenje. Sa dva dostupna mjerenja, y(0) i y(1), u prostoru nepoznatih
koeficijenata (odnosno promijenljivih) formiraju se dvije hiperravni, koje definiSu dva seta mogucih rjesenja X(k) = y(0)/
0k(0),k=0,1,2,...,N-1,(1.22) X(k) =y(1)/¢k(1),k=0,1,2,...,N - 1,(1.23) Ukoliko ove dvije hiperravni imaju
zajednicku tacku u k =i, tada je ta tacka X(i) = y(0)/¢i(0) = y(1)/¢i(1) (1.24) jedinstveno rjeSenje posmatranog problema.
Moze se jednostavno pokazati da je zajednicka vrijednost dva mjerenja X(i) = y(0)/¢i(0) = y(1)/¢i(1) jedinstvena ako je
zadovoljeno: det ¢i(0) ¢ok(0) [ ¢i(1) dk(1) ] = $i(0)dk(1) - $i(1)9k(0) # 0. (1.25) U cilju generalizacije i izvod~"enja opstih
zakljuCaka, definis$imo rang i spark matrice. Za matricu A koja ima NA vrsta i N = NA kolona, rang matrice A jednak je
najve¢em broju nezavisnih vrsta, odnosno kolona te matrice, gdje vazi 1 < rank {A} < NA. Za bilo koju matricu A2
dimenzija 2 x 2 koja je podmatrica mjerne matrice vazi da je rank{A2} = 2. Spark matrice je najmanji broj zavisnih kolona
(vrsta) matrice. Po definiciji, ako kolona sadrZi sve nule, tada vazi spark {A} = 1. Uo¢imo i da u opstem slucaju vazi 2 <
spark {A} < NA + 1. Ukoliko ne postoji nijedna kolona sa svim nulama, i ukoliko je postoje dvije linearno zavisne kolone,
tada je spark {A} = 2. U razmatranom primjeru, rekonstrukcija je jedinstvena ako vazi spark {A} > 2, ili, drugim rije¢ima,
ako u matrici A ne postoje dvije linearno zavisne kolone. Razmotrimo sada opsti slu¢aj K -rijetkog vektora X.
Kori§éenjem podskupa od K mjerenja, u oznaci yK(1), moze se dobiti skup rjesenja koji predstavljaju odgovarajuce
vektore nenultih koeficijenata. Za svaki skup pretpostavljenih pozicija nenultih koeficijenata iz X (k), formira se
odgovarajuci vektor XK koji ima K nenultih elemenata na pozicijama k € MK = k1,k2, . . ., kK . Sada imamo sistem y(K1)
= AK XK koji se formira za svaki moguci skup pozicija {k1, k2, . . ., kK }. Mogucih rjeSenja je NK . Ukoliko se uvede jo$
jedan sku(p )od K mjerenja, u oznaci y(K2), ponovo rieSavamo sistem oblika y(K2) = AKXK, i to za svaki skup mogucih
pozicija {k1,k2,....kK}. Takvih kombinacija je ponovo NK . Ukoliko dva dobij(ena)skupa od po NK rjesenja imaju jedan
zajednicki ¢lan XK, tada je pronad~eno rjesenje problema. () U cilju ispitivanja jedinstvenosti, pretpostavimo da je
moguce pronaci dva moguca rjeSenja X stepena rijetkosti K, kao i da je dostupno NA = 2K mjerenja u vektoru y. U tom
slucaju, rieSenje Ce biti jedinstveno ukoliko su determinante svih podmatrica A2K matrice A razli¢ite od nule. To drugim
rije¢ima znaci da sve podmatrice A2K moraju biti nesingularne. Ako dva nenulta dijela rje$enja oznac¢imo sa X(K1) i
X(K2), tada ¢e oba zadovoljavati jednacinu mjerenja, u smislu: A(K1) A(2))K X(K1) X(K2) [0OK] =y i A(K1) A(K2) [1[0K] =
y. (1.26) [] Sa A(K1) i A(K2) su oznacene podmatrice matrice A koje odgovaraju elementima iz X(K1) i X(K2),
respektivno. Ukoliko je determinanta matrice A2K = A(K1) A(2))K , dimenzija 2K x 2K, razli¢ita od nule, tada ne postoje
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nenulta rjeSenja X(K1[) i X(K2). U ops$te]m slucaju, ako su sve moguée podmatrice A2K nesingularne, ukljucujuci i sve
podmatrice nizeg ranga, tada je nemoguce da postoje dva rjeSenja stepena rijetkosti K. Zato je rjeSenje u tom slucaju
jedinstveno. 1z prethodne analize, moze se zakljuciti da je rjeSenje razmatranog problema, sa signalom Ciji je stepen
rijetkosti K, jedinstveno, ukoliko je zadovoljen sljedeci uslov: spark {A} > 2K. (1.27) U opstem slucaju, broj mjerenja je NA
> 2K . Za rjesavanje problema ovim putem, potrebno je razmotriti sve moguée vektore XK koji imaju K nenultih
elemenata, gdje je k € MK . Kako postoji NA = 2K jednacina a samo K nepoznatih, potrebno je rijesiti sistem u smislu
najmanijih kvadrata X = AHKAK -1 AHKYy (1.28) i to za svaku mogucu kombinaciju pozicija nenultih elemenata {k1, k2, . . .
, kK}, kojih je, kako () je ve¢ istaknuto, NK, $to je u praksi jako veliki broj. Trazeno rjesenje je ono koje minimizuje gresku
lly - AKX(K)II22. Ovakav problem je veoma tesko rijesiti u razumnom vremenu, i spada u klasu tesko izracunijivih, tzv. NP-
hard problema, buduéi da postoji nepolinomijalni broj kombinacija koje treba ispitati. 1.2.2 Formalni uslovi U slucaju
proizvoljnog rijetkog vektora X stepena rijetkosti K i u slu¢aju najmanje NA = 2K mjerenja — dostupnih odbiraka,
jedinstvenost rjesenja se moZze garantovati ukoliko su mjerenja'y = AX (1.29) nezavisna u smislu da se na osnovu njih
moze rekonstruisati proizvoljni 2K -rijetki signal. To drugim rijeCima znaci da sve podmatrice A2K mjerne matrice A
moraju biti nesingularne, odnosno, treba da vazi da su sve odgovarajuce determinante reda 2K razlicite od nule: ¢k1(n1)
dk2(n1) ... dk2K(n1) det(A2K ) = det [ dk1(n2) dk2(n2) . . . k2K (n2) 1.....#0 (1.30)| dk1 (n2K) k2 (n2K) . .. pk2K
(n2K) l | J i to za bilo koju kombinaciju indeksa pozicija dostupnih odbiraka {n1,n2,...,n2K} < {n1,n2,...,nNA}, za NA 2 2K, i
za bilo koju kombinaciju indeksa {k1,k2,....k2K} € {0,1,2,...,.N -1}. Broj mogucih kombinacija klase 2K od N elemenata je
2NK, sto u realnim okolnostima predstavlja jako veliki broj. ( Na bazi prethodne diskusije, uslov se moze interpretirati i u
sljedeéem obliku: ) spark{A} > 2K. (1.31) Cinjenica da je potrebno provjeriti da li postoji 2K nezavisnih mjerenja, znaci da
treba zapravo provjeriti da li za matricu A2K vazi da je rank(A2K ) = 2K . Ukoliko je NA > 2K, nema potrebe ispitivati
kombinacije po ni u cilju formiranja kvadratne matrice dimenzija 2K x 2K iz matrice dimenzija NA x 2K za NA > 2K,
imajuci u vidu da se rang matrice A2K dimenzija NA x 2K mozZe provijeriti testiranjem ranga matrice AT2K A2K dimenzija
2K x 2K, kori§¢enjem veze: rank(A2K ) = rank(AT2K A2K ). (1.32) Matrica AT2K A2K se naziva Gramovom matricom
matrice A2K . Za matrice A2K sa kompleksnim elementima, koristi se ekvivalentna Hermitska matrica AH2K A2K, pri
¢emu (-)H oznacava Hermitsko transponovanje. Jedan nacin za odred”ivanje da li je rang matrice AT2K A2K jednak 2K
jeste kori$éenje sljedeceg uslova: det(AT2K A2K ) =d1d2...d2K # 0 (1.33) gdje sud1,d2,.. ., d2K sopstvene
vrijednosti kvadratne matrice AT2KA2K. Vazno je uociti da su sve sopstvene vrijednosti di simetricne matrice AT2KA2K
di = eig(AT2K A2K) (1.34) nenegativne. Rang matrice AT2K A2K jednak je 2K ukoliko minimalna sopstvena vrijednost
matrice AT2K A2K zadovoljava: |[dmin| = min{|d1],|d2|,...,|d2K]} > 0, (1.35) za sve podmatrice A2K matrice A. U
numeri¢kim i prakti¢nim realizacijama ne bi bilo povoljno da je det{A2K } ili det{A} blisko nuli. lako bi u tom slu¢aju bio
zadovoljen uslov jedinstvenosti rjeSenja, doslo bi do visoke osjetljivosti na uticaj Suma u mjerenjima, bilo u analizi, bilo u
inverziji koja je involvirana u procedurama za rekonstrukciju. Stoga, vazno je istaci da postoji prakti¢ni zahtjev da
posmatrana determinanta bude ne samo razli¢ita od nule, ve¢ i da se u dovoljnoj mjeri razlikuje od nule, kako bi se
obezbijedili stabilnost inverzije i robustnost na uticaj Suma. Svojstvo ograniCene izometrije U nastavku ¢e biti
podrazumijevane normalizovane energije kolona matrice A, koje su u vezi sa elementima na dijagonali od AT2K A2K .
Norma matrice A2K zadovoljava sljedece svojstvo: Amin < lIAI2XK2XK2lIK22 122 < Amax (1.36) gdje su Amin i Amax

minimalna i maksimalna sopstvena vrijednost Gramove matrice AT2K A2K, dok IIX1122 =

113
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. (1.37) predstavlja kvadriranu £2-normu vektora X. U izrazu (1.36) vektor X2K predstavlja proizvoljni 2K-rijetki vektor.
Linearna transformaciona matrica A posjeduje svojstvo izometrije ukoliko o¢uvava intenzitet vektora u N-to
dimenzionom prostoru, odnosno, ako vazi: IAXI122 = I1X1122 tj. IAXI222 = 1. (1.38) X2 Razvojem teorije kompresivnog
odabiranja i obrade rijetkih signala, za mjerne matrice je bilo neophodno uvesti nesto blazi uslov izometrije. Svostvo
ogranicene izometrije (engl. Restricted Isometry Property - RIP) matrice A2K vazi ako je 1 - 82K < [A2K X2K2 122 < 1 +
62K, (1.39) IX2K 112 i to za bilo koji 2K -rijetki vektor X2K . Ovdje je uslov IA2K X2K 1122 = lIX2K 1122 relaksiran u smislu da
je relativna apsolutna vrijednost razlike IIA2K X2K 1122 - IIX2K 1122 dovoljno mala u pored~enju sa energijom rijetkog
signala, odnosno, u opsegu od 0 < 62K < 1. Konstanta ograni¢ene izometrije, 62K predstavlja mjeru koliko matrica A2K
odstupa od matrice koja zadovoljava svojstvo izometrije. Pored"enjem izraza (1.36) i (1.39) zaklju¢uje se da vazi: 52K =
max {1 - Amin, Amax - 1}, (1.40) pri c¢emu je izometrijska konstanta 62K uobi¢ajeno definisana kao Amax - 1 = max eig
AT2K A2K -1. U slu¢aju matrica sa kompleksnim vrijednostima, koristi se A2HK A{2K .( )} Za K -rijetki signal XK i mjernu
matricu A, RIP uslov je zadovoljen ako (1.39) vaZi za sve podmatrice AK, za 0 < 8K < 1. RjeSenje rekonstrukcije za K -
rijetki signal ¢e biti jedinstveno ukoliko mjerna matrica zadovoljava RIP uslov za 2K -rijetki vektor X2K i izometrijsku
konstantu 0 < 82K < 1. Vazno je primijetiti da je RIP uslov zadovoljen za Amin > 0, $to znaéi da su sve matrice AT2K A2K
nesingularne. Drugim rije¢ima, ako je X K -rijetki vektor duzine N , tada on moze biti jedinstveno rekonstruisan iz
redukovanog skupa od NA mjerenja/odbiraka y = AX, ukoliko je mjerna matrica A takva da njene podmatrice A2K
zadovoljavaju 2K RIP sa izometrijskom konstantom 0 < 62K < 1, za sve kombinacije od 2K kolona, od ukupno N kolona.
Svojstvo ograni¢ene izometrije je za malo 62K bliZze svojstvu izometrije i poboljSava stabilnost rekonstrukcije.
Invertibilnost i robustnost matrice se uobicajeno definiSe kondicionim brojem cond AT2K A2K AAmmainx = { } Ako
matrica A2K zadovoljava RIP sa izometrijskom konstantom 62K , tada vazi cond AT2K A2K 11 +- §622KK <, {} (1.41)
(1.42) pa manje 62K povlaci da kondicioni broj bude blizi vrijednosti 1, koja se veze za stabilnu invertibilnost matrice i
slabiju osjetljivost na ulazni Sum, Sto oznacava ¢injenicu da manje varijacije u mjerenjima nece uzrokovati veée varijacije
u rezultatu rekonstrukcije. Uslov nekoherentnosti Indeks koherentnosti matrice A se definise kao p = max |u(m, k)|, zam
# k (1.43) i predstavlja maksimalnu apsolutnu vrijednost normalizovanog skalarnog proizvoda dvije kolone posmatrane
matrice: g(m, k) = ¥ Ni=ATNi=pATm|dp(nki()ndi=k)|(2ni) , (1.44) pri cemu dk(ni) oznacava k-tu kolonu matricey A. Moze se
uociti da su p(m, k) elementi mimo glavne dijagonale matrice AHA, normalizovani odgovaraju¢im elementima na
dijagonali. Indeks koherentnosti je veoma bitan u analizi matrica mjerenja. Treba da bude Sto je moguc¢e manji
(odnosno, mjerna matrica treba da bude $to je vise nekoherentna). Sa manjim vrijednostima ovog indeksa, matrica AHA
postaje bliza jedini¢noj matrici. Za matricu A dimenzija NA x N indeks koherentnosti ne moze biti proizvoljno mali.
Pokazuje se da vazi Vel¢ova gornja granica (engl. Weltch upper bound): p =N - NA ¥ NA (N - 1) . (1.45) Rekonstrukcija
K -rijetkog signala iz NA mjerenja je jedinstvena ako je zadovoljeno: K< 1+ 11 2. (1.46) () Indeks koherentnosti se
moze koristiti u odred~ivanju donje granice za spark matrice: spark{A} 21+ 1 p. (1.47) () Ako je X rjeSenje sistema
jednacinay = AXtakodaje IXI0 =K< 1+112<1 spark{A}, (1.48) () 2 tada je X rjeSenje najmanjeg mogucéeg stepena
rijetkosti. Indeks koherentnosti se moze vezati i za izometrijsku konstantu na sljedec¢i nacin: 8K < (1 - K)p. (1.49) 1.3
Rekonstrukcija zasnovana na £0-normi Formalno, problem rekonstrukcije rijetkih signala podrazumijeva da je signal
moguce rekonstruisati iz redukovanog skupa mjerenja definisanih vektorom y, nalazenjem vektora X sa najmanjim
moguéim stepenom rijetkosti a koji istovremeno odgovara mjerenjima y. Ako su mjerenja x(ni) dostupna na sluc¢ajnim
pozicijamani € NA={n1,n2,...,nNA} {0, 1,2,...,N - 1}, i ako nenultih koeficijenata ima K = IIXIl0, §to je notacija

zasnovana na £0-normi, problem se formalno matematicki definiSe u obliku: min IXII0 pod uslovom y = AX. (1.50) Vazno
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je istaci da se £0-norma ne moze direktno koristiti u minimizacionim procedurama. Med~utim, rjeSavanje problema
(1.50) moguce je obaviti implicitno, odred~ivanjem pozicija k € {k1,k2,....kK} = MK nenultih koeficijenata, gdje je K <K N i
koris¢enjem cinjenice da je X(k) = 0 za k €/ {k1,k2,....kK} = K. 1.3.1 Rekonstrukcija u slu¢aju poznatih pozicija Posmatra
se diskretni signal x(n) koji je rijedak u transformacionom domenu definisanom baznim funkcijama ¢k(n), k = 0,1,....N -
1. Broj nenultih koeficijenata K je mnogo manji od originalnog broja odbiraka signala, N, odnosno, vazi da je X(k) = 0 za k
€/ {k1k2,..kK} = MK i K « N. Posmatrani signal x(n) = X (k )¢k (n). (1.51) ke{k1¥ k2,...,kK} stepena rijetkosti K moze biti
rekonstruisan iz NA odbiraka, gdje je NA < N. U tom slucaju, dakle, postoji K nenultih vrijednosti X(k1), X(k2),.... X(kK), a
za sve ostale koeficijente X(k), za k €/ {k1,k2,...,kK} vaZi da su jednaki nuli. Pretpostavimo da su poznate pozicije {k1, k2,
..., KK}. Tada se jednacina mjerenja moze zapisati u obliku: X(k)pk(ni) = x(ni), zai=1,2,..., NA=K. kY €K U matri¢noj
formi, ovaj sistem od K nepoznatih i NA jednacina dat je u obliku: AK XK =y, (1.52) (1.53) gdje je XK = [X (k1), X (k2), ...,
X (kK)IT vektor nepoznatih nenultih koeficijenata (na poznatim pozicijama, po pretpostavci), dok je y = [x(n1), x(n2), . . .,
x(nNA)]T vektor mjerenja, odnosno, dostupnih odbiraka signala. Matrica AK , dimenzija NA x K, je podmatrica mjerne
matrice A, dobijena odbacivanjem kolona koje odgovaraju pozicijama k €/ {k1, k2, . . ., kK } koeficijenata koji su jednaki
nuli. Ona je sljedeceg oblika: pk1 (n1) AK = [¢k1 (n2). | k1 (n NA) | ok2 (n1)...0k2(n2)....... dk2 (NNA) . .. dkK
(n1) okK (n2) I.. (1.54) pkK (nNA) I1 Rjesenje se dobija minimizacijom kvadrata razlike izmed~u dostupnih odbiraka i
njihovih vrijednosti koje se dobijaju na osnovu rekonstruisanih koeficijenata: 2 €2 = | y(n) - X(k)$k(n) = n(SyeN-A||I|IAK
XK)kFHEeK(y - AK XK]) = llyll22 - 2XHK AHK y + XHK AHK AK XK (1.55) Uz simboli¢ko diferenciranje po vektoru
nepoznatih, dobija se minimum od e2 u obliku: 90Xe2HK = -2AHK y + 2AHK AK XK = 0. (1.56) RjeSenje je dato izrazom:
XK = AHK AK -1 AHK y = pinv(AK )y, (1.57) a pinv(AK ) predstavlja pseudo-inverziju matrice AK . () 1.3.2 Estimacija
nepoznatih pozicija — OMP i CoSaMP algoritmi U opStem slucaju, pozicije nenultih koeficijenata u vektoru X nijesu
poznate. One se mogu estimirati matching pursuit (MP) pristupom za rekonstrukciju rijetkih signala. Napredna verzija
ovog algoritma poznata je pod nazivom orthogonal matching pursuit (OMP). Kod ovog pristupa, rekonstrukcija je
zasnovana na iterativnom projektovanju vektora mjerenja y na kolone matrice A koje odgovaraju trenutno detektovanom
setu pozicija nenultih koeficijenata, u oznaci M°K . Oznacimo inicijalnu estimaciju sa X0 = AHy = AH AX. (1.58) Mjerenja
se dobijaju kao linearne kombinacije nenultih koeficijenata iz domena rijetkosti signala, gdje su vrste mjerne matrice
tezinski koeficijenti.To zapravo znaci da se projekcijom mjerenja y na mjernu matricu A mogu estimirati pozicije nenultih
koeficijenata. Pozicija prvog koeficijenta se dobija kao: k™1 = arg max {|X0[} . (1.59) Zatim se rjeSava sistem (1.53), u
cilju nalazenja minimuma lly - AKXKI22, gdje matrica AK odgovara skupu M"K = {k"1}. U tu svrhu, odred"uju se odbirci
signala y1 = A1X1, koji odgovaraju skupu M°K = {k"1}. Ukoliko vaZzi e = y1, tada je stepen rijetkosti traZenog signala 1, i
X1 predstavlja rjeSenje problema. Ako to nije slucaj, formira se signal e1 =y - y1. Pozicija druge komponente se estimira
kori$¢enjem signala e1 u obliku: k"2 = arg max AH e1 . (1.60) ¢ime se formira skup M°K = {k"1, k"2}, i za njega |se
ponlavlja prethodno opisani postupak, uz {| I} K = 2. Sada se koriste koeficijenti X("k1) i X("k2), gdje se prvobitno
dobijeni koeficijent X("k1) reestimira. Postupkom se dobija novi vektor X2, estimirana mjerenja y2 i signal greske e2 =y
- y2. Ako je vektor e2 vektor nula, ili su njegovi elementi sa zadovoljavaju¢e malim vrijednostima, postupak se zavrSava i
rieSenje je nad”eno u obliku X2. Ako to nije slu¢aj, procedura se nastavlja, estimira se pozicija trece komponente.
Procedura se zavrSava kada greska bude jednaka nula, ili je u nekim prihvatljivim granicama, definisanim precizno$éu €.
Rezime pristupa dat je u Algoritmu 1. Algoritam 1 OMP rekonstrukcioni algoritam Input: « Vektor mjerenja y * Mjerna
matrica A * Broj odabranih koeficijenata u svakoj iteraciji r + Zahtijevana tacnost € 1: [T"K « @ 2: e « y 3: while llell2 > ¢
do 4:(k"1,k"2,...,k"r) « pozicije r najvecih vrijednosti u AHe 5: MK — MK U {k™1,k"2,...,k"r} 6: AK — A(;, 1"K)
kolone matrice A odabrane na osnovu MN"K 7: XK «— pinv(AK)y 8: yK «— AKXK 9: e <y - yK 10: end while 11: X — {XK za
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pozicije iz ["K 0 za pozicije koje nijesu u INM"K Output: » Rekonstruisani koeficijenti X NeSto izmijenjena forma OMP
algoritma poznata je pod nazivom Compressive Sampling Matched Pursuit (CoSaMP). U slucaju ovog pristupa, signal
sa zeljenim stepenom rijetkosti K se dobija iterativnim putem. Ovdje se vrSi projekcija vektora mjerenja y na kolone
mjerne matrice A, i selekcija 2K pozicija sa najve¢im magnitudama projekcije. Skup odabranih pozicija se proSiruje
pozicijama nenultih elemenata u trenutnoj estimaciji rijetkog vektora X. Zatim se nalazi rjeSenje u smislu najmanjih
kvadrata, i K koeficijenata sa najvecéim vrijednostima se proglasavaju za rekonstruisani vektor X. Mjerni vektor se aZurira,
oduzimanjem trenutnog rjeSenja, a zatim se procedura iterativnho ponavlja. CoSaMP rekonstrukciona procedura je
predstavljena u Algoritmu 2. Procedura se ili ponavlja do predefinisanog broja iteracija, ili dok je zadovoljen kriterijum
definisan normom vektora greske. Algoritam 2 CoSaMP rekonstrukcioni algoritam Input: « Mjerni vektor y «+ Mjerna
matrica A « Zeljeni stepen rijetkosti K 1: X — ON x1 2: e « y 3: repeat 4: T1 «— pozicije 2K najveéih vrijednosti u AH e 5:
T2 « pozicije nenultih koeficijenata u X 6: T «— T1 U T2 7: AT «— kolone iz matrice A definisane skupom T 8: B « pinv(AT
)y 9: Postaviti K koeficijenata sa najvec¢im vrijednostima iz B na odgovarajuce pozicije u X, a ostale koeficijente postaviti
na nulu. 10: e «— y - AX 11: until zadovoljen kriterijum zaustavljanja Output: * Rekonstruisani K -rijetki vektor X 1.3.3 Sum
u DFT domenu uzrokovan nedostaju¢im odbircima Razmatra se signal oblika K x(n) = Apej2rinkp/N, (1.61) Yp=1 sa NA
< N dostupnih odbiraka na pozicijaman € NA = {n1,n2, .. ., nNA} koji je K-rijedak u DFT domenu. Inicijalna DFT
estimacija dobija se racunanjem transformacije na bazi dostupnih mjerenja, pretpostavljaju¢i nule na pozicijama

nedostupnih odbiraka, na sljedeéi nacin: K X(k) =

x(n)e-j2nnk/N = Ape-j2rin (k- kp )/N.(1. 62) nYe NA nJe 108

NA >p=1 Nedostajuéi odbirci se manifestuju kao Sum u DFT domenu. DFT koeficijenti su stoga slu¢ajne varijable. Mogu
se razlikovati dvije grupe koeficijenatata, sa med usobno razliCitim statistiCkim karakteristikama. U nastavku slijedi
izvod~enje tih karakteristika. Srednja vrijednost Slucaj 1. Za k = ki € {k1,k2,....kK} i uz NA = card(NA), ima¢emo: K X(ki) =
AINA + Ape-j2nin(ki-kp)/N. ny eNA Y pp=#1i Clan x = K Ape-j2nn(ki-kp)/N (1.63) (1.64) nY eNA Spp=#1i za skup
sluéajnih pozicija NA = {n1, n2, ..., nNA}, moze biti interpretiran kao slu¢ajna varijabla. Njena srednja vrijednost, po
razli¢itim realizacijama signala sa slu¢ajno pozicioniranim dostupnim odbircima, jednaka je nuli, odnosno, vazi E{} = 0.
Stoga je srednja vrijednost koeficijenta X (ki) data izrazom: E{X(ki)} = AiNA. Slucaj 2. Za k €/ {k1,k2,... kK} razmatrana
slu¢ajna varijabla je: K X(k) = Ape-j2nin(k-kp)/N. ny eNA ¥ p=1 Njena srednja vrijednost jednaka je nuli: E{X(k)} = 0.
(1.65) (1.66) (1.67) Dakle, za DFT koeficijente inicijalne estimacije, date izrazom (1.62), srednja vrijednost je definisana

na sljedeci nacin: K pX(k) = E{X(k)} = NA Ap&(k - kp), (1.68) > p=1

gdjejed(n)=1zan=0i6(n)=0zan#0. 60

Varijansa Varijansa DFT koeficijenata inicijalne estimacije (1.62) definisana je sljede¢im izrazom: oX2(k) = var{X(k)} =
|Ap|2NA NN--N1TA [1 - 6(k - kp)] . K (1.69) Y p=1 U nastavku ¢e biti izveden ovaj izraz. Razmotrimo prvo slucaj kada je K
=1izak#k1. Varijansa je, po definiciji var{X(k)} = E |A1]2 e-j2rim(k-k1)/N ej2rin(k-k1)/N (1.70) {nYeNA mYeNA } = E {
IA112 + |A1]2 e-j2nim(k-k1)/N ej2rin(k-k1)/N m¥ ENA neNY An#m } Jasno je da vazi: E |A1]2 = [A1[2NA. {nTeNA } (1.71)
Lako se pokazuje i da vazi: N-1 e-j2nm(k-k1)/N ej2rnin(k-k1)/N = 0, (1.72) >n=0 buduéi da je suma po svim diskretnim
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indeksima vremena deterministi¢ka, dok je X(k) = 0 za k # k1. O¢ekivanje ovog izraza je: N -1 E{e-j2rim(k-k1)/N
ej2rin(k-k1)/N } = 0 (1.73) >n=0 Posto su, za slu¢ajno n, sve vrijednosti ej2rin(k-k1)/N jednako distribuirane, za
ocekivanje po velikom broju realizacija vazi: E{e-j2nm(k-k1)/N ej2rin(k-k1)/N} =B,n#m,{1,n=m, (1.74) 1z (1.73) i
(1.74) dalje slijedi: (N - 1)B + 1 = 0. (1.75) Clanovi = = E neNA,n#m |A1|2 e-j2mm(k-k1)/N ej2rn(k-k1)/N iz (1.70) sada
se mogu izra¢unati u obliku:{} } = = |AT1|2 (NA - 1)B = |A1|2 (NA - 1) - 1. (N - 1) Varijansa sluéajne varijable X(k), za k #
k1, kona¢no se moze zapisati sljede¢im izrazom: oX2(k)(k) = var(X(k)) = |A1|2 NANN--N1A . (1.76) Za k = k1 lako se
dobija da vazi: 6X2(k)(k1) = 0, posto se svi ¢lanovi X(k) sabiraju u fazi. U slu¢aju multikomponentnih (viSekomponentnih)
signala, tj. za K > 1, varijansa je jednaka sumi varijansi pojedinacnih komponenti na svim frekvencijama k: oN2 = oX2(k)
= |Ap|2NA NN--N1A , k #ki,i =1,..., K K(1.77) 3p=1 Na frekvencijama ki € {k1, k2, . . ., kK }, vrijednosti varijanse su
manje za |Ail2 NA NN--N1A, pa imamo oX2(k) = var{X(k)} = |Ap|2NA NN--N1A ,k =ki,i=1,...,K K(1.78) Y pp=#1is
obzirom na to da se sve vrijednosti i-te komponente sabiraju u fazi bez slu¢ajnih varijacija na poziciji p = i. Prema
centralnoj grani¢noj teoremi, za 1 « NA « N realni i imaginarni djelovi DFT koeficijenata na pozicijama Suma, tj. za k €/
{k1,k2, ..., kK}mogu biti opisani Gausovom distribucijom, N (0, cN2 /2) sa srednjom vrijednos¢u nula i varijansom oN2
=oX2(k)(k #ki),i=1,...,K.Za DFT koeficijent na poziciji p-te komponente signala, tj. za kp € {k1,k2, . . ., kK }, realni i
imaginarni djelovi mogu biti opisani sljede¢im Gausovim distribucijama: N (NA Re{Ap}, 62X(p)/2), i N (NA Im{Ap},
0X2(p)/2), respektivno, gdje su oX2(p) = oN2 - A2pNA NN--N1A , prema dobijenom izrazu (1.69). Dublja interpretacija
dobijenih izraza, i njihova generalizacija na slucaj diskretne Hermitske i diskretne kosinusne transformacije, bice
prezentovani u drugoj i treéoj glavi ove disertacije. Na ovom mjestu, zadrzaéemo se iskljucivo na primjenu prezentovanih
rezultata u definisanju novog algoritma za rekonstrukciju rijetkih signala. Vjerovatnoca da je N - K koeficijenata koji
odgovaraju Sumu u DFT domenu uzrokovanom nedostaju¢im odbircima ispod praga T, moze se definisati sljedeéim
izrazom: P (T)=1-exp-02T2.(1.79) (( N)) Kako bi odredili pozicije komponenti signala, fiksiratemo vjerovatnoc¢u
P (T) = P, iizraCunati prag u sliede¢em obliku: T = -oN2 log(1 - P N-1K ) = -oN2 log(1 - P N1). (1.80) V \ Na bazi ovog
praga, moze se definisati jednostavan jednoiterativni postupak za rekonstrukciju rijetkih signala, prezentovan u
Algoritmu 3. Uo¢imo da vazi sljedec¢a aproksimacija: cN2 = p=1 A2pNA NN--NTA NA neNA [x(n)|2NA NN--N1A, k # ki,
i=1,...,K K=1 YAlgoritam 3 Jednoiterativ} na rekonstrukcija signala rijetkih u DFT domenu Input: « Mjerni vektor y *
Mjerna matrica A « Vjerovatnoéa za detekciju komponenti P 1: oN2 « NA neNA [x(n)|2NA NN--NTA 1 2: T«
-6YN2log(1-PN1) 3: X0—VAHy 4: " K«—{k:[X0(k)|>T} 5: AK—A(;,11"K)kolonematriceAodabranenaosnovull"K 6:
XK«—pinv(AK)y 7: X < {XK za pozicije iz M"K 0 za pozicije koje nijesu u I1"K Output: « Rekonstruisani koeficijenti X 1.4
Rekonstrukcija zasnovana na £1-normi Razmatra se N -dimenzioni vektor X, sa stepeno rijetkosti K i ukupno NA mjerenja
y = AX, gdje je mjerna matrica A dimenzija NA x N, uz K< NA <N . Vektor X se moze rekonstruisati na osnovu
posmatranog redukovanog skupa mjerenja y koriS§éenjem minimizacije mjere rijetkosti. Takva mjera je, pored ranije
razmatrane {0-norme i £1-norma. RjeSenje zasnovano na minimizaciji £1-norme min IIXlI1 pod uslovom y = AX (1.81) gdje
je IXIIT = Nk=-01 X(k), identi¢no je rjeSenju minimizacije zasnovane na £0-normi ¥ min IXIl0 pod uslovom y = AX (1.82)
ako mjerna matrica A zadovoljava svojstvo ograni¢ene izometrije za 2K -rijetki vektor: 1 - 62K < IIA2K X2K2 1122 <1 +
82K IIX2K 112 (1.83) uz 0 < 62K < 2 - 1 i za sve podmatrice reda 2K mjerne matrice A. Vazno je uoéiti da je \ izometrijska
konstanta u sluc¢aju £0-norme zadovoljavala 0 < 62K < 1. 1.4.1 Gradijentni algoritam za rekonstrukciju signala Kao
reprezentativni primjer rekonstrukcije zasnovane na £1-normi, ovdje ¢e biti razmotren gradijenti rekonstrukcioni
algoritam, u kojem se nedostajuéi odbirci tretiraju kao minimizacione varijable. Njihove vrijednosti se variraju sve dok se
ne dostigne minimum mijere rijetkosti, odnosno, £1-norme vektora transformacionih koeficijenata IIXI1. U cilju

pronalazenja rjeSenja koje odgovara minimumu mjere rijetkosti, koristi se gradijent mjere. Sustinski, procedura odgovara
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poznatom metodu najbrzeg spustanja. Algoritam 4 Gradijentni algoritam za rekonstrukciju rijetkih signala Input: « Skup
pozicija dostupnih odbiraka NA + Skup pozicija nedostajucih odbiraka NQ + Dostupni odbirci (mjerenja) y(n) *

Transformaciona matrica ® « Korak p 1: m < 0 2: Inicijalizovati vektor x(0) sa:

x(0)(n) < y(n)forn €NA{Ofor n €NQ3:A«max [x(0)(n)] 4:repeat n 83

5:repeat 6: x(m+1) < x(m) 7: for nieNQ do8: z1«< x(m)?9: 62

z1(ni) < z1(ni) + A 10: 22 — x(m) 11: z2(ni) < z2(ni) - A 12: Z1 « ®z1 13: Z2 « ®z2 14: g(ni) < 121117 - 11Z2I171 15:
x(m+1)(ni) < x(m)(ni) - p g(ni) 16: end for 17: m «— m + 1 18: until zadovoljen kriterijum zaustavljanja 19: A < A/3 20:
until postignuta zadata tacnost 21: x < x(m) Output: « Vektor rekonstruisanog signala x Algoritam pocinje od inicijalnog
signala x(0)(n) koji se formira tako da sadrzi mjerenja na pozicijama dostupnih odbiraka, i nule na pozicijama
nedostupnih odbiraka, odnosno, x(0)(n) = y(n) za n € NA {0 za n € NQ (1.84) Zatim se ponavlja sljedeca iterativna
procedura: Korak 1: Za svaki nedostajuci odbirak na poziciji n € NQ formiraju se po dva signala: z1(n) i z2(n): z1(m)(n) =
{yy((mm))((nn)) + A z2(m)(n) = { yy((mm))((nn)) - Azan e NQzan € NAzan € NQzan € NA (1.85) (1.86) gdje m
oznacava redni broj iteracije. Konstanta A se koristi za odred~ivanje da li vrijednost razmatranog nedostaju¢eg odbirka
treba uvecati ili umanijiti, u odnosu na postojecu vrijednost. Korak 2: Estimirati razliku mjera koncentracije g(n) = 12111 -
IZ2111, za n € NQ, (1.87) gdje su Z1 = dz1 i Z2 = dz2. Korak 3: Formirati vektor gradijenta G(k): G(k)(n) = g(n) za n € NQ {
0 za n € NA. (1.88) Drugim rije¢ima, bi¢e azurirani samo nedostajuci odbirci, dok dostupni odbirci ostaju neizmijenjeni,
diktirajuéi pritom uslove za minimizaciju. Korak 4: Korigovati vrijednosti x(n) na sljede¢i nacin: x(m+1)(n) = x(m)(n) -
pG(m)(n). (1.89) Ponavljanjem prezentovane procedure, nedostajuci odbirci ¢e konvergirati pravim vrijednostima
signala, produkujuci pritom minimalnu mjeru koncentracije koeficijenata u transformacionom domenu. Bududéi da se za
estimaciju gradijenta koristi konac¢na razlika mjera koncentracije, kada se algoritam priblizi optimalnoj tacci, gradijent £1-
norme Ce biti konstantan, i ne¢e moci da se priblizi rjeSenju sa proizvoljnom tacnos¢u. Stoga ¢e, umjesto priblizavanja
rieSenju, doéi do oscilacija, Sto znacCi da ¢e gradijentni vektor mijenjati pravac u susjednim iteracijama. Taj problem se
moze rijesiti uvod~enjem varijabilnog koraka A. Kada se detektuju oscilacije, vrijednost parametra A se smanjuje, vodedi
tako zeljenoj tacnosti. Rezime cijelog postupka dat je u Algoritmu 4, a dodatna razmatranja ¢e biti prezentovana na kraju
sljedece glave ove disertacije, u kontekstu diskretne Hermitske transformacije, koja se, izmed™u ostalog, ticu kriterijuma
zaustavljanja i kriterijuma za mjerenje postignute ta¢nosti. Glava 2 Diskretna Hermitska transformacija kao domen
rijetkosti signala Diskretna Hermitska transformacija (HT) je ve¢ decenijama predmet brojnih nauénih istrazivanja,
posebno kao transformacija koja predstavlja alternativu Furijeovoj transformaciji [91-115]. Zbog velikog broja
interesantnih osobina, Hermitska transformacija je nasla primjenu u brojnim oblastima, ali je najviSe povezivana sa
mogucnoscu koncizne reprezentacije QRS kompleksa, koji predstavljaju specificne djelove EKG signala, posebno u
svrhu njihove kompresije, ali i u segmentaciji, uklanjanju Suma itd. Druge primjene Hermitske transformacije ukljucuju:
molekularnu biologiju, digitalnu obradu slike i racunarsku tomografiju, obradu radarskih signala, fizicku optiku itd. U ovoj
glavi biée prezentovano viSe originalnih doprinosa. Bi¢e prezentovan novi algoritam za parametrizaciju faktora skaliranja

vremenske ose i vremenskog pomijeraja diskretne Hermitske transformacije, koji je zasnovan na mjerama koncentracije.
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Nakon toga, biée izvedene statisticke karakteristike Hermitskih koeficijenata zasumljenih signala. U ovoj glavi ¢e biti
predstavljena i originalna analiza uticaja nedostajucih odbiraka u signalima koji su rijetki (odnosno, dobro koncentrisani)
u Hermitskom domenu. Analiza sadrzi interpretaciju indeksa koherentnosti Hermitske mjerne matrice, izvod~enje
eksplicitnog izraza za rekonstrukciju signala koji nijesu rijetski, nove pristupe za rekonstrukciju, ukljucujudi i
interpretaciju gradijentnog algoritma koji je skiciran u prvoj glavi disertacije. 2.1 Hermitske funkcije i Hermitska
transformacija signala 2.1.1 Kontinualne Hermitske funkcije i Hermitski razvoj Hermitski polinom reda p definisan je
izrazom [91-95]: Hp(t) = (-1)pet2 dp dtp e-12, (2.1) i pored Lagerovog, Jakobijevog, i njihovih specijalnih slucajeva -
Gegenbauerovog, Cebisevljevog i Lezandrovog polinoma, pripada familiji naj¢esée koriséenih ortogonalnih polinoma.

Prvih 11 Hermitskih polinoma dati su sljede¢im izrazima: HO(t) = 1

H1(t) = 2t H2(t) = 4t2 - 2 H3(t) = 8t3 - 12t H4(t) = 16t4 - 48t2 + 12 H5(t) = 32t5 - 160t3 + 120t H6(t) 15
= 64t6 - 480t4 + 7202 - 120 H7(t) = 128t7 - 13445 + 3360t3 - 1680t H8(t) = 25618 - 3584t6 +
13440t4 - 13440t2 + 1680 HO(t) = 512t9 - 9216t7 + 483845 - 80640t3 + 30240t H10(t) = 1024t10 -
2304018 + 161280t6 - 403200t4

+ 302400t2 - 30240. Hermitski polinomi zadovoljavaju niz interesantnih svojstava. Med™u njima, vazno je spomenuti

rekurzivnu relaciju svojstvenu ortogonalnim polinomimima [91]: HO

=1, H1 @®=1 Hp () =2tHp -1)-2( p-THp =-2(t), p= 2. 93

(2.2) Ovi polinomi su ortogonalni u odnosu na tezinsku funkciju (mjeru) w(t) = e-t2: = Hp(t)Hg(t)w(t)dt =0, zap # g, -[=
(2.3) = Hp(t)Hq(t)e-t2dt = m2pp!dpq, V (2.4) -]~ gdje je 6pq Kronekerova delta, definisana izrazom 6pq=1,p=q,{0,p #
g. (2.5) Hermitski polinomi formiraju ortogonalnu bazu u Hilbertovom prostoru, i ona predstavlja kompletan ortogonalni
sistem. Naime, iz (2.4) direktno slijedi ortonormalnost u odnosu na standardni unutrasnji proizvod « (pp(t, o), pq(t, 0)) =
wp(t, o)yq(t, o)dt = 6pq -Je funkcija wp(t, o) definisanih izrazom: Yp(t, 6) = 1V e 202 Hp -t2 t 62pp! 1t = Vo2pprt (-1)pe
2t022 ddtpp 1 () 6 e- ot22 . (2.6) (2.7) ¥ Set funkcija wp p=0, koje su poznate pod nazivom kontinualne Hermitske
funkcije, ortonormalan j{e u}Hilbertovom prostoru kontinualnih funkcija definisanih na posmatranom intervalu u skupu
R. Stoga se realna funkcija (signal) x(t) iz ovog prostora moZe predstaviti Hermitskim razvojem [91]- [94]: « x(t) =
C(p)wp(t, 0), (2.8) Y p=0 gdje je sa C (p) oznacen Hermitski koeficijent reda p, definisan sljede¢om relacijom: « C(p) =
(x(1), pp(t, 0)) = x(Ywp(t)dt, p = 0, 1, 2... (2.9) -[~ Na osnovu rekurzivnog svojstva Hermitskih polinoma (2.2), slijedi da

Hermitske funkcije zadovoljavaju rekurzivnu relaciju: ¥ w0(t,0)= 1V e-2t20, p1(t,0)= 2tV e-2t20,0 o2 o 1t

o 0)-2 P 2(t,0). 121

10) Vp V p Bitno je ista¢i da sa rastom [t|, sve funkcije wp(t, o) brzo teZe nuli - naime, kako je Hp t ¢ polinom reda p, vazi: (
) limHp te-2t20=10. (2.11) [t|—*= () o Ovo svojstvo Ce biti i eksperimentalno potvrd~eno prilikom razmatranja diskretne

Hermitske transformacije. Parametar o predstavlja skalirajuci faktor vremenske ose, koji se koristi za ,Sirenje” i
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,Skupljanje” Hermitskih funkcija. Promjena ovog parametra ne remeti ortogonalnost funkcija [91, 92]. Buduci da se u
prakti¢nim aplikacijama uvijek koristi konac¢an skup od P Hermitskih funkcija, moze se smatrati da sve funkcije gO0(t, 0),
Y1(t, 0),. .. pP-1(t, o) imaju nenulte (znacajne) vrijednosti na konacnom intervalu t € [-To, Ta]. Naime, u slu¢aju mnogih
vaznih klasa realnih signala, aproksimaciju visoke tac¢nosti je moguce posti¢i sa konacnim brojem funkcija P [91]. Bitno
je uociti da To zavisi od izbora broja funkcija P i faktora skaliranja o. Stoga, za konac¢an broj Hermitskih funkcija vazi:
wp(t,0)=0, te/[-To,Ta]. (2.12) za 0 < p < P . U slu¢aju da je razmatrani signal (funkcija) x(t) takod~e kona¢nog trajanja,
odnosno ako ima nenulte (znacajne) vrijednosti samo na intervalu [-To, To ], tada se koeficijenti Hermitskog razvoja
mogu ragunati na sljedeéi nagin: = To C(p) = x(Y)yp(t)dt = x(t)pp(t)dt, p =0, 1, 2... (2.13) -[= -[Tc Nameée se zakljudak
da se izborom faktora skaliranja o, bazne funkcije Hermitskog razvoja mogu prilagoditi boljoj reprezentaciji
posmatranog signala x(t), posebno u smislu poboljsanja koncentracije signala u Hermitskom domenu i mogucnosti
dobijanja njegove rijetke reprezentacije [92]. 2.1.2 Diskretna Hermitska transformacija Kao $to je ve¢ naglaseno,
problem diskretizacije Hermitskih funkcija je Siroko proucavan u literaturi [119, 122]. Hermitske funkcije dobijene
direktnim uniformnim odabiranjem odgovarajucih kontinualnih funkcija nijesu ortogonalne. Prouc¢avanje u ovoj glavi bi¢e
ograni¢eno na dva pristupa definisanju diskretnih Hermitskih funkcija i diskretne Hermitske transformacije, iako se
zakljucci, izvod~enja i algoritmi mogu generalizovati i na druge forme ove transformacije. Diskretna Hermitska
transformacija zasnovana na Gaus-Hermitskoj kvadraturi Inverzna diskretna Hermitska transformacija se moze
posmatrati kao diskretna verzija kontinualnog Hermitskog razvoja (2.8), dok se odgovarajuca diskretizovana forma
integrala (2.13) iz definicije koeficijenata ovog razvoja moze smatrati diskretnom Hermitskom transformacijom [93, 95].
U tom slucaju, diskretni signal duzine N moze biti reprezentovan kompletnim setom od N diskretnih baznih funkcija.
Integral (2.13) moZze biti veoma tacno aproksimiran Gaus-Hermitskom kvadraturnom relacijom [93, 95, 96, 99]: 1 N C (p)
= yp(tn, o) N n=1 [pN-1(tn, 0)]2 x(tn), (2.14) ¥ gdje su sa tn, T <m < N oznacene tacke odabiranja koje se poklapaju sa
nulama Hermitskog polinoma reda N . Funkcije pp(tn, 6), 1<n <N, 0<, p <N - 1 koje se dobijaju odabiranjem
kontinualnih Hermitskih funkcija u tatkama tn su ortogonalne, za razliku od funkcija koje bi se dobile direktnim
uniformnim odabiranjem. Kada su tacke odabiranja proporcionalne tackama tn, transformacija (2.14) je kompletna
reprezentacija. Ovu formu Hermitske transformacije ¢emo u daljem izlaganju oznacavati skra¢enicom DHT1.
Podrazumijevana vrijednost parametra o je 0 = 1. U daljem izlaganju, ukoliko se pretpostavlja ova podrazumijevana
vrijednost, parametar o e biti izostavljen iz notacije baznih funkcija, pp(tn), bez gubljenja opstosti izlaganja. Moze se
uociti da pravilno racunanje izraza (2.14) zahtijeva specificnu formu odabiranja signala x(t). Med"utim, uz odred"ene
pretpostavke koje su realisticne za klase signala koje su od interesa za prou¢avanje u kontekstu ove transformacije,
uniformno odabrani signali takod™e mogu biti uspjesno reprezentovani, Sto ¢e biti pokazano u narednim sekcijama.
Inverzna Hermitska transformacija se direktno dobija iz Hermitskog razvoja (2.8): N x(tn) = C(p)ypp(tn, 0). (2.15) ¥ p=0
Dikretna i inverzna DHT1, date relacijama (2.14) i (2.15) mogu biti predstavljene u matri¢noj formi. Transformaciona

matrica DHT1 dimenzija N x N je definisana na sljede¢i nacin: g0(t1,0) w0(t2,0) YO(tN,0) (YN-1(t1

O)2 (WN -1 22 ,6)2 ...(wN -1( tN )2 TH= 1 lpi@1 0 101

p1(t2,0) 1(tN,0) (PN-1(11,0))2 (YN-1(t2,0))2 - - - 2] (2.16) M. . ... (yN-1(tN,0)) ., yN-1(t1,0) pN-1(t2,0) yN-1(tN,0)
|(le—1 (t1,0))2 (yN-1(t2,0))2 - - - dok je odgovarajué¢a matrica inverzna transformaciona matrica T-H1 (takod™e
dimenzija N x N) | (L|)N—1(tN,0))2| | data izrazom: Yo(t1, 0) p1(11,0) ... PN-1(t1,0) T-H1 = [L|)0(t2, o) p1(t2,0) - - -
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WN-1(t2, 0)] . (217) |Lp0(tN, o) P1(tN, o) - - - @ N-1(tN, o) Ako je sa C = [C(0), C(1), ..., C(N - 1)]T oznacen vektor
Hermitskih koeficijenata dok | || vektor x = [x(11), x(t2), . . ., x(tN)]T sadrzi N odbiraka posmatranog signala, tada zapis C
= TH x (2.18) predstavlja matricnu formu DHT1. Inverzna DHT1 je u matri¢noj formi data sljede¢im izrazom: x = T-H1C.
(2.19) Matrica inverzne DHT1 moZze se zapisati u obliku proizvoda: TH-1 = TTH D, (2.20) gdje je D dijagonalna matrica
Cija je analiticka forma predstavljena u [116, 117], §to potvrd~uje Cinjenicu da transformaciona matrica DHT1 nije
ortogonalna. Standardna QR dekompozicija transformacione matrice TH daje proizvod TH = QR, gdje je Q ortogonalna
matrica, odnosno, QQT =, pri ¢emu jel jedini¢na matrica, dok je matrica R dijagonalna, sa elementima: rn = (-1)n-1 N
WN-1(tn)-1,n=1,,2...,N.V(2.21) [] MoZe se pokazati da se matrica Q moZe zapisati u sliede¢em obliku: p0(t1,0)
w0(t2,0) PN-1(t1,0) YN-1(t2,0) . . . yNpO-(1t(NtN,0,)0) Q = V 1 [leLpT -(1t1(t,10,)0) yNp1-(1t2(t,20,)0) - - -
YNYT1-(Tt(NtN,6)o) IM ... ... (2.22) YN-1(t1,0) YN-1(t2,0) [ pN-1(t1,0) yN-1(t2,0) - - - YN-1(tN,0) | N-1(tN,) | ]
Usljed (2.20) i (2.21) gdje rn =1 ne vaZi za svakon =1, 2,.. ., M, moZe se ocekivati da standardni aditivni bijeli Gausov
Sum utice na ovu transformaciju drugacije, nego Sto je to slu¢aj sa ortogonalnim transformacijama, kao sto je, na
primjer, DFT. Diskretna Hermitska transformacija zasnovana na simetri¢noj tridijagonalnoj matrici koja komutira sa
centriranom Furijeovom matricom Prethodna forma diskretne Hermitske tranformacije je razmatrana u Sirokom
kontekstu primjena [93, 96, 99]. Izmed~u ostalog, primjenjivana je u kompresiji QRS kompleksa EKG signala [91], kao i
rekonstrukciji kompresivno odabranih UWB signala. UspjeSnost transformacije u ovim primjenama je direktno vezana za
veliku slicnost talasnih oblika njenih baznih funkcija sa razmatranim signalima. Med~utim, iako su diskretne Hermitske
funkcije dobijene odabiranjem u tackama t = n, direktno proporcionalnim nulama Hermitskog polinoma reda N
ortogonalne, sama tranformaciona matrica (2.16) nije ortogonalna. Bududéi da ni uniformno odabiranje kontinualnih
Hermitskih funkcija ne vodi do kompatibilne diskretne baze, alternativni oblici definisanja diskretnih Hermitskih funkcija
su Siroko proucavani u literaturi. Izmed~u ostalog, pokazano je da se diskretne Hermitske funkcije mogu dobiti kao
sopstveni vektori centrirane ili pomjerene Furijeove matrice [116-118]. U cilju konzistentnosti izlaganja, alternativne
diskretne Hermitske funkcije, dobijene ovim pristupom, bi¢e oznac¢ene sa ¢~p(n, 0), za 0 2 1, odnosno sa Y~p(n), u
slucaju faktora skaliranja o = 1. Potrebno je naglasiti da je sa n oznacen diskretni vremenski indeks dobijen uniformnim
odabiranjem u skladu sa teoremom o odabiranju, odnosno, indeks se odnosi na uniformni vremenski grid. Postoje i
drugi alternativni pristupi definisanju diskretnih Hermitskih funkcija, koji se mogu nadi u literaturi. Neka se posmatra
diskretni signal x(n) od N odbiraka, koji mogu biti dobijeni odabiranjem analognog signala x(t) u skladu sa teoremom o
odabiranju, gdje je 0 <n <N -1. Za takav signal postoji set baznih funkcija y“p(n,6),p=0,1,..., N - 1, koje su sustinski
vezane za kontinualne Hermitske funkcije pp(t, ). Nedavno je pokazano da se navedene funkcije mogu dobiti kao
sopstveni vektori centrirane Furijeove matrice , u oznaci FC, gdje je zadovoljeno: FCy~p(n,0) = jnp~p(n,0), (2.23) gdje je j
= -1. Ovaj set funkcija se dobija dekompozicijom na sopstvene vrijednosti Y posmatrane Furijeove matrice: FC = QAQT

(2.24) kao kolone matrice

Q=9 0,p71,...,p~ N.Vektorikolone ¢'p,p=0, .,N- 1

sadrze vrijednosti diskretnih Herml[itskih funkcija @~p(In, 0),n =0, ..., N = 1 i one su sopstveni vektori matrice FC, dok je
A dijagonalna matrica njenih sopstvenih vrijednosti. U literaturi je pokazano da se ovaj oblik diskretnih Hermitskih

funkcija moze numericki efikasno generisati kao set sopstvenih vektora simetri¢ne tridijagonalne matrice, definisane na
sliedeci na&in: $0(0) $1(1) 0 [91(1) 90(1) #1(2) T= 0 61(2) $0(2) . . . . . loool - ..00lo,@25)...01(N-1)01(N-
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1) $O(N - 1) I1 gdje je $0(n) = -2 cos om2 sin Nnton2 sin Mne2 (N - 1 - n), (2.26) ¢1(n) = sin Nrton(2 s)in M(no2 (N) -
n(),) (2.27) za0 <n <N - 1. Dekompozicija na sopstvene vrijednosti () () T = QAQT . (2.28) dovodi do iste matrice
sopstvenih vektora kao (2.24), ali na numericki efikasniji nacin. Funkcije {¢~p(n,0)}0<p<N-1 formiraju N-dimenzionu
ortogonalnu bazu alternativne diskretne Hermitske transformacije, koja ¢e u nastavku izlaganja biti oznacena sa DHT2.
Dobijene na ovaj nacin, diskretne Hermitske funkcije imaju vremenski oblik koji je veoma sli¢an odgovaraju¢im
kontinualnim funkcijama. Sli¢no kao u kontinualnom slucaju, ove funkcije imaju nenulte vrijednosti u ograni¢enom
vremenskom intervalu, zatim, parne su ili neparne zavisno od vrijednosti indeksa p (koji ujedno predstavlja broj presjeka
funkcije sa apscisnom osom). Razlika izmed™u kontinualnih i na ovaj nacin definisanih odgovarajucih diskretnih
Hermitskih funkcija raste sa proporcionalno sa rastom indeksa p. Navedena ¢&injenica je ilustrovana na slici 2.1, gdje je
prikazan odred~eni broj Hermitskih baznih funkcija koje odgovaraju DHT2 (lijeva kolona), odnosno DHT1 (desna kolona)
- koje su dobijene odabiranjem kontinualnih Hermitskih funkcija u tackama koje se poklapaju sa nulama Hermitskog
polinoma reda N = 201. U cilju boljeg pored~enja, funkcije su u oba razmatrana slu¢aja normalizovane odgovarajué¢im
maksimalnim amplitudama. Za funkcije redap = 0, p = 2i p = 5 evidentan je visok stepen slicnosti izmed™u p~p(n) and
pp(tn), slika 2.1, prva, druga i treca vrsta, gdje je koriS¢eno o = 1. Za p = 39, razlika izmed~u njih postaje ociglednija
(Cetvrta vrsta na istoj slici), i ona raste sa povec¢anjem reda p, Sto potvrd~uje izgled funkcija iz pete i Seste vrste na slici
2.1, prikazanihzap =88ip=99.1y"0(n) 0-1 (a)-100-50 0 50 100 1 p~2(n) 0 -1 (b) -100-50 0 50 100 1 w~5(n) 0-1 (c)
-100-50 0 50 100 1 ¢~39(n) 0-1 (d) -100-50 0 50 100 1 p~88(n) 0-1 (e) -100-50 0 50 100 1 p~99(n) 0-1 (f) -100-50 0
50 100 diskretno vrijeme 1 @0(tn) 0-1-100 1 W2(tn) 0-1-100 1 w5(tn) 0-1-100 1 P39(tn) 0-1-100 1 P88(tn) 0-1-100 1
Y99(tn) 0-1-100-50 -50 -50 -50 -50 -50 (g) 0 50 100 (h) 0 50 100 (i) 0 50 100 (j) 0 50 100 (k) 0 50 100 (1) diskretno
vrijeme 0 50 100 RMSE 0.2 0.1 (m) 0 20 40 60 Red Hermitske funkcije p 80 100 120 140 160 180 200 Slika 2.1: Primjeri
baznih funkcija dviju formi diskretne Hermitske transformacije: (a)-(f) DHT2 i (g)-(I) DHT1 za N = 201; (m) RMSE izmed~u
funkcija Slika 2.1 naglasava relevantnost forme DHT1 u primjenama koje zahtijevaju visok nivo sli¢nosti diskretnih
Hermitskih funkcija sa odgovaraju¢im kontinualnim parovima. Korijen srednje kvadratne greske izmed~u svih baznih
funkcija DHT1 i DHT2, radunat po formuli: RMSE(p) = 1 N-1 wp(tn+1) - ~p(n) 2 N (2.29) ¥ ¥n=0 | je prikazan na slici 2.1
(m). Bitno je naglasiti da se ova greSka moze smanijiti stavljanjem | | adekvatnog faktora skaliranja o za jedan od setova
baznih funkcija. Bitno je naglasiti da je racunanje DHT2 numericki efikasnije od odgovaraju¢eg racunanja DHT1, za istu
duzinu signala, odnosno isti broj baznih funkcija N . Tako na primjer, za N = 201, prosjecno vrijeme potrebno za
generisanje baznih funkcija DHT2 iznosilo je 0.0025 sekundi, u pored~enju sa 0.0060 sekundi, koliko je bilo potrebno za

generisanje baznih funkcija DHT1 koris¢enjem rekurzivne relacije (2.10). Testiranje je izvrSeno na istom racunaru, sa
Intel(R) Core(TM) i7-6700HQ CPU @ 2.60GHz i 8 GB RAM-

a). Za M = 500. vrijeme potrebno za generisanje baznih funkcija DHT2 iznosilo je 0.012 sekundi, dok je u slu¢aju baznih
funkcija DHT1 bilo potrebno 0.016 sekundi. Med~utim, vazno je napomenuti i da je DHT1 dodatno numericki sloZenija i
zbog potrebe racunanja Gaus-Hermitske kvadrature u (2.14), kao i zbog procesa reodabiranja, ukoliko ga je potrebno
primijeniti u slu¢aju uniformno odabranog polaznog signala. Bolje poklapanje baznih funkcija DHT2 moze biti postignuto
produkovanjem veceg broja baznih funkcija (dodavanjem nula u polaznom diskretnom signalu), kao i adekvatnim

podeSavanjem faktora skaliranja vremenske ose o. Transformaciona matrica DHT2 je sljedeéeg oblika
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o) 9)... N - o) T H=[ 1(0, 0) 92

P 1(N-1, 0)]...(2.30) |Lp”N—1 0,0)y "N-1( 1,0) -+ W'N- 13

1(N-1,0) | || oznagimo sac™ = [C7(0),C™(1),...,C"(N - 1)]T vektor DHT2 koeficijenata, i sa

x = [x(0), x(1), ..., x(N-1)IT vektor odN 90

odbiraka signala na uniformnom vremenskom gridu. Tada se DHT2 mozZe zapisati u matri¢noj formi: C™ = T"H x. (2.31)
Posto je formirana na osnovu sopstvenih vektora tridijagonalne matrice (2.25) matrica T"H je ortogonalna, odnosno vazi
T°-H1=T"TH, gdje je T"H T"TH = I. Stoga se inverzna DHT2 u matri¢noj formi definiSe na sljede¢i na¢in: x=T"THC".
(2.32) 2.2 Optimizacija parametara Hermitske transformacije Koncentracija i stepen rijetkosti signala u domenu
diskretne Hermitske transformacije u velikoj mjeri moze zavisiti od izbora faktora skaliranja vremenske ose o. Dodatno,
koncentracija signala moze zavisiti i od pozicije signala na vremenskoj osi u odnosu na pozicije baznih funkcija, koju
¢emo kvantifikovati parametrom pomjeraja po vremenskoj osi. U ovoj sekciji ¢e biti razmatrana problematika
optimizacije ovih parametara, i odgovarajuéa primjena u kontekstu kompresije elektrokardiografskih (EKG) signala.
Specijalno, bi¢e prezentovan algoritam za automatsko odred~ivanje ovih parametara, zasnovan na {1-normi Hermitskih
lijeGenju. Generalno govoredi, u obradi i kompresiji EKG signala i QRS kompleksa, mnogi autori su primjenjivali razli¢ite
vrste wavelet-a i sli¢nih transformacija. Nedavno je, med~utim, pokazano da Hermitska transformacija u tom kontekstu
mozZe pruziti znacajno bolje performanse, u slucaju kada se primijeni adekvatna optimizacija. Ova transformacija je
pogodna za predstavljanje QRS kompleksa usljed njihove sli¢nosti sa talasnim oblicima njenih baznih funkcija. To znaci
da navedeni signali mogu biti reprezentovani kori§¢enjem malog broja Hermitskih koeficijenata sa zna¢ajnim
vrijednostima. To je posluzilo za razvijanje viSe algoritama za kompresiju QRS kompleksa. Jedan dio njih je razvijen na
bazi kontinualnih funkcija, a drugi na bazi diskretnih. U radu prezentovan je algoritam koji pokazuje bolje performanse u
kompresiji, od odgovarajuéih ekvivalenata razvijenih na osnovu DFT-a, DCT-a i diskretne wavelet transformacije. U tom
algoritmu kori$¢ena je eksperimentalno dobijena vrijednost faktora skaliranja vremenske ose, koji omogucéava
»Skupljanje” i ,Sirenje” QRS kompleksa, kako bi se u §to je moguée veéoj mjeri poklopili sa baznim funkcijama Hermitske
transformacije. Bi¢e pokazano da se, inkorporiranjem predlozenog algoritma za optimizaciju parametara Hermitske
transformacije u postojeéu proceduru za kompresiju QRS kompleksa postiZu bolji rezultati u odnosu na aktuelne
pristupe u oblasti, $to ¢e biti verifikovano obimnijim eksperimentom zasnovanim na opseznoj bazi realnih signala. 2.2.1
Optimizacija faktora skaliranja vremenske ose U definiciji Hermitskih funkcija pp(tn, o), faktor skaliranja o vremenske
ose direktno uti¢e na Sirinu opsega u kojima funkcije imaju nenulte vrijednosti. Drugim rije¢ima, pode$avanjem ovog

parametra, bazne funkcije diskretne Hermitske transformacije se mogu ,skupljati” i ,Siriti”. Umjesto podeSavanja faktora
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skaliranja, alternativno, njegova vrijednost se moze fiksirati na o = 1, i uvesti ekvivalentni parametar A koji daje
mogucénost ,skupljanja” i ,Sirenja” razmatranog signala x(Atn) na vremenskoj osi. DHT1 uniformno odabranih signala
Uvedimo realnu pretpostavku da je kontinualni signal x(t) takav da se njegove nenulte
(znacajne)vrijednostipojavljujuunekomkona¢nomvremenskomopsegu,takodavazix(t)= 0zat €/ [-T, T]. Neka je ovaj signal
odabran uniformno sa korakom At, u skladu sa
Teoremomoodabiranju,takodajedobijennjegovdiskretniekvivalentx(m)kojijekona¢nog
trajanja.PretpostavimodajediskretnisignalneparneduzineN =2D+1,m=-D,...,D.Po
Teoremioodabiranju,originalnisignalmozebitirekonstruisan,odnosnoreodabranuzeljenim tatkamaAht1, At2,..., AtN
pomocusljedeceinterpolacioneformule: x(Atn) = x(mAt) Ti(Atn - mAt)/At, (2.33) D sin ((Atn - mAt)/At) my=-D gdje je n
=1,...,N,m=-D,...,D. Buduéi da je signal konac¢nog trajanja, do¢i ¢e do odred~ene greske u odsjecenoj sinc
interpolaciji. Med~utim, bi¢e pokazano da je ova greSka veoma mala u slu¢aju razmatranih klasa signala. U matri¢noj
formi, prethodna interpolacija postaje: § = A\xu (2.34) gdje je § vektor koji sadrzi vrijednosti signala odabranog u

zeljenim tackama t = Atn, koje su proporcionalne nulama Hermitskog polinoma reda N, dok je vektor sastavljen od

odbiraka uniformno odabranog signala x(m) oznacen sa xu = [x(-D), x(-D + 1), .. ., x(D)]T . U slucaju signala parne
duzine N = 2D, u (2.33) treba koristiti indekse m = -D, . . ., K - 1. ZapiSimo interpolacionu formulu (2.33) u matri¢noj
formi: (At1) a11 a12 - - - aIN x(-D) [ s(\2) 1=[ a21a22 - - aoN Ix(-D+ 1)l ... .. .. | Lsaan)llam1am2] - an

N x(D) | Il luz N =2D +1i sa elementima aij definisanim sljede¢im izrazom: aij = sin [r(Ati - (j - D - 1)At)/At] (Ati -
(j - D - 1)At)/At, (2.35) (2.36) pricemu jei,j€{1,2,..., M}. Kao §to je nedano prezentovano, greska odsijecanja sinc
interpolatora je najveca za trenutke vremena koji su bliski ivicama diskretnog grida. Med utim, u slu¢aju signala od
interesa, Ciji talasni oblici lice Hermitskim funkcijama ili njihovim linearnim kombinacijama, male vrijednosti na
krajevima intervala garantuju i malu gresku usljed odsijecanja interpolacionog jezgra. Ova €injenica ¢e biti i numericki
evaluirana. Problem interpolacije signala kona¢nog trajanja je takod~e razmatran sa stanovista sinc interpolacije
zasnovane na FIR filtrima (engl. finite impulse response, odnosno filtrima sa konaénom duzinom impulsnog odziva.
Navedena greska se moze znaCano smanjiti mnozenjem interpolacionog jezgra sa prozorskom funkcijom. Sada
uniformno odabrane signale i odgovarajuéu DHT1 mozemo povezati sljede¢om relacijom: C = WHS = THAAxu. (2.37)
Algoritam za optimizaciju faktora skaliranja A Opzimizacija faktora skaliranja A vremenske ose moze biti urad“ena
koriséenjem mjere koncentracije vektora Hermitskih koeficijenata C. Cilj da pronaci vrijednost parametra A za koji je
vektor koeficijenata C najviSe koncentrisan (odnosno, za koji ima najmanji moguci stepen rijetkosti K). Mjere
koncentracije, kao Sto je 1-norma vektora transformacionih koeficijenata, mogu biti kori§¢ene u ovu svrhu. Za vektor
Hermitskih koeficijenata, £1-norma se moze izrac¢unati po sljedec¢oj formuli: N-1 M = lICIIT = |cpl. (2.38) > p=0 Optimalna
vrijednost parametra A se moze dobiti rjeSavanjem problema: A = argminlITHAAxII1. (2.39) A U pitanju je problem
jednodimenzionog pretrazivanja u prostoru mogucih vrijednosti parametra A, a cilj je naéi vrijednost ovog parametra koja
minimizuje mjeru koncentracije DHT1 razmatranog signala. Opseg pretrage je moguce odrediti, izmed™u ostalog,
postavljanjem zahtjeva da se nule Hermitskog polinoma reda N pozicioniraju izmed™u odgovarajucih tacaka na
uniformnom gridu odabranog signala, kao $to je diskutovano u [91]. Glavna ideja algoritma optimizacije jeste da se
omogudi iterativna i automatska pretraga paramtetra, po¢evsi od nege inicijalne vrijednosti A(0). U svakoj iteraciji k,
mala vrijednost A je dodata i oduzeta od postojeceg A(k), kako bi se odredilo kako ove promjene uti¢u na mjeru
koncentracije. Na osnovu mjera izracunatih u oba slucaja, aproksimira se gradijent mjere, a zatim se A(k) azurira na
nacin koji je ekvivalentan metodu najbrzeg spustanja. Optimizacija je detaljno predstavljena algoritmom 5. U algoritmu

je kao polazna vrijednost faktora skaliranja uzeto A(0) = N At/ 2( (N - 1)/1.7 + 1.8) , $to je u skladu sa donjom granicom
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koja obezbjeduje konverg[envciju algoritma. Vrijedno]sti p i A su odabrane empirijski, i koriséene su za dobijanje
rezultata prezentovanih u ovoj disertaciji, i radu. Premala vrijednost koraka p ¢e dovesti do previse spore konvergencije.
Sa druge strane, J treba biti dovoljno malo, tako da moZze garantovati stabilnost algoritma (drugim rijecima, vrijednost
koraka treba da obezbijedi da je u svakoj iteraciji zadovoljen uslov A < TN/1.7 + 1.8 / [2nW ], definisan u literaturi, gdje je
W frekvencijski opseg razmatranog [siNgnala). Dakle, iz]bor koraka  je stvar pravljenja Algoritam 5 Optimizacija faktora
skaliranja vremenske ose za DHT1 Input: « Vektor signala x duzine N = 2D + 1 « Korak p « Transformaciona matrica DHT1
WH , izracunata po formuli (2.16) 1: A(0) < N At/ 2 (N - 1)/1.7 + 1.8 < Inicijalna vrijednost faktora skaliranja 2: A <

2/tN [ (V)] < Parametar koji odreduje brzinu promjena 3: € — 10-10 < Zadata taénost 4: while A > £ do

at11a+12--a+ IN5 A+ A la+12a+22 120

sin T(MFA)ti-A®G-D-1)At) . . - a+2N |, < a+ij=. ... ((O+A)ti-G-D-1)At), i, € {1,...N} At || a+N1 a+N2 ) [a-11 a1-2 -~
atNNI| -~ a-1N | 6: A-A —[a-122-22 .. a2-N | < a-ij= .. sin m((A-A)ti-A@E-D-1)at) . . |a-N1 aN-2 - aN-NI (
(A -A)ti-A(ti-D-1)At), i,j € {1,...N} ) N =1 M+ «— IC+lI1 = THA+Ax < Mjera koncentracije u sluéaju malog povecanja Al |

7:p=08: M- — lIC-IlIT = N3 -1ITHAA-x | < Mjera koncentracije u slu¢aju malog smanjenja A | p=09: 10: 11:

V(K) — (M+ - MY-)  /IN  A(k#1) < A(K) - pv(k) B — sign V(K)V(k-1)

| < Aproksimacija gradijenta | < AZuriranje faktora skaliranja 12: 13: 14:if B < 0 then A — A/2 (end if < U slu¢aju
promjene znaka gradijenta u uzastopnim iteracijama, ) < smanijiti A 15: end while Output: - Optimalni faktor skaliranja
A(k) komporomisa izmed™u navedena dva zahtjeva. Vazno je napomenuti da se u predstavljenom algoritmu u prakti¢nim
primjenama stavlja i dodatan uslov koji ¢e ograniciti maksimalan broj iteracija, kako ne bi doslo do stvaranja
beskonacnih petlji u slu¢ajevima kada nije moguce dostiéi zadatu tacnost. Maksimalan broj iteracija korespondira
duZini razmatranog signala (u mnogim numerickim eksperimentima, konvergencija algoritma je postigunita i za polovinu
od navedenog broja iteracija). Numeri¢ka sloZzenost algoritma moze biti aproksimirana na nacin koji slijedi. U jednoj
iteraciji je potrebno: a) generisati argumente sinc funkcija u koracima 5 i 6, za $to je potrebno 2N 2 + 2 sabiranja
(odnosno oduzimanja) i 6N 2 proizvoda sa konstantama; b) za interpolaziju je potrebno N 2 proizvoda i N (N - 1)
sabiranja; ¢) za proracun dvije DHT1, numericka sloZenost je 2N 2 sabiranja i 2N 2 mnozZenja; d) za proracun mjera
koncentracija potrebno je 2N - 2 sabiranja. Stoga, prezentovani algoritam zahtijeva ukupno 5N 2 + N sabiranja i 9M 2
mnozZenja. Dvodimenziona Hermitska transformacija moze biti realizovana racunanjem odgovarajucih jednodimenzionih
transformacija za svaku dimenziju posebno. Stoga, prezentovani algoritam je mogucée primijeniti i na dvodimenzionu
formu ove transformacije. Primjer 2.1. Razmatra se signal zadat izrazom: x(t) = 3 sin(5mt) exp - 2002 ) N 2t2 (2.40) (
gdjejeN=77,00=2.1,- 12 <t < 12. Signal je odabran sa korakom At = N1, tako da su dobijene uniformno
raspored”ene diskretne vrijednosti sa indeksima m € {- N-21, ..., N2-1 }. Odbirci originalnog signala su prikazani na
slici 2.2 (a), dok su DFT koeficijenti i koeficijenti standardne DHT1 sa o = 1 prikazani na slici 2.2 (b) i (c), respektivno.
Moze se uociti da signal ima kompaktnu reprezentaciju u viemenskom domenu, i talasni oblik koji je slican Hermitskim
baznim funkcijama. Ovakva vrsta signala (uprozorene ili filtrirane sinusoide, QRS segmenti, kratkotrajni signali kao $to
su npr. FHSS ili UWB signali) pogodni su za reprezentaciju u Hermiskom transformacionom domenu. U cilju
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odred”ivanja DHT1 reodabranog signala sa najboljom koncentracijom, primijenjena je predloZena procedura za
optimizaciju faktora skaliranja. Dobijeni rezultat je A = oAt = 2.0N368 . Signal reodabran u tackama koje su
proporcionalne nulama Hermitskog polinoma N -tog reda sa prethodno odred”enim faktorom skaliranja predstavljen je
na slici 2.2 (e). Odgovaraju¢a DHT1 je prikazana na slici 2.2 (d), gdje se moZe uociti da je dobijeni faktor skaliranja
omogucio reprezentaciju istog signala sa samo jednim Hermitskim koeficijentom koji ima znacéajnu vrijednost, sa
indeksom p = 1, dok su svi ostali koeficijenti ili jednaki nuli ili su sa zanemarljivo malim vrijednostima. Kako bi potvrdili
da predlozeni algoritam zaista nalazi optimalnu vrijednost, izracunata je mjera koncentracije za razlicite vrijednosti
faktora skaliranja A: 1/At < A/At < 2/At, koji je variran sa korakom 0.01/At. Rezultati su prikazani na slici 2.2 (f), gdje se
lako uocava globalni mininum za Amin = 2.0368/At. Ovdje je pretpostavljeno da su zadovoljene donja i gornja granica iz.
Donja granica se moze kontrolisati adekvatnom inicijalizacijom algoritma, dok pogodno odabrani korak p osigurava da
gornja teorijska granica nikad ne bude dostignuta. U intervalu izmed~u donje i gornje granice ocekuje se da postoji
globalni minimum koji korespondira najboljoj mogucoj koncentraciji DHT1. Promjene parametra A tokom iteracija
predstavljene su na slici 2.2 (g). Sa ove slike evidentna je stabilizacija algoritma sa dostizanjem minimuma mjere
koncentracije. U ovom primjeru je takod™e ispitan i uticaj sinc interpolacionog jezgra kona¢ne duzine. Naime, u ovu
svrhu je izracunata srednja kvadratna greska (MSE) izmed™u interpoliranog signala xint(Atm) (interpolacija je sprovena
iz uniformnih odibaraka x(m) kori§¢enjem izraza (2.36)) i 1 s(m) 0.5 0 Odbirci originalnog signala (a) -0.5-1-30-20-100
102030 m (b) 0.6 3 0.4 (c) 11S(k)| DFT 2 C (p) 0.2 Standardna DHT1 C (p) 0.5 1 Optimalna DHT10-0.20-40-0.40-200
204002040600204060kpp 1 (d) s(Atn) 0.5 0 Inverzna optimalna DHT1 (reodabrani signal) (e) M(A/At) 1.8 1.7 1.6
2 2.2 2.4 2.6 NM/At -30 Mjera koncentracije -20 (f) -10 3 A/At 2.8 2.6 2.4 2.2 Redni broj iteracije 20 Atn 0 Kriva u¢enja 40 60
10 (g) MSE -200 -250 -150 Greska u sinc interpolaciji (h) 100 200 300 400 N 20 30 -0.5 -1 Slika 2.2: Optimizacija faktora
skaliranja DHT1 na primjeru sinusoide ograni¢enog trajanja: (a) originalni uniformno odabrani signal, (b) DFT polaznog
signala, (c) standardna DHT1 originalnog signala, (d) DHT1 nakon primjene algoritma optimizacije, (e) odbirci
reodabranog signala, (f) mjera koncentracije u funkciji od faktora skaliranja, (g) promjene faktora skaliranja tokom
iteracija, (h) srednja kvadratna greska u sinc interpolaciji signala (2.40) u zavisnosti od zadate duzine signala N .
originalnog (analiticCkog) signala (2.40), posmatranog u tackama t = Atn: MSE = N1 N n=1 [sint(Atn) - x(Atn)|2. (2.41) ¥
Duzina signala varirana je u opsegu od 21 do 401, sa korakom 2. Rezultati su prikazani na slici 2.2 (h), ilustrujici
Cinjenicu da je za razmatranu klasu signala kona¢nog vremenskog trajanja ova greska jako mala. Primjer 2.2. Jedna
vrsta signala ¢iji su talasni oblici sli¢ni baznim funkcijama Hermitske transformacije, pa time imaju potencijal za
reprezentaciju sa malim brojem transformacionih koeficijenata, jesu i ultra-Sirokopojasni ili UWB signali (engl. ultra-
wideband). Klasa karakteristicnih talasnih oblika ovih signala poznata je pod nazivom Gausovi doublet-i. Gausov
doublet. (UWB signal) 1 (a) Amplituda 0.5 0-0.5-50 mAt [ns] 0 50 Gausov doublet reodabran sa optimalnim A Amplituda
10.50(c)-0.5-50 Atn [ns] 0 50 Standardna DHT1

1.5(b)1C (p) 0.50-0.5 88

01020 30 40 50 60 p Optimizovana DHT1 C (p) 0.50 (d) -0.5-1 0 10 20 30 40 50 60 p Slika 2.3: Optimizacija faktora
skaliranja u slu¢aju UWB signala: (a) signal u vremenskom domenu, (b) DHT1 sa faktorom skaliranja vremenske ose ¢ =

1, (c) isti signal reodabran u tackama Atn, sa optimalnim A i (d) DHT1 reodabranog signala. Promjena talasnog oblika
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(filtriranje) Gausovih impulsa na odgovarajuéim prijemnim antenama tipi¢no se modeluje operacijom diferenciranja tih

impulsa, koja rezultuje sliede¢om formom Gausovih doublet-a: x

e 100

(2.42) U ovom primjeru razmatra se diskretn[a verzija ovih s]ignala odabranih na frekvenciji od 2 GHz, trajanja 100 ns, sa
™m = 22.2 ns. Signal je prikazan na slici 2.3 (a), dok je standardna DHT1 sa faktorom skaliranja ¢ = 1 prikazana na slici
2.3 (b). Nakon primjene algoritma za optimizaciju faktora skaliranja, signal reodabran u tackama Atn na slici 2.3 (c)
moguce je predstaviti sa samo dva koeficijenta sa znacajnim vrijednostima, slika 2.3 (d). Potencijalna primjena ovog
pristupa lezi u moguénosti dizajna tehnologije prijemnika UWB signala sa pojednostavljenom procedurom za njihovu
detekciju. 2.2.2 Optimizacija parametra pomjeraja po vremenskoj osi Bazne funkcije diskretnih Hermitskih
transformacija moguce je pomjerati na vremenskoj osi. Umjesto centriranja signala oko koordinatnog pocetka na
vremenskoj osi, vr§iéemo pomjeranje centralne tacke signala na lijevo i na desno od koordinatnog pocetka, prije
racunanja Hermitskih koeficijenata. Navedeni pristup ¢e biti koriS¢en u kombinaciji sa optimizacijom faktora skaliranja,
razmatrana u prethodnoj podsekciji. Drugim rije¢ima, umjesto x(mAt), u analizi, odnosno obradi, koristicemo signal:
sl(mAt) = x((m % 1)At) in (9), with | = [-Imax, Imax]. Za svaku diskretnu vrijednost |, rieSavanjem problema (2.39), nalazi
see optimalna vrijednost A. Za svaku razmatranu vrijednost | se formira mjerni vektor L, koji sadrzi minimalnu vrijednost
mijere (2.39) dobijene za optimalno A. Optimalna vrijednost parametra pomjera dobija se rjeSavanjem problema: | = arg
min L (2.43) | Potrebno je naglasiti da je granicna vrijednost Imax u prakti¢nim aplikacijama relativno mala, npr. Imax = 3
u slucaju kompresije djelova EKG signala, koji ée biti razmatran u ovoj tezi. Zato je prilikom rjeSavanja optimizacionog
problema (2.43) moguce koristiti direktno pretrazivanje. Takod™e, u razmatranoj primjeni, bice koris¢ene samo
cjelobrojne vrijednosti ovog parametra. 2.2.3 Primjena u kompresiji QRS kompleksa Elektrokardiografski signali (EKG)
su znacajna grupa biomedicinskih signala, koji su od velike vaznosti u medicinskoj dijagnostici i lije¢enju. Uklanjanje
Suma, detekcija karakteristi¢nih djelova, segmentacija, filtriranje, karakterizacija, klasifikacija, kompresija kao i drugi
oblici obrade ovih signala su velikim intenzitetom razvijani i proucavani u proteklim decenijama. EKG signali se tipi¢no
snimaju kao viSekanalni, pomoéu odgovarajuéih elektroda pozicioniranih na karakteristi¢nim djelovima tijela pacijenata,
i oni reprezentuju elektrofizioloSke obrasce rada sréanog misi¢a koji se manifestuju u vidu sitnih bioelektri¢nih promjena
na kozi. Primjer dvokanalnog EKG signala signala predstavljen je na slici 2.4 (a). Signal je preuzet iz poznate baze
biomedicinskih signala ,MIT-BIH ECG Compression Test Database”, snimljenih u okviru djelatnosti laboratorije
,Laboratory for Computational Physiology” pri programu ,Harvard-MIT Health Sciences and Technology”, kao dio Sire
baze koja je u cjelosti dostupna online. Mnogi segmenti EKG signala igraju odgovarajuc¢e vazne uloge u dijagonostickim
procedurama. Ovi signali su decenijama dovod~eni u vezu sa Hermitskom transformacijom, najcesc¢e u kontekstu
uklanjanja Suma, karakterizacije i kompresije. Jedan od segmenata EKG signala koji je vazan u medicinskoj dijagnostici
Po jedan od QRS kompleksa iz oba kanala posmatranog signala je uokviren na slici 2.4 (a). Njihov uve¢an prikaz moze
se vidjeti na slici 2.4 (c), sa oznacenim karakteristi¢nim djelovima. Na slici 2.4 (b) prikazana je i neposredna okolina
selektovanog QRS kompleksa u okviru posmatranog EKG signala iz drugog kanala, gdje se prvenstveno mogu uogiti tzv.
P i T talasi. Imajuci u vidu veliku dijagnosti¢ku vaznost QRS kompleksa, ali i €injenicu da su ve¢ razvijeni brojni efikasni
algoritmi za njihovu detekciju, godinama su proucavane i odgovarajuée kompresione procedure. Znacaj ovakvih
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algoritama ogleda se, izmed~u ostalog, u ¢injenici da u komprimovanoj formi moze biti sacuvan veéi broj QRS
kompleksa u sklopu odgovarajuéih baza signala pacijenata, koji se dalje mogu koristiti u pra¢enju zdravstvenog stanja,
istorije . 1 Dio dvokanalnog EKG signala iz baze ,MIT-BIH ECG Compression Test Database” (a) Amplituda [mV] Kanal 1
Kanal20.50-0.5-101 23456 Vrijeme [s] 1 Dio EKG signala iz kanala 2 1 QRS kompleksi u dva kanala (b) R (c) R
Kanal 1 Amplituda [mV] 0.5 0.5 Kanal 2 P T 0 0 Q -0.5 Amplituda [mV]-0.5QS-1-1S1.81.922.12.2232422.022.04
2.06 2.08 2.1 Vrijeme [s] Vrijeme [s] Slika 2.4: Dio dvokanalnog EKG signala i QRS kompleksi: (a) dio dvokanalnog EKG
signala sa oznacenim parom QRS kompleksa, (b) okolina jednog QRS kompleksa iz drugog kanala, (c) selektovani QRS
kompleksi iz oba kanala. bolesti pacijenta itd. Znacaj se ogleda i u moguénosti njihovog efikasnog
med~uinstitucionalnog transfera u sluéaju potrebe za dodatnim ekspertizama. Dodatno, ¢uvanje velikog broja
komprimovanih QRS kompleksa otvara moguénost i za njihovo prouc¢avanje ne samo u kontekstu medicine, ve¢ i u
kontekstu obrade signala i multidisciplinarne oblasti biomedicine, razvoja novih automatizovanih dijagnostickih
procedura primjenom vjestacke inteligencije, klasifikacije, detekcije itd. U okviru razmatranog kompresionog problema,
kljucno je reprezentovati QRS komplekse sa $to je moguc¢e manjim brojem transformacionih koeficijenata, i pri tome
praviti gresku koja je medicinski prihvatljiva. Cilj je iskoristiti predstavljene algoritme za optimizaciju parametara
Hermitske transformacije u cilju postizanja najbolje moguce koncentracije QRS kompleksa u domenu DHT1, a zatim ove
optimizovane reprezentacije inkorporirati u kompresionu proceduru predstavljenu u [91] i [92]. Kompresioni algoritam iz
[91] i [92] funkcionise na sljedeci nacin. Pretpostavlja se da je razmatrani QRS kompleks x(t) odabran u tackama At1, At2,
..., NN, tako da se dobija vektor x”, i za njega se racunaju Hermitski koeficijenti C kori§¢enjem obrasca (2.37). Nakon
toga, na osnovu L koeficijenata vektora C sa najvec¢im vrijednostima, formira se vektor C, u kojem su svi preostali
koeficijenti, kojih ima N - L, postavljeni na nulu. Aproksimacija razmatranog signala se moze izraCunati inverznom
formulom x™ = T-H1C", (2.44) gdje je TH inverzna transformaciona matrica (2.72). Algoritam prezentovan u [92] moze
biti unaprijed~en kori$éenjem optimizacije parametara Hermitske transformacije (DHT1). Naime, u ovom algoritmu,
kontinualni signal x(t) je odabran u tackama At1, At2, ..., AtM, gdje je faktor skaliranja A odabran tako da se dobije
najmaniji moguci broj koeficijenata u vektoru C~, pod uslovom da je greska u rekonstrukciji E = I"x = xI12 lIxl12 (2.45)
manja od 10%, $to je medicinski prihvatljivo [91]. U ovakvom pristupu postoji nekoliko problema. Da bi se odredila
optimalna vrijednost faktora skaliranja A polazeéi od kontinualnih ECG signala (QRS kompleksa), proces odabiranja
mora da se ponovi za svaku vrijednost parametra A iz nekog moguceg opsega vrijednosti, $to moze predstavljati
problem za ured™aje kojima se odabiranje sprovodi. Zatim, Hermitska transformacija se ratuna za svako moguce A, a
(2.45) se koristi za odred~ivanje onog A za koje je E < 10%. Druga mogucnost je da se koristi fiksna vrijednost A za sve
komplekse. Med utim, lako se pokazuje da neadekvatno odabran parametar A vodi do veéeg broja Hermitskih
koeficijenata sa znagajnim vrijednostima u vektoru C™. Stavi$e, nasi eksperimentalni rezultati, ali i rezultati u [91] i [92]
pokazuju da svaki QRS kompleks ima drugaciju optimalnu vrijednost faktora skaliranja A, Sto znaci da bi ured™aj za
odabiranje morao da se ru¢no podesava za svaki kompleks, sto je, naravno, prakticno neprihvatljivo. Sa druge strane,
QRS kompleksi razmatrani u [91] orignalno su uniformno odabrani, i reodabiraju se koriéenjem interpolacije (2.33), dok
se optimalno A traZi mjerenjem kompresionog odnosa (engl. compression ration) koji treba da bude maksimizovan uz
uslov da je greska E < 10%. Mesutim, ovakav pristup je numericki zahtjevan, buduéi da i inverzna i direktna Hermitska
transformacija moraju biti raCunate za svaki posmatrani broj koeficijenata sa najve¢im vrijednostima, i za svaki
posmatrani faktor skaliranja A. Navedene probleme moguce je rijesiti koriS¢enjem predlozenih optimizacionih procedura
za faktor skaliranja vremenske ose A i parametra pomjeraja | koje su zasnovane na mjerama koncentracije, prije nego

$to se primijeni kompresioni algoritam. Sama kompresija QRS kompleksa i dalje se obavlja koriS¢enjem algoritma iz
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[91]. U svrhu testiranja razmatra se 168 EKG signala iz online baze ,MIT-BIH Compression Test Database” [150]. U svim
slucajevima se posmatra samo prvi kanal. Automatizovanim algoritmom koji je dostupan online u sklopu pratecih
programa rada [91] ekstraktovano je ukupno Q = 1486 kompleksa, koji se pojavljuju u prvih 10 s u svakom od
razmatranih signala. Signali su uniformno odabrani, sa korakom At = 1/250 [s]. U proceduri testiranja razmatrane su tri
moguce duzine: 2D + 1 € {27, 29, 31}. Rezultati kompresije su prikazani u tabeli 2.1. Kao kriterijumi pored~enja kori§¢en
je broj transformacionih koeficijenata koji produkuju gresku u aproksimaciji E < 10%, kao i prosjecni kompresioni odnos
koji se racuna po formuli ACR =i=1 (Q2Di+ 1) Q (2.46) 3 i=1 L, i Y Tabela 2.1: Prosjec¢ni broj transformacionih
koeficijenata i prosje¢ni kompresioni odnos prilikom kompresije testiranih 1486 QRS kompleksa. Dobijene vrijednosti
garantuju da je greska u aproksimaciji manja od 10%. Kriterijum pored~enja HT kompresioni DFT DCT Predlozeni pristup
algoritam iz [91] kompresija kompresija Prosjecni broj koeficijenata 5.0 5.8 Prosje¢ni kompresioni odnos 6.2 5.3 8.3 3.7
7.3 4.3 gdje je Li broj nenultih transformacionih koeficijenata koji produkuju gresku manju od 10%, a 2Di + 1 je duzina i-
tog QRS kompleksa. Druga, treca i Cetvrta kolona sadrZze odgovarajuce rezultate publikovane u [91], koji ukljucuju
kompresiju zasnovanu na Hermitskoj transformaciji racunatoj algoritmom iz [91], kao i kompresione pristupe zasnovane
na DFT-u i DCT-u. U originalnom pristupu [91] koji koristi numericki zahtjevnu proceduru pretrazivanja mogucih faktora
skaliranja A, u prosjeku je potrebno 5.8 Hermitskih koeficijenata za adekvatnu rekonstrukciju komprimovanih QRS
kompleksa sa greskom E < 10%. U predlozenom metodu (prva kolona u tabeli 2.1) postoji poboljSanje ovog rezultata,
ukoliko se iskoristi dodatna optimizacija parametra vremenskog pomjeranja sa lmax =3,1€{-3,-2,-1,0,1, 2, 3}.
Ukoliko se iskoristi i optimizacija faktora skaliranja i optimizacija parametra vremenskog pomijeraja koriséenjem
pristupa predloZenih u ovoj sekciji, u prosjeku je potrebno samo 5 Hermitskih koeficijenata, sto predstavlja pobolj$anje
rezultata za 13.8% (ne racunajuci poboljsanje u brzini izvr§avanja algoritma). Prosjecna vrijednost faktora skaliranja na

nivou svih
Q=1486 QRS kompleksaiznosi MNAt=4.2495 (usekundama A =4.2495/250=0.017,

§to je vrijednost koja je eksperimentalno dobijena u [92], §to dodatno potvrd~uje ta¢nost predlozenog pristupa. U
eksperimentu je koris¢ena vrijednost koraka p = 0.05. Razmotrimo i prosjecan broj bita po odbirku: a) u vremenskom
domenu ovaj broj je 9 bps, b) u slu¢aju optimizovane DHT1 postoji 5 najznacajnijih koeficijenata koji su €isto realni, od
ukupno 31 vrijednosti unutar QRS kompleksa, (jedna nenulta vrijednost se moze pojaviti izmed~u 5 nenultih
koeficijenata, pa se smatra da je potrebno kodirati 6 koeficijenata), $to daje rezultat od 2 bps; ¢) u slucaju DFT-a, u
prosjeku postoji 8 najznacajnijih koeficijenata (koji su kompleksni, odnosno, imaju i realne i imaginarne djelove) koje je
potrebno kodirati, od ukupno 31, $to je aproksimativno 7 bps u prosjeku. Primjer QRS kompleksa iz baze [150] je
prikazan na slici 2.5. Originalni signal je prikazan na slici 2.5 (a), dok su odgovarajuc¢i Hermitski koeficijenti prikazani na
slici 2.5 (b). Mjera koncentracije je najmanja za pomjeraj | = 1 (signal pomjeren za ovu vrijednost je prikazan na slici 2.5
(a) crvenom bojom), sa odgovarajuéim faktorom skaliranja A/At = 0.4352 (u sekundama A = 0.0176). Optimalno
pomijereni signal, koji je reodabran u tatkama proporcionalnim nulama Hermitskog polinoma (reda N = 27, i sa
konstantom proporcionalnosti A/At = 0.4352) prikazan je na slici 2.5 (c), dok su odgovarajuéi Hermitski koeficijenti
prikazani na slici 2.5 (d). Greska E < 10% postiZe se sa samo Cetiri znacajna Originalni i pomjer.eni QRS kompleks
Amplituda [mV] 1 0.5 0-0.5 -1 Originalni QRS kompleks Pomjereni QRS kompleks (a) -0.05 QRS kompleks reodabran uz
optimalno A i | 0 mAt [s] 0.05 Amplituda [mV] 0.5 0-0.5-1 1 Reodabrani kompleks Aproksimacija kompleksa (c) -0.05 0
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AtnAt [s] 0.05 Standardna DHT1 originalnog i pomjerenog signala C (p) 200 100 0 DHT1 originalnog kompleksa DHT1
pomjerenog kompleksa -100 -200 (b) 200 C (p) 0-200-400 0 510 15 20 25 p Optimizovana DHT1 Najznacajniji
koeficijenti Koeficijenti DHT1 (d) 0 510 15 20 25 p Slika 2.5: Optimalno skaliranje, pomjeranje i reodabiranje QRS
kompleksa: (a) originalni i optimalno pomjereni signal, (b) Hermitski koeficijenti originalnog i pomjerenog signala, (c)
pomijereni reodabrani signal sa optimalnim faktorom skaliranja i signal rekonstruisan na osnovu samo 4 najznacajnija
Hermitska koeficijenta (relativhna greska manja od 10%), (d) optimizovana Hermitska transformacija reodabranog
pomjerenog signala i 4 najznacajnija koeficijenta. koeficijenta, koji su na slici oznaéeni zvjezdicama. Signal koji je
rekonstruisan pomocéu samo ova Cetiri koeficijenta predstavljen je crta-tacka linijom na slici 2.5 (c). Evidentan je visok
nivo poklapanja sa originalnim reodabranim signalom. | drugi djelovi EKG signala mogu biti reprezentovani sa malim
brojem Hermitskih koeficijenata, iako ne jednako efikasno kao u slu¢aju QRS kompleksa. llustrujmo ovo na primjeru T-
talasa, prikazanom na slici 2.6 (a), koji je dio jednog od EKG signala iz baze [150]. Nakon primjene prezentovanog
algoritma, T-talas je reprezentovan sa samo 14 koeficijenata sa znac¢ajnim vrijednostima (od ukupno 106), sto je 13%
duzine signala, koji garantuju relativnu rekonstrukcionu gresku koja je manja od 10%. Na nivou cijele razmatrane baze
,MIT-BIH Compression Test Database” (prvi kanal, prvih 10 sekundi od svih 168 EKG signala) [150] greska E < 10% se
postiZe sa oko 23% znacajnih koeficijenata (u odnosu na duzinu signala). Hermitske transformacije originalnog i
optimalno pomjerenog signala prikazane su na slici 2.6 (b), signal reodabran sa optimalnim faktorom skaliranja prikazan
je na slici 2.6 (c), dok je odgovarajuca optimizovana DHT1 prikazana na slici 2.6 (d). Na istoj slici su najznacajniji
koeficijenti oznaceni zvjezdicom, dok je aproksimacija zasnovana na tim koeficijentima upored~ena sa reodabranim
signalom na slici 2.6 (c). Originalni i pom.jereni T-talas 0.8 Amplituda [mV] 0.6 0.4 0.2 0 -0.2 Originalni T-talas Pomjereni
T-talas -0.2 -0.1 0 0.1 mAt [s] T-talas reodabran uz optimalno A i1 0.2 Amplituda [mV] 0.8 0.6 0.4 0.2 0 -0.2 Reodabrani T-
talas Aprok(sai)macija T-talasa -0.2-0.1 0 0.1 AtnAt [s] 0.2 Standardna DHT1 originalnog i pomjerenog signala DHT1
originalnog T-talasa 200 DHT1 pomjerenog T-talasa C (p) 100 0 0 20 40 60 80 100 p Optimizovana DHT1 (b)
Najznacajniji koeficijenti 200 Koeficijenti DHT1 C (p) 100 0 0 20 40 60 80 100 p Slika 2.6: Optimalno skaliranje,
pomijeranje i reodabiranje T-talasa EKG signala: (a) originalni i optimalno pomjereni signal, (b) Hermitski koeficijenti
originalnog i pomjerenog signala, (¢) pomjereni reodabrani signal sa optimalnim faktorom skaliranja i signal
rekonstruisan na osnovu 14 najznacajnijih Hermitskih koeficijenata (relativna greska manja od 10%), (d) optimizovana
Hermitska transformacija reodabranog pomjerenog signala i 14 najznacajnijih koeficijenata. 2.3 Uticaj aditivhog Suma
na Hermitske transformacione koeficijente U ovoj sekciji ¢e biti izvedeni izrazi za varijansu i srednju vrijednost
koeficijenata diskretne Hermitske transformacije, u slu¢aju prisustva aditivhog bijelog Gausovog Suma. Izraz za
varijansu ¢e posluziti za definisanje jednostavnog pristupa za uklanjanje Suma. Prezentovani rezultati ¢e biti dodatno
inkorporirani i u algoritme za rekonstrukciju signala u kontekstu kompresivnog odabiranja, u narednoj sekciji. 2.3.1
Hermitski koeficijenti zaSumljenog signala Vektor aditivhog bijelog Gausovog Suma srednje vrijednosti nula €. Bez
gubljenja opstosti izlaganja, podrazumijevano je da su odbirci Suma dostupni u diskretnim tackamatn,n =1, ..., N koje
odgovaraju nulama Hermitskog polinoma N -tog reda, i da je faktor skaliranja vremenske ose ¢ = 1. DHT1 ovog vektora
ima sljedeci oblik: d1e(t1) 0+ 0= =THe =QRe =Q [0 d2e(t2) - 0. . ... lo. (2.47) lool - dNe(tM) | Zakljucuje se da se
skalirani odbirci Suma dne(tn), n =1, 2. .., N razvijaju u ortogonalnom vektorskom prostoru sastavljenom od vrsta
matrice Q. U sluéaju ortogonalnih transformacionih matrica kao $to je DFT matrica, odbirci Suma se pojavljuju
neskalirani u kvadratnoj matrici R, Sto znaci da ¢e aditivni bijeli Gausov Sum na DHT1 uticati drugacije nego na DFT.
Stoga je potrebno posebno izvesti statisticke osobine Hermitskih koeficijenata koji odgovaraju signalu x(tn) koji je

zahvacen ovom aditivnim bijelim Gausovim Sumom g(tn): x(tn) = s(tn) + g(tn). Posto je DHT1 linearna transformacija,
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slijedi: X(p) = S(p) + =(p), (2.48) (2.49) gdje je C(p) Hermitska tranformacija signala s(tn). Posto je Sum ¢ sluéajni Gausov
proces, kao posljedica teoreme o odabiranju i definicije DHT1 (2.14), zakljucuje se da su =(p) i X(p) takod™e slucajne
varijable sa Gausovskom prirodom. Dalje ¢emo analizirati statistiCke osobine slucajne promjenljive X(p). Srednja
vrijednost se moze izraziti u sliede¢em obliku: pX (p) = E{X (p)} = S (p) + E {=(p)} . (2.50) Kako za aditivni Sum sa
srednjom vrijedno$¢u nula vazi E{e(n)} = 0, dalje se mozZe pisati: uX(p) = C(p) + 1 N wp(tn) N n=1 [pN-1(tn)]2E {e(tn)} =
C(p). (2.51) 3 Uz pretpostavku da je srednja vrijednost Suma g(tn), polazecéi od definicije varijanse sluc¢ajne promjenljive

X(p) slijedi: 0X2

(P)=EX(p) -pX (p)2=E {C (p)+=(p)l2 }p2X(p)=N1 {2 n3¥IM =1 n 2=
1[pNy-p (1}

t(nt1n)1)]2 [pNyw-p1(t(ntn2)2)]2 E {e(tn1 )e(tn2 )}. N (2.52) (2.53) 0.4 1.5 (a) (b) 0.35y(p, N)N=10010.3 (N ) 0.50.25
0.20204060800 100200 300 400 500 p N Slika 2.7: Funkcije koje se pojavljuju u izrazima za varijansu Hermitskih
koeficijenata zaSumljenog signala: (a) funkcija y(p,N) i (b) funkcija §(N). U slu¢aju aditivhog bijelog Suma sa varijansom
oe2, autokorelaciona funkcija je ree(tn1, tn2) = E{e(tn1)e(tn2)} = 0€26(tn1 - tn2). Inkorporiranjem (2.54) u izraz za
varijansu (2.53), dobija se 6X2 (p) = Noe22 Yn=1 [pNyp-2p(1t(ntn))]4 =y (p, N ) oe2. N (2.54) (2.55) Rezultat (2.55)
indicira da je varijansa DHT1 koeficijenata zavisna od indeksa p. Usrednjavanje izraza (2.55) dalje daje TN -1 N ¢"X2 =
1 N-1 pp(tn)yp(tn) N Y p=0 6X2(p)Noe22 n=1 [pN-1(tn)]2 N 1 p=0 [pN-1(tn)]2 N 3 ¥ = Noe22 [pN-1(tn)]-2 = £(N)oe2.
(2.56) ¥n=1 Funkcijay (p, N) za N = 100 je prikazana na slici 2.7 (a), dok je funkcija € (N ) prikazana na istoj slici pod (b).
Srednja vrijednost prve funkcije je 0.2753. To znaci da prvih 60 koeficijenata imaju varijansu (skaliranu sa y (p, N )) koja
je manja od ove srednje vrijednosti, dok su preostali koeficijenti skaliranani sa ve¢im vrijednostima, pa su zbog toga
signali itd.) takvi da su transformacioni koeficijenti sa najznaéajnijim vrijednostima upravo u dijelu gdje je varijansa
manja. Ovo takod™e znadi da je moguce uvesti adekvatan prag za razdvajanje koeficijenata koji odgovaraju signalu od
koeficijenata koji predstavljaju Sum. Slika 2.7 (b) pokazuje da se srednja vrijednost varijanse smanjuje sa pove¢avanjem
duzine signala N . U slu¢aju DHT2, bududi da je transformaciona matrica (2.30) ortogonalna, i da su vrste matrice
normalizovane (jer su sopstveni vektori matrice T), zakljuCuje se da je varijansa DHT2 koeficijenata signala (2.48):
0"X2(p) = on2, (2.57) vodedi racuna da je u ovom slucaju signal uniformno odabran, i da su odbirci zasumljeni na
uniformnom grid-u. 2.3.2 Uklanjanje Suma postavljanjem praga u DHT1 domenu Prezentovana diskusija moze se
direktno iskoristiti u proceduri za uklanjanje Suma, Dodatno, rezultati ¢e u sljedecoj sekciji biti inkorporirani u kontekst
kompresivnog odabiranja. Posmatra se signal (2.48) zahvaéen aditivnim bijelim Gausovim Sumom ¢ija je varijansa o€2 .
Iz dosadasnjeg izlaganja zaklucili smo da je DHT1 koeficijent X (p) predstavlja slu¢ajnu promjenljivu opisanu Gausovom
distribucijom N (0, 0X2 (p)). Uklanjanje Suma moze biti obavljeno direktnim postavljanjem praga za odvajanje
koeficijenata koji korespondiraju signalu, od koeficijenata koji ne sadrze komponente signala, ve¢ samo sum (engl. hard-
thresholding). Xden(p) = X (p), IX (p)| > T (p) { 0, IX (p)| < T (p). (2.58) Treba uociti da je prag T (p) funkcija od indeksa p,
usljed matematicke forme varijanse (2.55). Naime, koristeci izraz za varijansu, odnosno standardnu devijaciju
Hermitskih koeficijenata X (p), prag se moze definisati u sljedeéoj formi: T (p) = acX (p) = ay (p, M )oe (2.59) V gdje
konstanta a obezbjed uje da koeficijenti koji odgovaraju Sumu budu ispod nivoa praga. Za mnoge realne signale, kao
Sto su UWB signali i QRS kompleksi, koeficijenti sa malim vrijednostima indeksa p su najznacajniji. Nelinearna forma
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praga (2.59) povecéava vjerovatnoéu razdvajanja koeficijenata koji korespondiraju komponentama signala od
koeficijenata koji predstavljaju Cisti Sum, slika 2.7 (a). Za a = 3, prema poznatom 3o empirijskom pravilu, koeficijenti
Suma Ce biti ispod praga sa vjerovatno¢om od 99.73%. U sluc¢aju DHT2, za hard-thresholding proceduru (2.58) treba
koristiti standardni prag: T = aoe (2.60) Kako prezentovani metod za uklanjanje Suma moze posluZiti kao alternativa
uklanjanju Suma zasnovanom na DFT-u, razmotrimo i poveéanje numericke slozenosti pristupa u odnosu na DFT
ekvivalent. Kako DHT1 (odnosno ekvivalentne forme koje podrazumijevaju upotrebu numerickih kvadratura) moze biti
izraCunata brzim algoritmima [91], [92], aproksimativna numericka sloZenost je O(N log22 N ) operacija sa realnim
vrijednostima, u pored~enju sa O(N log2 N ) operacija sa kompleksnim vrijednostima potrebnih u slu¢aju DFT-a.
Povecanje Zasumljeni Q.RS kompleks Amplituda [mV]-0.2-0.4 0.4 0.2 0 (a) -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 Vrijeme [s] DHT1
zasumljenog QRS kompleksa 200 Zasumljeni koeficijenti (c) 150 Prag |C (p)| 100 50 0 0 10 20 30 40 50 p Originalni i
QRS kompleks nakon uklanjanja suma Amplituda [mV] -0.2-0.4 0.4 (b) 0.2 0-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 Vrijeme [s] Hermitski
koficijenti nakon uklanjanja Suma 200 (d) 150 Originalna DHT1 DHT1 nakon uklanjanja $uma |C (p)| 100 50 0 0 10 20 30
40 50 p Slika 2.8: Uklanjanje aditivnog bijelog Gausovog $uma iz QRS kompleksa: (a) zasumljeni QRS kompleks, (b)
originalni signal (puna linija) i signal iz kojeg je uklonjen Sum (crta-tacka-crta linija), (c) DHT1 zasumljenog kompleksa i
prag, (d) DHT1 koeficijenti originalnog signala i signala iz kojeg je uklonjen Sum. sloZenosti je, dakle, umjereno cak i za
veliku duzinu signala N . Za ra¢unanje praga (2.59) potrebno je dodatnih O(N ) operacija. 2.3.3 Numericki rezultati i
primjene Primjer 2.3. Razmatra se QRS kompleks s(Atn), odabran u tackama proporcionalnim nulama Hermitskog
polinoma, sa faktorom skaliranja koji je odred”en primjenom algoritma 5 koji je opisan u prethodnoj sekciji, kako bi
postignuta visoka koncentracije DHT1 koeficijenata. QRS kompleks duzine N = 51 je preuzet iz jednog od signala
dostupnih u bazi ,MIT-BIH ECG Compression Test Database” [150], i originalno je bio odabran u skladu sa teoremom o
odabiranju, sa periodom od At = 1/250 [s]. Signal je zatim ostecen vjestackim aditivnim bijelim Gausovim Sumom
srednje vrijednosti nula, tako da je odnos signal-Sum (SNR) jednak 6 dB. Rezultati uklanjanja Suma za posmatrani signal
prikazani su na slici 2.8 (a)-(d). Na slici 2.8 (b) uocena je znacajna redukcija Suma. U hard-thresholding proceduri
kori$c¢en je parametar a = 3 za prag (2.59). Zanimljivo je uociti da je koeficijent koji predstavlja komponentu signala na
poziciji p = 3, iako po vrijednosti manji od koeficijenta Suma na poziciji p = 47, pravilno odabran pomoc¢u praga (ima vecu
vrijednost od praga), usljed njegove nelinearne forme. Samo nekoliko koeficijenata signala koji su mnogo slabiji od
Suma ostali su ispod praga, i to na pozicijamap =6, p =7 ip = 8, slika 2.8 (d). Srednja kvadratna greska (MSE) izmed™u
originalnog i zaSumljenog signala od -28.71 dB je smanjena na -35.83 dB, nakon primjene procedure za uklanjanje Suma,
Sto je pobolj$anje od oko 7.1 dB. Zasumljeni Q.RS kompleks Uklanjanje Suma bez kompenzacije pomjeraja Amplituda
[mV] 0.4 (a) 100 DHT1 zasumljenog signala (b) 0.2 80 DHT1 nakon denoising-a DHT1 originalnog signala 0 |C (p)| 60
Prag 40-0.220-0.40-0.1-0.0500.050.1 0 10 20 30 40 50 Vrijeme [s] p DHT1 nakon optimalnog pomjeranja signala
Hermitski koficijenti nakon uklanjanja Suma (c) 200 (d) 150 Zasumljeni koeficijenti 150 Originalna DHT1 Prag DHT1
nakon uklanjanja Suma |C (p)| 100 |C (p)| 100 50 50 0 0 0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50 p p Originalni i QRS kompleks
nakon uklanjanja $uma 1400 Mjera koncentracije Amplituda [mV] 0.4 (e) (f) 0.2 1200 0 M(v) 1000 -0.2 800 -0.4-0.1 -0.05
00.050.1-0.04-0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 Vrijeme [s] v = IAt [s] Slika 2.9: Uklanjanje aditivhog bijelog Gausovog Suma iz
pomjerenog QRS kompleksa: (a) zasumljeni pomjereni QRS kompleks, (b) Hermitski koeficijenti zaSumljenog
pomjerenog QRS kompleksa, nezasumljenog pomjerenog QRS kompleksa, rezultat uklanjanja Suma i prag, (c) DHT1
zasumljenog optimalno pomjerenog kompleksa i prag, (d) DHT1 koeficijenti originalnog optimalno pomjerenog signala i
signala iz kojeg je uklonjen Sum (e) nezasumljeni originalni signal (puna linija) i signal iz kojeg je uklonjen Sum (crta-
tacka-crta linija), (f) mjera koncentracije u funkciji od parametra pomjeraja na vremenskoj osi. Razmotrimo sada QRS
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kompleks koji je vjestacki vremenski pomjeren, s1(tn) = s(tn-c), gdje je ¢ = 0.028 [s], koji je prikazan na slici 2.9 (a). U
ovom slucaju signal nece biti optimalno koncentrisan u DHT1 domenu, $to se mozZe uoditi na slici 2.9 (b). lako prag
(2.59) uspijeva da razdvoiji veliki broj koeficijenata signala od koeficijenata koji predstavljaju Cisti Sum, jedan dio ipak
ostaje ispod praga, Sto ¢e rezultirati loSijem uklanjanju Suma. Kvantitativho, MSE je poveéana za oko 2 dB, u odnosu na
sluéaj QRS kompleksa koji je bio centriran oko nule na vremenskoj osi. Naime, posmatranjem koeficijenata
nezasumljenog pomjerenog signala (crna boja), uocava se da je jedan broj njih ispod nivoa Suma, sto se vidi
pored~enjem sa koeficijentima pomjerenog zasumljenog signala (plava boja). Pomjeranje signala na vremenskoj osi je
uzrokovalo loSiju koncentraciju signala i degradiralo moguénost uklanjanja Suma. Navedeni problem moze biti rijeSen
tako $to se prije postupka uklanjanja Suma izvrsi pomjeranje kompleksa, po proceduri koja je sliCna opisu iz sekcije
2.2.2, odnosno, rjeSavanjem optimizacionog problema N-1 1 N vopt = arg min pp(tn) v N n=1 [pN-1(tn)] 2 s(tn - v) ,
(2.61) Yp=0 Y i pomjeranjem analiziranog signala za v|rijednost vopt = c. Optimiz|acioni problem (2.61) se moZe rijesiti
jednodimenzionim pretrazivanjem u prostoru mogucih vrijednosti parametra v. Nakon nalazenja optimalnog parametra
vopt, na pomjereni signal se primjenjuje hard-thresholding procedura sa pragom (2.59). Na slici 2.9 (f) je za posmatrani
signal prikazana mjera koncentracije M(v) = Np=-01 [N1 Nn=1 [pNyp-p(1t(ntn))]2s(tn - v)|, i to za vrijednosti v u opsegu
[-0.04 s, 0.088 s], sa kY orakom 03 .04 s. Globalni minimum ove funkcije odgovara pomjeraju vopt = ¢ = 0.028 s. Rezultati
uklanjanja Suma, prikazani na slici 2.9 (c)-(e) za optimalno pomjereni QRS kompleks sli¢ni su rezultatima iz prvog dijela
ovog primjera. Primjer 2.4. Razmatra se realni UWB signal na 1.3 GHz, koji je poslat izmed™u dvije UWB antene na
udaljenosti od 1 m, u sobnom okruzenju. Signal je dobijen u eksperimentu koji je opisan u. Posmatra se prvih N = 165
odbiraka signala ACW7FD45.dat iz online baze [164]. Signalu je dodat vjestacki aditivni bijeli Gausov $um srednje
vrijednosti nula, tako da je SNR = 3 dB, a zatim je izvr§eno njegovo uklanjanje opisanim hard-thresholding pristupom u
DHT1 domenu. Zasumljeni signal je prikazan na slici 2.10 (a), dok su odgovaraju¢i DHT1 koeficijenti prikazani na slici
2.10 (c), zajedno sa pragom (2.59). Originalni nezasumljeni signal i signal nakon uklanjanja Suma su upored~eni na slici
2.10 (b), dok su njihove DHT1 upored~ene na slici 2.10 (d). Prilikom uklanjanja, korisé¢en je parametar a = 4. Moze se
uociti da je Sum znacajno redukovan. Pretpostavljeno je da je varijansa Suma ce2 unaprijed poznata, buduéi da se moze
estimirati postupkom koji je opisan u. Nelinearni prag uspjesno selektuje koeficijent sa indeksom p = 6 koji predstavlja
komponentu signala, iako on ima gotovo istu vrijednost kao koeficijent na poziciji Suma p = 154 (koji ostaje ispod
praga). Samo koeficijenti signala sa najmanjim vrijednostima ostaju ispod praga. U cilju pored~enja, uklanjanje Suma je
obavljeno i u DFT domenu, ekvivalentnim hard-thresholding pristupom, gdje je koriS¢en odgovarajuéi DFT prag TDFT =
aNoe2, pri ¢emu je a = 4, kao za sluéaj DHT1. Rezultati uklanjanja su prikazani na slici 2.9 (e)-(f), gdje su losije
performanse u odnosu na DHT1 pristup evidentne. U slu¢aju DHT1 pristupa, rezultujuéi MSE je iznosio -24.23 dB, dok je
u slucaju DFT pristupa MSE jednak -16.07 dB. Redukcija MSE u odnosu na polazni zasumljeni signal je iznosila 11.8 dB u
DHT1 pristupuy, i 3.63 dB u DFT slucéaju. Primjer 2.5. U cilju Sto je moguce bolje numericke validacije rezultata, prethodno
opisani eksperimenti su sprovedeni za opseg SNR vrijednosti: od -10 dB do 15 dB, sa korakom 1 dB. Za svaku SNR
vrijednost izracunata je MSE izmed™u originalnog signala i signala iz kojeg je uklonjen Sum, na bazi 500 nezavisnih
slu¢ajnih realizacija vjeStackog aditivhog bijelog Gausovog Suma koji je dodat signalu. Rezultati su prikazani na slici
2.11. Rezultati uklanjanja Suma u slu¢aju UWB signala iz primjera 2.4 su prikazani na slici Zasumljeni UWB signal 1 (a)
Amplituda 0.50-0.5-100.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 Vrijeme [ns] DHT1 zasumljenog UWB signala 1 Zagumljeni koeficijenti
Prag (c) IC (p)| 0.50 15 |X(k)| 10 50 0 50 100 150 p Uklanjanje Suma u DFT domenu (e) 0 50 100 150 k Originalni i UWB
signal nakon uklanjanja Suma 1 (b) Amplituda-1-1.50.5 0 -0.5 0 Hermitski koficijenti nakon uklanjanja Suma 0.1 0.2 0.3
0.4 0.5 0.6 Vrijeme [ns] |C (p)| 1 Originalna DHT1 DHT1 nakon uklanjanja Suma (d) 0.5 0 0 50 100 150 p Originalni i UWB
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signal nakon uklanjanja $uma 1 (f) Amplituda 0.50-0.5-100.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 Vrijeme [ns] Slika 2.10: Uklanjanje
aditivnog bijelog Gausovog Suma iz realnog UWB signala: (a) zasumljeni UWB signal, (b) nezasumljeni originalni signal
(puna linija) i signal iz kojeg je uklonjen sum (crta-tacka-crta linija), (c) Hermitski koeficijenti zasumljenog signala i prag,
(d) DHT1 zasumljenog optimalno pomjerenog kompleksa i prag, (e) DFT zasumljenog signala (plave tacke), prag
(horizontalna linija), odabrani koeficijenti (crvene tacke) i originalni koeficijenti (crne tacke), (f) pored~enje originalnog
nezasumljenog signala i signala dobijenog uklanjanjem Ssuma u DFT domenu. 2.11 (a). Rezultati potvrd~uju da
primjenom DHT1 metoda sa nelinearnim pragom dolazi do znacajnog smanjenja srednje kvadratne greske. Stavise,
eksperiment je ponovljen i za sluéaj uklanjanja Suma hard-thresholding pristupom u kombinaciji sa diskretnom wavelet
transformacijom (DWT). Razmatrano je uklanjanje Suma zasnovano na ,Symlet 8" (sym8) i ,Daubechies 8" (db8)
wavelet-ima. U oba slucaja je koriS¢ena dekompozicija nivoa 5. Ove specifiCne vrste wavelet-a su odabrane usljed velike
slicnosti talasnih oblika njihovih baznih funkcija sa razmatranim signalom. Uklanjanje Suma je izvrSeno pomocu dva
razliGita pravila za odabir praga za wavelet koeficijente: Stajnov ,Unbiased Risk Estimate” u sluaju db8 wavelet-a, i
LUniversal threshold with level-dependent estimation of the noise” predlozen od strane Donohoa i Dzonstona za sym8
wavelet . U svim slu¢ajevima primjenjena je metoda hard-thresholding-a. U ovom numerickom eksperimentu je
koris¢ena implementacija funkcije wden dostupna u okviru Wavelet Toolbox-a softverskog paketa MATLABoR.
Skaliranje praga je obavljeno koriS¢enjem jedne estimacije nivoa Suma zasnovane na koeficijentima prvog nivoa. Na
slici 2.11 (a) je uocljivo da oba wavelet pristupa daju slu¢ne rezultate. Eksperiment potvrd"uje da moguénost visoko
koncentrisane reprezentacije signala u DHT1 domenu mozZe biti klju¢no u uklanjanju Suma, ¢ak i kada je ono zasnovano
na veoma jednostavnim metodama, kao $to je hard-thresholding. Dodatno, performanse uklanjanja Suma su testirane i u
slucaju pristupa zasnovanom na postavljanju praga u DCT domenu. U ovom slucaju, prag (2.59) je postavljen na nivo
TDCT = aoe2, imajuéi u vidu ortogonalnost DCT transformacione matrice. | u ovom sluéaju je koriséen parametar a = 4.
Uklanjanje Suma zasnovano na DHT1 metodu je i u ovom slucaju dalo bolje rezultate, 2.11 (a). Konacno, izvrseno je i
pored~enje sa metodom uklanjanja Suma zasnovano na hard-thresholding pristupu i DHT2, sa pragom TDHT2(p) = aoe,
uz istu vrijednost parametra a = 4. U slucaju ove verzije diskretne Hermitske transformacije kori§éena je ista vrijednost
faktora skaliranja vremenske ose ¢ = 1, kao u slu¢aju DHT1. Sa slike 2.11 (a) uocljivo je da je uklanjanje Suma u DHT2
domenu produkovalo nesto losije rezultate od uklanjanja u DHT1 domenu. Zanimljivo je uoCiti da postoji visoka vizuelna
slicnost izmed~u MSE krivih, Sto je u skladu sa prethodno diskutovanom slicnoséu izmed™u baznih funkcija ovih
transformacija. Performanse DHT2 mogu biti poboljSane ukoliko se izvrSi optimizacija faktora skaliranja vremenske ose,
kao sto je to urad”eno za DHT1. Oznac¢imo sa T"H(c) DHT2 transformacionu matricu sa baznim funkcijama p~p(n, o), n,
,p=0,...,N~-1.Vazno je istaéi da promjena parametra o ne naru$ava svojstvo ortogonalnosti [5]. Poboljana
koncentracija DHT2 se moze postici rjeSavanjem problema: M-1 M-1 copt = min T"H(c)x = min ¢ ¢ s(n)p~p(n, 0),
(2.62) 11 111 I Yp=0 ¥ n=0 koji predstavlja minimizaciju £1-norme transformacio|nih koeficijenatal, koja se koristi u || |
kontekstu obrade rijetkih signala i kompresivnog odabiranja. RjeSenje problema (2.62) je faktor skaliranja koji produkuje
najbolju moguéu koncentraciju transformacionih koeficijenata. RjeSenje se moze pronaci direktnim pretrazivanjem u
zadatom prostoru mogudih vrijednosti parametra o. Dalje istraZivanje ovog koncepta i komparativna analiza prevazilazi
okvire ove disertacije, i predmet je buducih istrazivanja. Eksperiment sa opsegom SNR vrijednosti je ponovljen i za QRS
komplekse iz primjera 2.4. Na slici 2.11 rezultati su prikazani za nekoliko vrijednosti parametra a: slika 2.11 (b) a = 3,
slika 2.11 (c) a = 3.5, slika 2.11 (c) a = 4. U cilju pored~enja pod jednakim uslovima, uklanjanje Suma postavljanjem
praga u DFT domenu urad™eno je i za uniformno odabrani signal iz baze [150] (slu¢aj je oznacen sa ,DFT1” na slikama

2.11 (b)-(d)), ali i za slu¢aj neuniformno odabranog signala ori§éenog za DHT1 (u oznaci .,DFT2" na slikama 2.11 (b)-
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(d)). U oba slucaja, isti Sum je dodat odbircima signala. Rezultati pokazuju da uklanjanje Suma u DHT1 domenu daje
dominantno nize MSE vrijednosti u svim slucajevima. MSE nakon uklanjanj.a Suma: UWB signal -5 DHT1 DFT -10 db8
sym8 MSE [dB] DCT DHT2-15-20-25 (a) a =4 -10-5 0 SNR [dB] 5 10 15 MSE nakon uklanjanja Suma: QRS kompleks -15
(c) a=3.5-20 MSE [dB] -25 -30 DHT1 DFT 1 -35DFT 2-10-50 5 10 15 SNR [dB] MSE nakon uklanjanja Suma: QRS
kompleks -15 (b) a = 3 -20 MSE [dB] -25 -30 DHT1 DFT 1 DFT 2 SASS -35 DCT -10-50 5 10 15 SNR [dB] MSE nakon
uklanjanja $uma: QRS kompleks -15 (d) a = 4 -20 MSE [dB] -25-30 DHT1 DFT 1 DFT 2-35-10-5 0 SNR [dB] 5 10 15 Slika
2.11: Srednja kvadratna greska (MSE) izmed~u originalnog (nezasumljenog) signala i signala iz kojeg je uklonjen sum,
prikazana za razli¢ite odnose signal-Sum (SNR): (a) u slu¢aju UWB signala, (b)-(d) u slu¢aju QRS kompleksa za razlicite
nivoe parametra a. Za a = 3, izvr$eno je pored~enje i sa procedurom za uklanjanje Suma postavljanjem praga u DCT
domenu. U ovom slucaju prag je psotavljen u skladu sa varijansom DCR koeficijenata TDCT = lo2¢. Na slici 2.11 (b)
uocljive su nize MSE vrijednosti dobijene DHT1 metodom za uklanjanje Suma. Rezultati su dodatno upored~eni i sa
veoma naprednim modernim algoritmom za uklanjanje Suma iz EKG signala: ,Sparsity-Assisted Signal Smoothing”
(SASS). U eksperimentu je koris¢ena implementacija dostupna online, sa originalnim setom parametara. Rezultati su
prezentovani na slici 2.11 (b). MSE kriva prikazana na slici je dobijena na nacin Ciji opis slijedi. SASS algoritam je
napravljen tako da radi sa Citavim EKG signalima, umjesto da se procesiranje vr§i samo sa selektovanim QRS
kompleksom. Stoga, algoritmu se kao ulaz prosljed~uje cio EKG signal iz baze [150], &iji je dio i razmatrani QRS komples.
Ovaj signal je osteéen aditivnim bijelim Gausovim Sumom sa istim varijansama koje su koriS¢ene pri evaluaciji ostalih
razmatranih tehnika. Uklanjanje Suma je obavljeno SASS algoritmom, sa podrazumijevanim setom parametara iz
dostupne implementacije. Nakon toga, QRS kompleks od interesa je izdvojen iz signala iz kojeg je Sum otklonjen, a
zatim je taj rezultat upored~en sa originalnim QRS kompleksom. Kao i u ostalim slu¢ajevima, eksperiment je ponovoljen
Varijansa u funkciji pozicije p Zavisnost varijanse od 692 0.008 62X (p) 0.15 0" X2 V arijansa 6”2 X 0.006 0.1 0.004
Teorija 0.002 Numericki rezultat 0.05 Teorija Prosjek (teorija) Numericki rezultat 0 0 50 100 150 0.2 0.4 092 0.6 0.8 0.01
(a) 0.2 Prosjecna varijansa (b) p Slika 2.12: Varijansa DHT1 koeficijenata za UWB signal osteéen aditivnim bijelim
Gausovim sumom: (a) varijansa u funkciji od indeksa p transformacionog koeficijenta, (b) prosjecna varijansa
transformacionih koeficijenata u funkciji od varijanse ulaznog Suma. po 500 puta (sa slu¢ajnim realizacijama Suma) za
svaku posmatranu SNR vrijednost, na bazi kojih je izracunata MSE koja je prikazana na slici 2.11 (b). Na ovaj nacin,
SASS algoritam je testiran bez ikakvih promjena parametara. Sa rezultata na slici 2.11 (b) moze se uociti da ovaj metod
daje umjereno bolje rezultate od metoda uklanjanja Suma primjenom DHT1 sa pragom, i to u SNR opsegu od 0 dB do 10
dB. Med™utim, cijena ovog poboljSanja je zna¢ajno pove¢ana numeri¢ka slozenost u slu¢aju SASS algoritma.
Jednostavna (primitivna) procedura za uklanjanje Suma primjenom DHT1 sa pragom dala je rezultate koji su uporedivi
sa rezultatima veoma napredne tehnike za uklanjanje Suma (u razmatranom kontekstu QRS kompleksa). Numericka
validacija izraza za varijansu U cilju numericke potvrde validnosti izvedenog izraza za variansu (2.55) i njene srednje
vrijednosti (2.56), sprovedena su dva eksperimenta sa zasumljenim UWB signalom posmatranim u primjeru 2.4. U
prvom testu, signal je zaSumljen vjestackim aditivnim bijelim Gausovim Sumom sa varijansom cg2 = 0.030, koja daje
SNR nivo od 5 dB. Varijansa DHT1 koeficijenata je numericki izraCunata na bazi 10000 nezavisnih realizacija Suma.
Rezultat prikazan na slici (2.12) (a) se potpuno poklapa sa teorijskim izrazom (2.55). Na istoj slici je srednja vrijednost
(2.56) varijanse prikazana horizontalnom linijom. U drugom eksperimentu, varijansa ulaznog Suma o€2 je varirana u
opsegu od 10-6 do 1, sa korakom 10-2. Za svaku posmatranu SNR vrijednost, izraCunata je srednja varijansa DHT1
koeficijenata, koja se u velikoj mjeri poklapa sa teorijskim rezultatom (2.56), Sto je prikazano na slici (2.12) (b). Na obije

posmatrane slike je, zbog bolje vizuelne prezentacije, prikazana svaka peta vrijednost numerickog rezultata. 2.4
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Rekonstrukcija signala rijetkih u Hermitskom transformacionom domenu Motivacija za prouc¢avanje diskretne Hermitske
transformacije u kontekstu kompresivnog odabiranja stoji u ¢injenici da odred”ene vrste realnih signala, kao sto su QRS
kompleksi i UWB signali mogu biti visoko koncentrovano (rijetko) reprezentovani u ovom transformacionom domenu. U
okviru ove sekcije, biée prezentovana analiza uticaja nedostajucih odbiraka na koeficijente diskretne Hermitske
transformacije, koji ¢e biti interpretirani kao slu¢ajne varijable, Cije su statistiCke karakteristike predmet prezentovane
analize. Pored toga, bi¢e uspostavljena veza sa indeksom koherentnosti parcijalne matrice diskretne Hermitske
transformacije, zatim ¢e biti analiziran uticaj aditivnog Gausovog Suma na performanse CS rekonstrukcije. Dodatno,
bi¢e izveden eksplicitni izraz za gresku u rekonstrukciji signala koji nijesu rijetki, ali koji su rekonstruisani pod
pretpostavkom da jesu rijetki u DHT1 domenu. Analiza ¢e biti potkrijepljena veé¢im brojem numerickih eksperimenata.
Na kraju, bi¢e prezentovana originalna interpretacija gradijentnog algoritma za rekonstrukciju signala rijetkih u
Hermitskom transformacionom domenu. 2.4.1 Uticaj nedostajucéih odbiraka Razmatra se DHT1 signala x(tn), gdje tacke
odabiranjatn,n=1,..., N, odgovaraju nulama Hermitskog polinoma reda N . Tada se Hermitski koeficijenti raéunaju
primjenom Gaus-Hermitske kvadrature (2.14) N C(p) = 1 wp(tn) N n=1 (pN-1(tn))2 x(tn), (2.63) ¥ pri cemu uzeto da je o
=1 bez gubljenja opstosti izlaganja. Bududi da je pokazano da parametar moze biti inkorporiran u razmatrani signal, ali i
zbog ¢injenice da ne utice na med~usobnu ortogonalnost diskretnih funkcija pp(tn), parametar ¢ ¢e biti izostavljen u
notaciji Hermitskih funkcija u ovoj podsekciji, uz pretpostavljenu vrijednost o = 1. Pretpostavlja se da je posmatrani
signal x(tn) rijedak u Hermitskom transformacionom domenu (DHT1), Sto podrazumijeva da se on moZze zapisati na
sljedeci nacin: K x(tn) = Alypl(tn), (2.64) > 1=1 gdje je K « N broj nenultih komponentni signala, odnosno stepen
rijetkosti, dok su Al amplitude komponenti signala i pl indeksi njihovih pozicija u Hermitskom transformacionom
domenu. Skup pozicija nenultih komponenti bi¢e oznacen sa NK = {p1, p2,...,pK}. Za multikomponentni signal (2.64),
Hermitski koeficijenti zadati su sljedeé¢im izrazom: N K C(p) = Yn=1 31=1 N (pyN-1(tn))2,p=0,...,N- 1. Al
wp(tn)ywpl(tn) (2.65) Normalizovane komponente signala se mnoze sa baznim funkcijama pp(tn)/(pN-1(tn))2, dajudi
signal z(pl, p, tni) definisan izrazom: z(pl, p, tn) = ANI p(pw(Ntn-)Tw(ptin()t)n2) . Vrijednosti signala z(pl, p, tn) pripadaju
skupu Al pp(tn)ywpi(tn) Q=2,n=1,...,N,I=1,...,Kp=0,...,N-1.{N(pN-1(tn)) } Imajuci u vidu svojstvo
ortogonalnosti Al N pp(tn) N n=1 (pN-1(tn))2 ppl(tn) = Al6(p - pl), 3 slijedi da ¢lanovi skupa Q zadovoljavaju relaciju: N
z(pl,p,tn)=z(pl,p,t1)+z(pl,p,12)+..+z(pl,p,tN)=03n=Tzap#pl,1=1,2,...,K,odnosno,Nz (pl,p,tn) =z
(pl,pt1)+z(pl,p,t2)+...+z(pl,p, tN)=AlI>Sn=1zap=pl,1=1,2,...,K. Neka je dostupno NA < N odbiraka signala
(nedostupno NQ = N - NA ): y = x(tn1),x(tn2),.. . x(tNNA) € x = {x(11),x(t2),...x(tN)} { } gdje je N (2.66) (2.67) (2.68) (2.69)
(2.70) x(tni) = C(p)yp(tni),i=1,...,NA, (2.71) 3p=0 na pozicijama tn € NA = {tn1,tn2,...,tnNA} < N = {t1,t2,...,IN}. Skup
pozicija nedostupnih odbiraka je podskup skupa pozicija svih dostupnih odbiraka NQ = N\NA i preéutno je
podrazumijevana uniformna funkcija gustine raspodjele pozicija odbiraka ni € NA. U matricnom zapisu, dostupni odbirci
se mogu zapisati u formiy = AC gdje A predstavlja NA x N matricu mjerenja, dok je C = [C(0), C(1), ..., C(N - 1)]T vektor
Hermitskih signala koji odgovara vektoru signala x. Matrica mjerenja je parcijalna inverzna DHT1 matrica, Cije su vrste
jednake onim vrstama matrice T-H1, koje odgovaraju pozicijama dostupnih odbiraka tni, i =1, ..., NA: g0(tn1) p1(tn1) .
. N=1(tn1) A= po(tn2) w1(tn2) ~ wN-1@n2) |. ... .. 2.72) lpo(t | nNA) w1@tnNA) - N-1(tnNA) | | Inicijalna DHTT
zasnovana na £2-normi ima sljedeéu formu: K CO(p) = z(pl, p, tn), (2.73) tny eNA ¥ I=1 ili matri¢no: CO = AT y. U sluéaju
kompresivnog odabiranja, razmatra se, dakle, podskup skupa Q od NA < N slu¢ajno pozicioniranih odbiraka: © =
{z(pl,p,in1),z(pl,p,tn2),...,z(pl,p,tnNA)} € Q. (2.74) Buduci da je DHT1 linearna transformacija u kojoj se vrsi unutrasnje
mnozenje signala sa baznim funkcijama, nedostupni odbirci u signalu daju isti rezultat kao kada su ti odbirci jednaki

nuli. Kao posljedica toga, redukovani broj obiraka (mjerenja) moze se posmatrati kao skup svih odbiraka, u kojem su
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neki od njih osteceni aditivnim Sumom koji se moze modelovati na sljedec¢i nacin: n(pl, p, tn) = -z(pl, p, tn), tn € NQ { 0, tn
€ NA. (2.75) Inicijalna DHT1 (zasnovana na £1 normi) se na bazi dostupnih odbiraka moZze dalje zapisati na sljedeci
nacin: CO(p) = K z(pl, p, tn) =tnyeNA S1=1 N K [z(pl, p, tn) + n(pl, p, tn)], (2.76) ¥n=15I1=1zap=0,...N-1.0voje
slucajna promijenljiva, i cilj je odred~ivanje njenih statistiCkih karakteristika. StatistiCke karakteristike DHT1 koeficijenata
u slucaju signala sa nedostaju¢im odbircima Monokomponentni signali. Posmatra se slu¢aj jednokomponentnog
signala saK =1, Al = 1ipl = p1. Inicijalna DHT1 (zasnovana na {1 normi) se na bazi dostupnih odbiraka moze izracunati
na sljedeci nacin: NA CO(p) = z(p1, p, tn) = z(p1, p, tni), (2.77) tnYeNA Yi=1zap =0, ... N - 1. Ovo je slucajna varijabla,
formirana kao suma NA slu¢ajno pozicioniranih odbiraka. Po Centralnoj grani¢noj teoremi, varijabla CO(p) ima normalnu
(Gausovu) distribuciju. Odred~ivanje srednje vrijednosti i varijanse ove slu¢ajne promjenljive je predmet daljeg izlaganja.
Navedena varijabla ima drugacije statistiCke osobine na pozicijama p = p1 od statisti¢kih osobina na pozicijama p # p1.
Pozicije p = p1 ée u daljem izlaganju biti oznacene kao pozicije komponenti signala, dok ¢e pozicije p # p1 biti oznacene
kao pozicije (CS) Suma, jer one ne odgovaraju komponentama signala. Slu¢aj kada je p # p1. Za Hermitske koeficijente
koji ne odgovaraju komponentama signala, moze se smatrati da korespondiraju aditivnom Sumu u transformacionom
domenu. Imajuci u vidu da su posmatrani odbirci z(p1, p, tni),i =1, . . ., NA slu¢ajno pozicionirani (sa uniformnom
raspodjelom), na bazi (2.69) se moze zakljuciti da je E {z(p1, p, tni)} = 0, gdje se operator matemaiticCkog ocekivanja
primjenjuje po vremenskoj varijabli tni. Stoga, srednja vrijednost posmatrane slucajne varijable jednaka je nuli: NA
MCO(p) = E{CO(p)} = E z(p1, p, tni) =0, p #p1. {i=1} (2.78) ¥ Varijansa slu¢ajne promjenljive CO(p), p # pl definisana je
sljedec¢im izrazom: 6C20(p) = E |CO(p)I2 5E { NA NA} z(p1,p,tni)z(p1,p,tnj) {i=1j=1}>> NA NA NA =E z2(p1, p, tni) + E } (
2(p1, p, tni)z(p1, p, ti)) . (2.79) {i=1 3 ﬂ

(—2.69) sa z(pl, p, tn——i),i+1,2,...,N—A, i primjenom operatora matematickog ocekivanja na lijevu i desnu stranu

si=1 yji=#j1 [ | s152— ——~— | Ul) Mnozeéi lijevu i desnu stranu izraza

izraza, dobija se: E{z (p!, p, tni)[z (pl, p,t1 )+ z (pl, p,t2) + ...+ z (pl, p, tN )]} = 0, (2.80) odnosno: E {z (p!, p, tni )z (pl,
p,t1)}+---+E{z(pl,p, tni)z(pl,p,tN)}=0,(2.81)zai=1,2,...,NA. Vrijednosti z(pl, p, tni) su jednako distribuirane,
pa su ocekivanja E {z(pl, p, tni)z(pl, p, 1j)} , i #j, tni € NA, tj € N ista i jednaka konstanti B. Za ni = j i p # p1 ocekivanje
postaje: E{z2(pl, p, tni)} = E {N12 p(pp(Ntn-i)Tp(tpn(it)n)i2) w(pTp(Ntn-i1)(wtpn1i()t)n2i) } =E 1 wp(tni)pp(tni) 1
wp1(tni)pp1(tni) {N (YN-1(tni))2 {N (pN-1(tni))2 E, (2.82) } } gdje je iskoriS¢ena statisticka nezavisnost vrijednosti
Hermitskih funkcija reda p1 i p po tni, pa su matematicka o¢ekivanja razdvojena. Dalje, usljed ortogonalnosti (2.70)
slijedi: E{ N1 p(pp(Ntn-iT)p(tpn(it)n)i2) = E{N1 p(pTw(Ntn-i)1(ptpn1i()t)n2i) = 1.} } N Dakle, zakljuCuje se da vazi
E{z2(pl,p,tni)} = E{z(p,p,tni)}E{z(pl,pl,tni)} = N2 1 . (2.83) (2.84) Posto u izrazu (2.81) postoji N - 1 ocekivanja jednakih B
zani #j i jedno oéekivanje dato izrazom (2.84) za ni = j, izraz (2.81) dalje postaje: 1 N2 + (N - 1)B = 0. (2.85) Odavde je
dalje moguce izraziti nepoznatu vrijednost B: E {z (pl, p, tni )z (pl, p, tj )} =B=-1N 2 (N - 1), ni #j (2.86) Buduéi da u
Clanu S1 izraza (2.79) postoji NA sumanada, dok u ¢lanu S2 postoji NA(NA - 1) sumanada, traZeni izraz za varijansu
Hermitskih koeficijenata u slu¢aju signala sa nedostajuc¢im odbircima, na pozicijama koeficijenata p # p1 koje ne
odgovaraju komponentama signala postaje: 6C20(p) = NNA2 + NA(NA - 1)B, odnosno, nakon preured~ivanja i uvod~enja
oznake oc2sN = 02C0(p) za p # p1: oc2sN = NNA(2N(N--N1A)) . (2.87) (2.88) Moze se zakljuciti da varijansa
Hermitskog transformacionog Suma u koeficijentima na pozicijama p # p1 koje ne odgovaraju komponentama signala
zavisi samo od broja dostupnih odbiraka NA i duzine orignalnog signala N. Prema Centralnoj grani¢noj teoremi, slu¢ajna
varijabla CO(p) za p # p1 ima normalnu (Gausovu) raspodjelu. Sluc¢aj kada je p = p1. Statisticke osobine Hermitskih
koeficijenata se u slucaju pozicija p = p1 koje odgovaraju komponentama signala znacajno razlikuju od osobina
koeficijenata na pozicijama p # p1. Buduéi da proizvod pp1(tni)wp1(tni) u razmatranom sluéaju zavisi od vrijednosti

specifiénih Hermitskih funkcija wp1(tni), ¢iji su odbirci dostupni na slu¢ajnim pozicijama, moze se zakljuciti da su

https://app.ithenticate.com/en_us/report/42651459/similarity 39/142



12/27/2018 Similarity Report
koeficijenti CO(p), p # p1 takod™e slu¢ajne varijable sa normalnom distribucijom, $to je i u ovom sluéaju posljedica
Centralne grani¢ne teoreme. Na osnovu definicije signala z(p1,p1,tn) iz skupa © sa NA slu¢ajno pozicioniranih dostupnih
odbiraka, srednja vrijednost slucajne varijable CO(p) p = p1 (definisana kao suma tih signala) direktno slijedi kao
posljedica principa ortogonalnosti (2.70): uC0(p) = {i=1 pp(1W(Ntn-i)1(Ytpn1i()t)n2i) NA,p=p1, TNANE} =N (2.89)
> buduci da su vrijednosti jednako distribuirane. Za slu¢ajnu promjenljivu sa nenultom srednjom vrijednosScu i
normalnom raspodjelom varijansa se definiSe u opliku: NA NA NA 6C20(p) = E z2(p1, p, tni) + E ( z(p1, p, tni)z(p1, p,
tnj)) - pCO(P) 2, (2.90) (Fi=1} | ?Ziﬂ sii=#1 | F

razlikovati od prethodno | k ” | razmatranog slucaja za (p # p1). Polazeéi od svojstva ortogonalnosti (2.70) uz A1 =1,

| gdje je p = p1. Racunanje pojedinacnih djelova u (2.90) ¢e se

mnozenjem lijeve i desne strane izraza sa z(p1, p, tni), tni € NA, i primjenom operatora matemati¢kog ocekivanja dobija
se: E{z(p1, p, tni)z(pl, p, t1)} + - - - + E{z(p1, p, tni)z(pl, p, tN)} = E{z(p1, p, tni)}, (2.91) odnosno, E{z(p1, p, tni)z(pl, p, t1)} + - -
-+ E{z(p1, p, tni)z(pl, p, tN)} = 1 N, (2.92) Za ni #], tni € NA, tj € N, vazic¢e: E{z(p1,p,tni)}E{z(pl,p,t1)} = - =
E{z(p1,p,tni)}E{z(p|,p,tN)} = E{z(p1,p,tni)}E{z(pl,p,j)} = D. (2.93) Za ni = j, matematicko ocekivanje E{z2(p1, p, tni)} ne moze
biti estimirano u obliku proizvoda E{z(p1, p, tni)}E{z(p|, p, tj)}, buduci da ¢lanovi nijesu statisticki nezavisni. Stoga, u cilju
odred~ivanja E{z2(p1, p, tni)} posmatrace se sljede¢a suma: N 1 N 2 Yi=1 z2(p1,p,tni) = N2¥i=N1((p@pNp-211((ttnnii)))2
)=11N2a(tni,p1,N) = N2Pp1 (2.94) Yi=1 $to odgovara energiji monokomponentnog signala definisanog Hermitskom
funkcijom reda p1. Treba uociti da je uvedena notacija (pNypp2-11((ttnnii)))2 = z2(p1, p, tni) = a(tni, p1, N ), gdje su 2 tni
€ NA slucajne pozicije NA dostu(pnih odbirak)a. Pokazuje se da vazi E {a(tni, p1, N )} = a(p1, N ) = PNp31 . Sada (2.91)
postaje: a(p1,N)+ (N -1)D=1N, (2.95) dok se nepoznato D moze izraziti u oblikuD =1 -Na(p1,N) N (N - 1) (2.96)
Varijansa (2.90) razmatrane slu¢ajne promijenljive CO(p), p # p1 se sada mozZe zapisati u obliku: 6C20(p) = NAa(p1,N) +
NA(NA-1)D-NA2(N)2=NAa(p1,N)+NA(NA-1)T-Na(pl,N)NAN(N-1)-.(2.97) (N) Nakon
jednostavnog sredivanja prethodnog izraza, varijansa se predstaviti na sljedec¢i nacin: 6C20(p1) = NNN2(AN--N1A2) N
2a(p1,N) - 1=0N2 ZN Sti=1 ((WYNp-211((ttnnii)))2 1N (2) - 1 \ =oN2Pp1-1.(2.98))(N) Q/\‘Primjer 2.6.
Relacija (2.98), koja opisuje na koji nacin varijansa zavisi od pozicije p1 komponente signala u Hermitskom
transformacionom domenu je verifikovana i numericki. Rezultati su prikazani na slici 2.13 za slucaj signala duzine N =
200, sa NA = 120 dostupnih odbiraka. Numericki proracun varijanse je dobijen na bazi 5000 nezavisnih realizacija
signala sa slu¢ajno pozicioniranim nedostajuéim odbircima. 0.02 Varijansa DHT1 koeficijenata u funkciji od pozicije p0
Numericki rezultat Teorijski rezultat 0.015 V arijansa 0.01 0.005 0 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 pO0 Slika 2.13:
Varijansa na poziciji komponente signala, kao funkcija od indeksa p1 Kada je dostupno samo NA od ukupno N odbiraka,
ocekivani bias u amplitudi se moze kompenzovati sa NNA , dok ¢lan Pp1 moze biti estimiran na osnovu dostupnih
odbiraka na sljedeci nac¢in: NA pp21 (tni) 2 P7p1 = Yi=1 ( (N -1 (tni ))2 . (2.99) ) Koriséenjem ove estimacije, varijansa
Hermitskog koeficijenta CO(p) na poziciji komponente signala p = p1 u slu¢aju nedostajucih odbiraka moze se
aproksimirati na sljedeéi nacin: 6"C20(p1) = NAoN2P"p N (N 1 -1.) (2.100) Za amplitude A1 # 1, dobijene izraze za
srednje vrijednosti je potrebno pomnoziti sa A1, a dobijene izraze za varijanse je potrebno pomnoziti sa A21. Analiza
greske u detekciji komponente signala. Na osnovu predstavljene teorije o stohastickim karakteristikama Hermitskih
koeficijenata monokomponentnih signala rijetkih u DHT1 domenu, moguce je izvrsiti probabilisticku analizu greske u
detekciji Hermitskog koeficijenta koji predstavlja komponentu signala, odnosno njegovog razdvajanja od ostalih
koeficijenata. Prema Centralnoj grani¢noj teoremi, uspostavljeno je da je slu¢ajna varijabla CO(p) sa Gausovom
raspodjelom. Srednje vrijednosti i varijanse su razlicite za indekse p = p1ip # p1. Za p # p1 raspodjela je: N(0,oc2sN),
dok za p = p1 vazi raspodjela N(NNAA1,6C20(p1)). Izvedene statistiCke karakteristike koeficijenata izmed™u ostalog ¢e

posluziti u definisanju metoda za razdvajanje komponenti signala od Suma u transformacionom domenu indukovanog

https://app.ithenticate.com/en_us/report/42651459/similarity 40/142



12/27/2018 Similarity Report
nedostajuéim odbircima u signalu. Navedeni postupak se moze posmatrati kao detekcija komponente signala. U tu
svrhu, posmatra¢emo apsolutne vrijednosti slucajnih varijabli CO(p) za p = p1i p # p1. Apsolutna vrijednost slucajne
varijable C(p), p = p1 sa raspodjelom N(NNAA1,6C20(p1)) sa srednjom vrijednos$¢u (2.89) i varijansom (2.98) ima
,savijenu” normalnu distribuciju (engl. folded normal distribution): p(€) = 1V exp - (€ - NNA A1)2 (€ + NNA A1)2 6CO(p1)
21 ((20C20(p1) ) + exp - (20C20(p1) )), (2.101) gdje je slu¢ajna promjenljiva € = |C (p)|. Raspodiela je prikazana na
slici 2.14 (a). Na istoj slici prikazan je i numericki dobijen histogram, baziran na 20000 nezavisnih realizacija
jednokomponentnog signala rijetkog u Hermitskom domenu, sa slu¢ajno pozicioniranim nedostaju¢im odbricima.
Sluéajna varijabla koja korespondira Sumu u Hermitskom transformacionom domenu, C (p), p # p1, ima takod™e
normalnu raspodjelu N (0, oc2sN ). Njena aposolutna vrijednost, € = |CO(p)| p # p1 podlijeze tzv. polunormalnoj funkciji
gustine raspodijele (engl. half-normal distribution): \ n(€) = 2 €2 (2.102) ocsN v exp -20¢2sN ) 1, ( gdje je varijansa
oc2sN data izrazom (2.88). Navedena distribucija, sa eksperimentalno dobijenim histogramom (u istom eksperimentu
sa 20000 ponovljenih realizacija signala sa slu¢ajno pozicioniranim nedostaju¢im odbircima), prikazana je na slici 2.14
(b). Vjerovatnoéa da je slugajna promjenljiva € = |C (p)|, p # p1 manja od vrijednosti = je data formulom: Z VPN () =2V
exp - €2 m20c2sN ) d€ = erf V = (2.103) J0 ocsN ( (2ocsN ) . Ukupan broj Hermitskih koeficijenata koji ne odgovaraju
komponentama signala je N - 1. Raspodijela koeficijena.ta na poziciji p = p0 14 Monokomponentni signal, p0 = 149 (a)
Skalirani histogram 12 10 8 p(€),€ = |C(p0)| 6 42 0 0 0.2 0.4 0.6 0.8 Apsolutna vrijednost koeficijenta Raspodjela
koeficijenata na pozicijama p # p0 30 Skalirani histogram 25 Monokomponentni signal, p0 = 149 (b) 20 15n(€), € =
IC(p)l, p#p0105000.20.40.6 0.8 Apsolutna vrijednost koeficijenta Slika 2.14: Histogrami i funkcije gustine
raspodijele za Hermitske koeficijente monokomponentnog signala na: (a) pozicijama koje odgovaraju komponentama
signala (b) na ostalim pozicijama. Histogrami ((a) siva povrsina za koeficijent na poziciji komponente signala (b) plava
povrsina za koeficijent mimo pozicije signala) su simulirani sa NA = 120 od N = 200 dostupnih odbiraka, amplitudom AQ
=1, na bazi 20000 nezavisnih realizacija signala sa slu¢ajno pozicioniranim nedostaju¢im odbircima. Teorijski rezultati
su dobijeni koriséenjem iskrivljene normalne distribucije (2.101) racunate sa varijansom (2.98) i polunormalne
distribucije (2.102) sa varijansom (2.88). Vjerovatnoca da su N - 1 nezavisnih koeficijenata Suma manji od praga = je: N
-1PNN (2) = erf V = . (2.104) ( 20csN ) Vjerovatnoéa da je najmanje jedan Sumni koeficijent veéi od = iznosi PN L (Z) =
1 - PN N (2). U terminologiji standarde teorije detekcije, nulta hipoteza HO moze biti formulisana kao: C (p) je Hermitski
koeficijent koji odgovara ¢istom Sumu, odnosno, HO : C (p), p # p1 . Druga hipoteza moze biti formulisana u obliku: C (p)
je Hermitski koeficijent na poziciji signala, odnosno, H1: C (p), p + p = 1. Ako je vrijednost koeficijenta signala u opsegu
od € do € + d€ sa vjerovatno¢om x(€ )d€ , on nece biti detektovan ukoliko je najmanje jedan Hermitski koeficijent Suma
iznad vrijednosti € . Navedeno ¢e se desiti sa vijerovatno¢om PN L (€ )x(€ )d€ = (1 - PN N (€ ))x(€ )d€ . Razmatranjem
svih moguéih vrijednosti € , greska u detekciji ¢e nastupiti sa vjerovatnoéom « PE(1) = (1 - PNN(€))x(€)d€ [0 = N -1 =1
oCO(p1) 2mJO N (1 -erfVE(20csN) ) x [exp - ((€ - 2NNA A1)2 + exp 26C0(p1) ) ( - (€ 2+6C2NNOA(pA1)1)2 )] dE .
(2.105) Prethodna relacija je vjerovatnoca grese u detekciji Hermitskog koeficijenta koji predstavlja komponentu signala,
u jednokomponentnom signalu rijetkom u Hermitskom domenu sa sluc¢ajno pozicioniranim nedostajué¢im odbircima.
Buduci da je za jednokomponentne signale komponenta deterministicka (jednaka je svojoj srednjoj vrijednosti), moze se
izvesti jednostavna apoksimacija prethodnog izraza za gresku: PE(1) = 1 - erf YNNA AT N -1 (20csN ) . (2.106) Ovaj
aproksimativni izraz moze biti korigovan za 1.5 standardnu devijaciju komponente signala, uzimajuci u obzir ¢injenicu
da komponente signala koje su manje od srednje vrijednosti viSe doprinose veli¢ini greske u detekciji od komponenti
koje bi bile veée od srednje vrijednosti: PE(1) = 1 - erf NA A1 - 1.56C0(p1) N-1 N (¥ 2ocsN ) . (2.107) Vjerovatno¢a

laznog alarma (engl. false alarm probability, vierovatnoc¢a da je koeficijent Suma iznad praga =) data je izrazom: PFA(Z) =
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1-PNN(Z)=1-erfVZN-1,(2.108) (20csN ) dok vjerovatnocéa prave detekcije (engl. true detection probability,
vjerovatnoca da je koeficijent komponente signala iznad praga =) moce biti izracunata na sljedeci nacin: « PT D (Z) = (€
- NNA A1)2 (€ + NNA A1)2 (exp (- 20C20(p1) ) + exp - (26C20(p1) )) d€, (2.109) |= za zadati prag =. Za datu duzinu
signala N, ove vjerovatnoce su funkcije od broja dostupnih odbiraka NA, buduc¢i da se on pojavljuje u izrazima za
varijanse i srednje vrijednosti. Primjer 2.7. Na osnovu izraza PFA(Z) i PTD(Z) moze se izracunati tzv. ROC kriva (engl.
receiver operating characteristic). Neka se posmatra jednokomponentni signal duzine N = 200 sa jedinicnom
amplitudom A1 = 1. Variranjem praga 0 < = < 1 i racunanjem ROC krivih (prikaz PTD(Z) u funkciji od PFA(Z)) za razlicite
brojeve dostupnih odbiraka NA € {10,20,40,60}, dobijeni su rezultati prikazani na slici 2.15. Sum usljed kompresivnog
odabiranja nastaje kao posljedica nedostajucih odbiraka u samo jednoj komponenti signala, pa je stoga ocekivano da se
dekcija komponente u Hermitskom domenu moze uspjesno obaviti na osnovu malog broja dostupnih odbiraka, Sto je i
potvrd~eno prikazanim rezultatima. Ako se izracuna of PE(1) za razmatrane brojeve dostupnih odbiraka, dobija se
sljedeéi niz vjerovatnoca: PE(1)(NA = 10) = 0.44, PE(1)(NA = 20) = 0.16, PE(1)(NA = 40) = 0.01 and PE(1)(NA = 60) = 0.0.
Navedene vrijednosti su saglasne sa rezultatima sa slike 2.15. ,, True positive” vjerovatnoc¢a detekcije ROC krive u
detekciji komponente (logaritamska skala) 10-1 10-2 NA = 10 NA = 20 NA = 40 NA = 60 10-12 10-10 10-8 10-6 10-4 10-2
100 ,,False negative” vierovatnoc¢a detekcije Slika 2.15: ROC krive u detekciji komponente signala, prikazane za nekoliko
zadatih brojeva dostupnih odbiraka. Multikomponentni signali. Prethodnu analizu prosiri¢éemo na slucaj
multikomponentnih signala koji su rijetki u DHT1 domenu. Razmatrana slu¢ajna promjenljiva, za signal z(pl, p, tn) € Q
postaje K CO(p) = z(pl, p, tn) tnY ENA Y1=1 K = Al pp(tn)ypl(tn) tnY ENA S1=1 N (pN-1(tn))2, (2.110) i sada ima K
komponenti, gdje je pl € MK. Hermitski koeficijenti CO(p) imaju karakteristike Gausove slucajne varijable, sa srednjom
vrijednoscu koja je jednaka: K upCO(p) = AINA Y1=1 N &(p - pl), (2.111) gdje je p = pl € MK, buduéi da Sum uzrokovan
nedostajuéim odbricima u svakoj komponenti ima srednju vrijednost nula, $to je pokazano u analizi monokomponentnih
signala. Varijansa Hermitskih koeficijenata na pozicijama mimo komponenti signala jednaka je: NNA2N(N--N1A2) A2,
p #pl, pl € MK, K oC20(p) = oc2sN = (2.112) Y1=1 buduéi da u slu¢aju koeficijenata sa indeksima p # pl nedostajuci
odbirci iz svih komponenti izazivaju Sum koji se na ovim pozicijama sabira. Komponente Suma koje poticu iz razlicitih
komponenti signala su nekorelisane, i imaju srednju vrijednost nula. Budué¢i da se sabiraju slu¢ajne varijable sa
normalnim raspodjelama koje su nezavisne, njihove varijanse se sabiraju. Sa druge strane, na osnovu prezentovane
analize za monokomponentne signale, komponenta signala sa indeksomq =1, 2, ..., K, na poziciji p = pq € MK ima
varijansu 6"C20(pqg) = NNA2N(N--N1A2) N N A g2pi (tni) 2 [ NA A2q (3i=1 ((¢N -1 (tni))2) -1)] . (2.113) Dodatno,
Sum uzrokovan nedostaju¢im odbircima u preostalih K - 1 komponenti je takod™e prisutan na poziciji g-te komponente.
Navedeno znaci da, pored Suma uzrokovanog nedostaju¢im odbircima u posmatranoj komponenti signala sa indeksom
p = pq, i ¢ija je varijansa 6" C20(pq), na poziciji pq se sa tim Sumom sabiraju Sumovi uzrokovani nedostajué¢im odbricima
iz preostalih komponenti, ¢iji su indeksi p = pl € MK = {p1,p2,...,.pK}, p # pg. Ove slu¢ajne promjenljive su sa normalnom
raspodjelom, sa srednjim vrijednostima nula i sa varijansama: NNA2(N(N--N1A))A2l,1 # q,1 = 1,2,...,K. Zakljuéujemo da
je srednja vrijednost komponente signala na poziciji pq € MK jednaka AgQNNA, q = 1,2,...,K, dok je njena varijansa
definisana izrazom: 0C20(pg) = NN(N--NA1) P"p K 712q (Ng-1)+ A2I\ ,(2.114) | Sll=#1q | gdje je NAP™pq
=p2q (tni) 2i=1 ((PN-1(tni))2) . (2.115) 3 Moze se zakljuciti da koeficijent DHT1 na poziciji signala p = ppq € MK
predstavlja slu¢ajnu promjenljivu sa Gausovom raspodjelom, modelovanu kao N Aq NNA , 6C20(pq) . Koeficijenti koji
odgovaraju Sumu modeluju se slu¢ajnom varijablom( sa normalno)m raspodjelom N (0, oc2sN ), gdje je varijansa 6N2
data izrazom (2.112). Analiza greske u detekciji komponenti signala. Ekvivalentno prethodno analiziranom slucaju

monokomponentnog signala, moguce je izvesti vjerovatnoéu greske u detekciji Hermitskih koeficijenata koji odgovaraju
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komponentama mulikomponentnog signala, u uslovima kada postoje nedostajuéi odbirci u viemenskom domenu.
Pogresna detekcija komponente signala se desava kada je barem jedan Hermitski koeficijent Suma, sa pozicijap # pq, q
€{1,2,...,K}iznad koeficijenta na poziciji pq . Apsolute vrijednosti razmatranih slu¢ajnih varijabli C (pq ), pq € NKi C
(p), p # pl podlijezu polunormalnoj i iskrivljenoj normalnoj distribuciji, respektivno, kao $to je i prikazano na slici 2.16.
Slucajna varijabla € = |C (pq )| ima funkciju raspodjele (2.101), srednjom vrijedno$éu AQNNA,q=1,2,...,Ki
varijansom (2.114). Slu¢ajna varijabla koja reprezentuje koeficijente Suma € = |C (p)|, p # pq, ima srednju vrijednost nula
i varijansu (2.112), dok je njena funkcija raspodjele (2.102). Vjerovatno¢a da N - K nezavisnih koeficijenata Suma budu
manji od = data je sljede¢im Raspodijela koeficijenata na poziciji p = p1 2.5 Multikomponentni signal (a) Skalirani
histogram 2 f(€),€ = [C(p1)| 1.5p0=9p1=1211p2=109p3=1550.5000.511.52 2.5 3 Apsolutna vrijednost
koeficijenta Raspodjela koeficijenata na pozicijama p # pi 5 Multikomponentni signal (b) Skalirani histogram 4 n(€), v =
IC(P),p#Ppi,i=0,1,2,33p0=9p1=1212p2=109p3=1551000.511.52 2.5 3 Apsolutna vrijednost koeficijenta
Slika 2.16: Histogrami i funkcije raspodjele za apsolutne vrijednosti Hermitskih koeficijenata multikomponentnog
signala: (a) na poziciji jedne od komponenti signala (b) na pozicijama Suma. Histogrami ((a) siva povrsina za koeficijent
na poziciji signala i (b) plava povrsina za koeficijent na poziciji Suma) su simulirani za multikomponentni signal sa NA =
120 dostupnih od ukupno N = 200 odbiraka, gdje su amplitude komponenti A1 =1,A:2=3,A3 =4i A4 =2, na bazi
20000 nezavisnih realizacija signala sa slu¢ajno pozicioniranim dostupnim odbircima. Teorijski rezultati su dobijeni
koris¢enjem iskrivljene Gausove raspodjele sa estimiranom varijansom (2.114), odnosno polunormalne raspodijele sa
varijansom (2.112). izrazom: = N -K PN N (Z) = erf . (2.116) ( 20csN ) Sliéno kao u sluéaju monokomponentnog
signala, lako se pokazuje da je vjerovatnoca greske u detekciji q - te komponente signala u uslovima nedostajuc¢ih
obiraka u multikomponentnom signalu data izrazom:: = PE(q) 1 N -K\ 1 - erf ¥ € 6C0(pq) 2r JO ((20csN ) ) x [exp (- (€
2-0C2NNOA(pAqg)q )2 + exp ) (20C0 (pq ) - (€ + 2NNA Aq )2 )] d€ . (2.117) Uz iste pretpostavke kao u slucaju
monokomponentnog signala, ova greska moze biti aproksimirana izrazom: PE(q) = 1 - erf ( NNA AqV-207¢.5sNoC0(pq)
N -K) . (2.118) Numericka provjera izvedenih izraza Predstavljena teorija ¢e biti evaluirana kroz nekoliko numerickih
eksperimenata. Sproveden je vedi broj eksperimenata koji potvrd~uju izvedene izraze za srednje vrijednosti i varijanse
DHT1 koeficijenata kao sluc¢ajnih varijabli u kontekstu kompresivnog odabiranja, kao i izraza za vjerovatnoc¢u greske u
detekciji komponenti. Primjer 2.8. Na slikama 2.14 i 2.16 prikazani su histogrami Hermitskih koeficijenata C (p), na
pozicijama komponenti signala i na pozicijama Suma, za slu¢aj monokomponentnog i multikomponentnog signala,
respektivno. Histogrami su dobijeni na bazi 20000 realizacija signala sa slu¢ajno pozicioniranim nedostajué¢im
odbircima. Rezultati na slikama 2.14 i 2.16 numericki potvrd~uju kako izraze za varijanse i srednje vrijednosti u
razmatranim slucajevima, tako i prirodu odgovarajucih raspodjela Hermitskih koeficijenata kao sluéajnih varijabli. Detalji
eksperimenata predstavljeni su u sklopu caption-a slika. Primjer 2.9. Razmatra se monokomponentni signal rijedak u
DHT1 domenu sa jedinicnom amplitudom, definisan izrazom: x(tn) = pp1(tn). (2.119) U signalu je dostupno NA od
ukupno N odbiraka. Indeks p1 komponente signala u DHT1 domenu je variran izmed~u: * 0 i 199 za signal duzine N =
200; - 0 399 za signal duzine N = 400. Za svaku zadatu vrijednost p1, izvedeno je 7000 nezavisnih realizacija signala sa
NA slucajno pozicioniranih odbiraka u svakoj realizaciji, i na bazi njih je izraunata eksperimentalna vrijednost varijanse
072C0(p1) koeficijenta na poziciji p1. Numericki dobijena varijansa je upored~ena sa teorijskom cC20(p1) koja je data
izrazom (2.98), ali i sa aproksimativnim izrazom (2.100). MSE je sracunata usrednjavanjem rezultata dobijenih za 7000
posmatranih realizacija. Rezultati su prikazani na slici 2.17 (a) i (b), za dvije razmatrane duzine signala, respektivno.
Pored~enje je sprovedeno za razli¢ite vrijednosti brojeve dostupnih odbiraka: (a) izmed™u 2 i 200 sa korakom 10, i (b)

izmed~u 4i 400, sa korakom 20. Plava isprekidana linija sa tackama predstavlja srednju kvadratnu gresku izmed™u
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eksperimentalnog rezultata i teorijskog modela (2.98), dok odgovarajuéa crvena linija odgovara srednjoj kvadratnoj
gresci izmed~u eksperimentalnih rezultata i aproksimativnog modela (2.100), uz pretpostavku da p1 poznato. Moze se
uociti da su MSE vrijednosti 10-9, Sto potvrd~uje tacnost izvedenih teorijskih izraza. Primjer 2.10. Razmatra se
monokomponentni signal (2.119), za tri moguce pozicije komponente signala (a) p1 =1, (b) p1 =266 (c) p1 = 390.
Duzina signala je N = 400. Broj MSE u ra¢unanju varijanse 54321 0 x10-9 N =200 50 100 150 (a) 1.51 0.5 MSE u
racunaniju varijanse 0 x10-9 N = 400 (b) 50 100 150 200 250 300 350 Broj dostupnih odbiraka NA Broj dostupnih
odbiraka NA Slika 2.17: Srednja kvadratna greska u proracunu varijanse kori$¢enjem izraza (2.98) i (2.100), za
Hermitske koeficijente na poziciji komponente signala p1, za razli¢ite brojeve dostupnih odbiraka NA. Za posmatrano
NA, MSE je reacunata za sve moguce pozicije p1. Razmatrane su duzine signala: (@) N =200 i (b) N = 400. Za svaku
poziciju p1, numericke vrijednosti varijanse su sracunate na bazi 7000 nezavisnih realizacija signala sa slu¢ajno
pozicioniranim odbircima. dostupnih odibraka NA se variraizmed™u 1 i N . Za svaku zadatu vrijednost NA, varijansa
0C20(p) slucajne varijable CO(p) je izracunata numericki, na bazi 5000 nezavisnih realizacija signala, sa slu¢ajno
raspored”enim pozicijama nedostajucih odbiraka. Varijansa 62C0(p1) koja odgovara Hermitskim koeficijentima na
poziciji p = p1 komponente signala je racunata teorijski, po aproksimativnom izrazu (2.100), za svaku realizaciju signala.
Rezultati su usrednjeni na bazi 5000 realizacija, za vako zadato NA. Za varijanse 62C0(p1), rezultati su prikazani na slici
2.18 za: (a) p1 =1, (b) p1 =266 (c) p1 = 390. Znacajno poklapanje teorijskog i numerickih rezultata evidentno je za sve
razmatrane pozicije p1. Dodatno, varijansa oc2sN na pozicijama p # p1 Suma je evaluirana eksperimentalno za sve tri
razmatrane pozicije Hermitskog koeficijenta komponente p1. Za Hermitske koeficijente na pozicijama Suma, rezultati
numericke validacije izraza (2.88) prikazani su na slici 2.18 (d), potvrdujuéi da je ova varijansa nezavisna od razmatrane
pozicije komponente signala p1. Primjer 2.11. U ovom primjeru se vrsi evaluacija izraza (2.117) za vjerovatnocu greske u
detekciji Hermitskih koeficijenata koji odgovaraju komponentama signala, kao i odgovarajuéeg izraza za aproksimaciju
ove vjerovatnoce (2.118). Posmatra se signal duzine N = 200 sa K = 5 komponenti, zadat izrazom: K s(tn) = Alypl(tn)
(2.120) >1=1uz Al={1,0.7,0.5,0.3,0.2} i pl ={20, 54,94,162,192} zal =1, 2,...,K. Na slici 2.19 (a) prikazana je
vjerovatnoca greske u detekciji za svaku od komponenti signala posebno, racunata koris¢enjem izraza (2.117). Na istoj
slici prikazane su i krive odgovarajuc¢eg aproksimativnog izraza (2.118). Broj distupnih odbiraka NA je variran izmed™u 1
i 200. Horizontalna isprekidana x10-3 Koeficijent na poziciji p1 = 1 x10-3 Koeficijent na poziciji p1 = 266 8 (a) (b) V
arijansa 6 4 2 Teorijski rezultat Numericki rezultat 0 0 x 10-3 NA Koeficijent na poziciji p1 = 390 100 200 300 400 4 (c) V
arijansa 3 2 1 Teorijski rezultat Numericki rezultat 0 0 100 200 300 400 NA V arijansa 1 0.5 0 Teorijski rezultat Numericki
rezultat 0 100 200 300 400 NA x10-4Koeficijenti na pozicijama p0 # p1 (d) 6 V arijansa 4 Teorijski p1 =390 (num.) 2 p1 =
1 (num.) p1 =266 (num.) 0 0 100 200 300 400 NA Slika 2.18: Statisticka evaluacija izraza za varijansu Hermitskih
koeficijenata jednokomponentnog signala u funkciji od broja dostupnih odbiraka NA: (a)-(c) varijansa koeficijenata na
pozicijama komponenti signala, (d) prosjecna varijansa Hermitskih koeficijenata jednokomponentnog signala na
pozicijama Suma, p # p1, prikazana u sluCajevima tri razliCite pozicije komponenti p1. linija oznacava vjerovatno¢u
greske PE = 10-2. Moze se zakljuciti da se tacni i aproksimativni izraz u velikoj mjeri poklapaju za vjerovatnocu greske
od 10-2. Treba uoditi da slika 2.19 (a) specificira koliki je broj dostupnih odbiraka NA neophodan za uspjesnu detekciju
posmatrane komponente signala, sa zadatom vjerovatno¢om. na primjer, NA = 80 dostupnih odbiraka je dovoljno ya
detekciju komponente sa amplitudom A1 = 0.1, sa vjerovatno¢om greske u detekciji koja je bliska nuli. Isti broj odbiraka
je dovoljan za detekciju komponente sa amplitudom A2 = 0.7, sa vjerovatnoéom greske u detekciji koja je jednaka 10-2.
Takod~e, moze se zakljuciti da je za detekciju svih komponenti signala odjednom sa vjerovatno¢om 10-2 potrebno oko

NA = 176 dostupnih odbiraka. Posmatrane vjerovatnoce su takod™e eksperimentalno verifikovane. Broj dostupnih
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odibraka NA je variran izmed~u 1 i 200. Za svaku posmatranu vrijednost NA, vjerovatnoce greske u detekciji su racunate
na bazi 3000 realizacija signala sa slucajno pozicioniranim dostupnim odbircima. U svakoj realizaciji, i za svaku
komponentu signala, vrSeno je prebrojavanje pogresnih detekcija. Pogresna detekcija I-te komponente signala se
desava ako je najmanje jedan Hermitski koeficijent Suma (na poziciji mimo pozicija komponenti signala,p #pl,1=1, 2, ..
., K) ima amplitudu koja je jednaka ili ve¢a od amplitude | - te komponente signala, odnosno koeficijenta na poziciji p #
pl,I=1,2,...,K Brojpogresnih detekcija je zatim podijeljen sa brojem realizacija signala. Postupak je ponovljen za
svako posmatrano NA. Rezultati su prikazani na slici 2.19 (b). Moze se uociti velika vizuelna slicnost izmed™u teorijski
Vjerovatnoc¢a greske (a) 10-1 A4 =0.3 A5=0.210-2 10-3 A1=1 A2 = 0.7 A3 = 0.5 10-4 100 Vjerovatnoc¢a greske u
detekciji komponente signala i njena aproksimacija (teorija) Vjerovatnoca greske (b) 10-1 A4 = 0.3 A5=0.2 10-2 10-3
A1=1A2=0.7 A3=0.510-420 40 60 80 100 120 140 160 180 200 Broj dostupnih odbiraka NA 100 Vjerovatnoca greske
u detekciji komponente signala (numeri¢ki rezultat) 20 40 60 80 100 120 140 160 Broj dostupnih odbiraka NA 180 200
Slika 2.19: Vjerovatnoéa pogresne detekcije komponente signala, prezentovana u vidu funkcije od broja dostupnih
odbiraka signala NA: (a) vjerovatnoc¢a dobijena primjenom teorijskog izraza (2.117) i njegove aproksimacije (2.118), (b)
eksperimentalni rezultati. dobijenih krivih vjerovatnoca (a) sa krivima koje su dobijene numerickim putem (b). Primjer
2.12. Razmatra se signal sa nedostajuéim odbircima iz primjera 2.11. Posmatraju se razliiti brojevi nedostajuéih
odbiraka NA, koji se koriste za izracunavanje ocekivanih vjerovatnoc¢a greske u detekciji, prikazanih na slici 2.19: « NA =

56, koji obezbjed uje detekciju komponenti signala sa sljede¢im vjerovatno¢ama greske:

PE(1)=0,PE(2)=0. 0086, PE(3)=0. 8679, PE@4) =1, PE(5) 19

= 1. Navedeno znaci da ¢e prva i druga komponenta biti detektovane sa vjerovatnoéom vecom od 0.99, treca
komponenta ¢ée biti detektovana sa vjerovatnoéom od 0.13, dok Cetvrta i peta komponenta gotovo sigurno nece biti

detektovane. - NA = 108, pri c¢emu su vjerovatnoce greske u detekciji razli¢itih komponenti:

PE(1) =0, PE(2) =0,PE(3)=0. 0109, PE(4) =1i PE(5) 19

=1; + NA = 154, sa vjerovatno¢ama greske u detekciji:

PE(1) = 0, PE(2) = 0, PE(3) = 0, PE(4) =0. 00731 PE(5)=0. 19

9944; - NA = 176, sa odgovarajuc¢im vjerovatno¢ama greske u detekciji: PE(1) = 0, PE(2) = 0, PE(3) =0, PE(4) =0 i PE(5) =
0.0106. U ovom slucaju, u oko 99% realizacija signala sve komponente signala ¢ée biti uspjesno detektovane, odnosno,
biti iznad praga za detekciju T==iz (2.116).. 0.8 |C (p)| 0.6 0.4 0.2 NA =56 (a) 0 0 50 100 150 200 p 0.8 NA =154 (c) |C
()| 0.6 0.40.200 50 100 150 200 p 0.8 NA =108

(b) IC (p)| 0.6 0.4 0.2 0 0 95
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50 100 p 150 200 0.8 |C (p)! 0.6 0.4 0.2 NA =176 (d) 0 0 50 100 p 150 200 Slika 2.20: llustracija automatizovanog praga
za detekciju komponenti ¢iji je nivo diktiran brojem dostupnih odbiraka NA. DHT1 koeficijenti i probabilisticki prag
(razmatran detaljno u narednom odjeljku) prikazani su na slici 2.20 (a)-(d), za jednu realizaciju signala sa razli¢itim
brojevima nedostajuéih odbiraka NA. 2.4.2 Rekonstrukcija zasnovana na analizi uticaja nedostajucih odbiraka Detekcija
komponenti signala Uzimajuéi u obzir njenu vaznost, razmotrimo detaljno vjerovatnoc¢u (2.116) da je N - K koeficijenata
CS Suma u DHT1 domenu manje od neke zadate vrijednosti =. Ova relacija moZe pomoc¢i u definisanju praga sa slike
2.20 za razdvajanje komponenti signala (Hermitskih koeficijenata koji odgovaraju komponentama signala) od Suma. Na
osnovu izraza (2.116), za = = T ovaj prag se izvodi u obliku: T = 2ccsNerf-1 (PNN(T))N-K V' 1=+ 2ocsN erf -1 (PN N (T
)N 1,(2.121) () () gdje je PN N (T ) zadata vjerovatnoca. UoCava se da se nivo rijetkosti K moze zanemariti u
prethodnom izrazu, imajuci u vidu da je on, po definiciji u kontekstu kompresivnog odabiranja, mnogo manji od duzine
signala N (K « N). Prag se moze izracunati za bilo koju zadatu (zeljenu) vjerovatnoé¢u PN N (T ), kori$¢enjem varijanse
$uma definisane izrazom (2.112) Dodatno, funkcija erf (x) moZe biti aproksimirana na sljedeéi nagin: erf (x) = sgn(x)V1 -
exp -x2 1+ax2 4/m+ax2,(2.122) () saa=0.147,ix = V20TcsN . Posto vazi T= 0 i ocsN > 0 a posljedi¢no i x > 0,
zaklju€uje se da je uvijek zadovoljeno sgn(x) = 1. Tada se iz (2.122) dobija: (PN N(T))N=1-exp-x21 14 +ax2.
(2.123) V(1 + ax2 ) Primjenom operacije log(-) na obije strane prethodne jednacine, nakon preured”ivanja izraza se
dobija:ax4++alog1-(PNN(T))Nx2+log1-(PNN(T))N2=0.42(2.124) (n()) () Ova jednacina se rjesava
uvod~enjem smijene t = x2, i postoji samo jedno pozitivnp rjesenje (od ukupno cetiri rjeSenja), koje izraz zaprag: 2 T =
ocsN1a Fn -4-alL+4(m+al-4alL, )ﬂ (2.125) ( fodnosno aproksimaciju izraza (2.121) pogodnu za
hardverske realizacije, saL =log 1 - (PN N (T)) Nia=0.147. 2 () Algoritmi za rekonstrukciju zasnovani na izvedenom
pragu Dosadasnja analiza moze posluziti kao osnov za definisanje algoritama za rekonstrukciju signala rijetkih u DHT1
domenu, koji imaju nedostajuce odbirke. Navedeni algoritmi su insipirisani OMP odnosno MP pristupima rekonstrukciji, i
imaju za cilj povecéavanje efikasnosti procesa rekonstrukcije. Prag T se koristi za odred~ivanje pozicija K = {p1, p2, ...,
pK } komponenti signala u DHT1 domenu. Problem pronalazenja rjeSenja koje predstavlja DHT1 reprezentaciju signala
koja ima najmanji moguci stepen rijetkosti (i koji odgovara vrijednostima nedostajucih odbiraka, pod uslovom da je
signal rijedak, tj. K « N ) formalno se definie u obliku: min IICII0 pod uslovom y=AC. (2.126) Kao $to je ve¢ naglaseno,
budu¢i da ,£0-norma” ne moze biti koriséena u direktnoj minimizaciji, navedeni optimizacioni problem se, u kontekstu
brojnih procedura za rekonstrukciju, preformuliSe koriS¢enjem £1-norme, otvarajuéi mogucnosti za primjenu Algoritam 6
Rekonstrukcija postavljanjem praga u DHT1 domenu (jednoiterativni postupak) Input: » Vektor mjerenjay « Mjerna
matrica A 1:a < 0.147 2. PN N (T ) < 0.99 < Zadata vjerovatno¢a da DHT1 koeficijenti Suma budu ispod praga 3: L «
log1-(PNN(T))N24:C0« A-(1y) < Racuna se inicijalna DHT1 estimacija 5: ocsN < NNA2N(N--N1A2) N-1 A
ICO(p)I2 N < Izraz N K N N A Np=-01 |CO(p)|2 aproksimira I=1 A2 1V p=03 ¥ 5 67:: TN K—«—ocsaNrg\{|aC0-|>r4
-TYaL + ( + aL<)P2r-ag4oamLse biraju <koPerafigcisjeenrtaitkuonmapnoanoesnntoivsiugnoacsINa 1 4 (1) 8: AK «—
A(;, M"K) < Matrica AK sadrzi kolone matrice A indeksima IN"K 9: CK < ATKAK -1ATKy < Izraz ATKAK -1ATK
predstavlja pseudoinverziju matrice AK 10: CTz(k) (« CK)(k), k e M"K, 0, k €/ M"K () { Output: - Vektor rekonstruisanih
koeficijenata CTz linearnog programiranja i drugih tehnika. Sa druge strane, ukoliko je poznat set pozicija
transformacionih koeficijenata koji reprezentuju komponente signala, odnosno ukoliko je na adekvatan nacin estimiran
u okviru skupa M"K od K< K" < N elemenata, tako da je zadovoljeno MK € N"K, card N"K < NA uz K « N, rekonstrukciju
je moguce posti¢i pseudoinverzijom: { } CK = ATKAK -1ATKy, (2.127) koja je jedan od kljuénih momenata u mnogim

rekonstrukcionim pristupima (predstavlja () optimalno rjesenje u srednjem kvadratnom smislu). Matrica AK predstavlja
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podmatricu matrice A, sa izostavljenim kolona koje odgovaraju pozicijama nedostajuéih odbiraka p €/ M"K. Procedure
za rekonstrukciju zasnovane na pragu su predstavljene algoritmima 6 (postupak za rekonstrukciju zanovan na jednoj
iteraciji) i 7 (iterativni postupak za rekonstrukciju). Rekonstrukcija u jednoj iteraciji adekvatno postavljenim pragom, koji
je zasnovan na prethodnoj teoriji, moze biti primijenjen u slu¢aju kada su amplitude komponenti signala Al,1=1,2,.. .,
K relativno bliskih vrijednosti. Iterativni algoritam se moze smatrati njegovom generalizacijom. Princip rada
predstavljenih algoritama je baziran na MP (engl. matching pursuit) pristupima rekonstrukciji, kao $to je, na primjer,
OMP. lterativna forma algoritma se zapravo moze smatrati OMP generalizacijom, koja smanjuje broj iteracija ovog
algoritma bazirajuéi Algoritam 7 Rekonstrukcija postavljanjem praga u DHT1 domenu (iterativni postupak) Input:
Vektor mjerenja y « Mjerna matrica A « Zahtijevana taénost 6 1: [1"K < @ < Skup estimiranih pozicija komponenti; na
pocetku je prazan 2: e «— y < Vektor greske na pocetku je jednak vektoru dostupnih odbiraka 3: a < 0.147 4: PN N (T ) «
0.99 < Zadata vjerovatno¢a da DHT1 koeficijenti Suma budu ispod praga 5: L < log 1 - (PN N (T )) N 2 6: while lle(l22 >
6do) 7:CO«+ A-1e 8: acsN < NNA2N(N--NT1A2) N-1 A|CO(p)I2 N N < Izraz N N A Np=-01 |CO(p)|2 aproksimira I=1 K
A12Vp=03 Y ¥ 9: TN K——ocsM NKVua ar-g{r4|C-0a|L>+T V}( 1 4 (T + aL 2 - 4aL < Prag se raéuna na osnovu
ocsN 10:) ) 11: AK < A(,M°K) CK — ATKAK -1ATKy < Izraz ATKAK -1ATK je pseudoinverzija matrice AK < Matrica AK
sadrzi kolone matrice A indeksima NM"K 12: 13: yK — AK CK 14: e «—y - yK () () 15: end while 16: CTz(k) «— CK(k), k €
MN°K, {0, k €/ M"K Output: « Vektor rekonstruisanih koeficijenata CTz detekciju komponenti signala adekvatnim izborom
praga. Stoga, na ovom mijestu ¢e biti napravljena paralela izmed™u ova dva pristupa. Neka je na pocCetku algoritma
uveden signal greske, i inicijalizovan elementima vektora dostupnih odbiraka, e = y. U OMP algoritmu, pozicija prvog
elementa u skupu N"K se estimira kao pozicija maksimuma u vektoru CO = A-1e, koji zapravo predstavlja DHT1 signala
Cije su nedostajuce vrijednosti postavljene na nulu: p"1 < arg max {|CO[}. Ovaj indeks se dodaje u inicijalno prazni skup
M°K = {p~1}. Zatim se formira pacijalna matrica odabiranja A1 = A(;, p"1) (2.128) uzimanjem samo kolone matrice A koja
ima indeks p~1. Prva komponenta se dobija rjeSavanjem linearnog sistema mjernih jednacina, koris¢enjem
pseudoinverzije: C1 = AT1 A1 -1AT1y (2.129) U sljede¢em koraku, odred~uju se odbirci signala y1 = A1C1. Ukoliko vazi
e =y1,tada () je stepen rijetkosti trazenog signala 1, i C1 predstavlja rjesenje problema. Ukoliko navedeni uslov nije
ispunjen, tada se estimirana komponenta oduzima od vektora e, formirajuci signal e1 = e - y1. Nakon ovog koraka, vrSi
se estimacija pozicije sljede¢e komponente. Prvo se izraCunava novi vektor CO = A-1e1 i odred uje pozicija druge
komponente p“2 «— max {|CO[}. Nakon toga, formira se skup pozicija "K ={p~1, p"2}. Pseudoinverzija racuna se za
drugu parcijalnu matricu C2 = AT2 A2 -1AT2y () (2.130) A1 = A(;, 1"K) (2.131) sa dvije kolone iz matrice A koje
odgovaraju pozicijama detektovanih komponenti. Nakon odred~ivanja y2 = A2C2 izracunava se vektor e2 = e - y2.
Ukoliko je to vektor-nula, tada je pronad~eno rjesenje, i algoritam se zaustavlja. Ukoliko nije, proces se iterativno
nastavlja, sve dok se ne dobije y = 0, ili neki prihvatljivi nivo greske, odred”en zadatom tacnoséu 6. Prethodno opisani
princip rada OMP algoritma se koristi i u algoritmima 6 i 7. Teorijska analiza prezentovana u ovoj sekciji omogudila je
promjenu kriterijuma za detekciju komponenti. Naime, detektovanjem seta komponenti, broj iteracija OMP algoritma je,
u opstem slucaju, znacajno smanjen. Kao $to je ve¢ naglaseno, u slucaju kada komponente imaju relativno bliske
vrijednosti amplituda, algoritam 6 obezbjed uje rekonstrukciju u samo jednoj iteraciji, buduci da se predloZeni prag T
koristi u kriterijumu M"K < arg {|CO| > T } koji ¢e rezultirati skupom M"K koji sadrzi pozicije svih komponenti. Ukoliko
ovakav oblik detekcije nije mogu¢, kao, na primjer, u sluc¢aju kada su neke amplitude komponenti znacajno manje od
ostalih, moze se koristiti algoritam 7. On obezbjed uje detekciju pozicija komponenti u blokovima (sve komponente
iznad trenutne vrijednosti praga ¢e biti detektovane istovremeno). Stoga, moze se smatrati varijacijom CoSaMP

algoritma. Glavna prednost predstavljenih algoritama u odnosu na klasi¢ne algoritme iz konteksta kompresivnog
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odabiranja jeste redukovani broj iteracija. Na ovom mjestu je vazno napomenti da se, u slu¢aju kada je nemoguée
postici zadati nivo tacnosti, moze dodati i uslov koji ¢e ograniciti moguci broj iteracija algoritama, kako ne bi doslo do
stvaranja beskonacnih petlji. Rekonstrukcija UWB signala Uzimajuéi u obzir njihovu relevantnost u komunikacionim,
radarskim i drugim primjenama, razmotri¢emo rekonstukciju UWB signala u kontekstu kompresivnog odabiranja. Model
UWB signala uveden je u primjeru 2.2, gdje je navedeno da usljed Cinjenice da je talasni oblik ovih signala usko povezan
sa Gausovim funkcijama i njihovim izvodima, ovi signali imaju potencijal za rijetku, odnosno visoko koncentrovanu,
reprezentaciju u Hermitskom transformacionom domenu, za razliku od DFT domena u kojem imaju Sirok frekvencijski
opseg. lzucavanje ove vrste signala u kontekstu obrade rijetkih signala prezentovano je u. Sparsifikacija, odnosno,
povecanje stepena rijetkosti, bila je predmet proucavanja u. Primjena kompresivnog odabiranja u raznim aspektima
radarskih signala i sistema: estimacija kanala, dizajn talasnih oblika, obrada radarskih slika (engl. radar imaging)
predmet su skorasnijih istrazivanja. Primjer 2.13. Efikasnost predloZenih algoritama za rekonstrukciju, testirana je na
realnom UWB signalu iz baze razmatrane u primjeru 2.2. Razmatrani signal je dobijen pri testiranju UWB radara na 1.3
GHz, u eksperimentu koji je detaljno opisan u, i dostupan je online. Prvih N = 165 odbiraka iz fajla sa nazivom
ACW7FDA45.dat koji je dio razmatrane baze signala. Signal je reodabran, tako da su odbirci dostupni u tackama koje
odgovaraju nulama Hermitskog polinoma reda N, primjenom sinc interpolatora i adekvatnog faktora skaliranja,
kori$éenjem relacije (2.33). Nakon toga, razmatran je scenario sa samo NA = 55 (33.33%) dostupnih, slu¢ajno
pozicioniranih odbiraka. Imajuéi u vidu izraz (2.117) za vjerovatno¢u greske u detekciji komponenti, odred"eno je da je
sa zadatim brojem dostupnih odbiraka moguce rekonstruisati sve komponente signala, tako da vjerovatnoéa greske u
detekciji komponenti bude manja od 10-2 za sve komponente. Rezultati rekonstrukcije su prikazani na slici 2.21.
Rekonstrukcija je sprovedena kori§¢enjem Algoritma 7. Originalni signal i mjerenja prikazani su na slici 2.21 (a).
Rekonstrukcija je sprovedena u samo 4 iteracije posmatranog algoritma. DHT1 koeficijenti tokom ovih iteracija, kao i
teorijski prag inkorporiran u sklopu algoritma prikazani su na slici 2.21 (b)-(e). Rezultati rekonstrukcije u vremenskom
domenu su prikazani na slici 2.21 (f) gdje je rekonstruisani signal upored~en sa originalnim (sa svim dostupnim
odbircima), dok se njihovo pored~enje u Hermitskom transformacionom domenu Tabela 2.2: Pored”enje procesa i
rezultata rekonstrukcije realnog UWB signala primjenom Algoritma 7 i OMP algoritma, za razliCite vrijednosti NA, sa
stanovista: srednje kvadratne greske (MSE), vremena izvr§avanja algoritama i prosjecnog broja iteracija. MSE NA
Algoritam 7 OMP Vrijeme izvr§avanja Algoritam 7 OMP Prosjecni broj iteracija Algoritam 7 OMP 30 10.02 dB 9.05 dB
0.007 s 0.006 s 48.49 29.83 50 3.63 dB 3.38 dB 0.008 s 0.015 s 27.10 40.91 70 -5.18 dB -5.35 dB 0.003 s 0.008 s 9.31
22.77 90-21.08 dB-12.81 dB 0.001 s 0.003 s 4.70 14.61 110 -268.80 dB -31.65 dB 0.0016 s 0.0018 s 4.08 12.15 130
-270.09 dB -270.83 dB 0.0017 s 0.0019 s 3.68 12.00 moze vidjeti na slici 2.21 (g). Mali broj iteracija postignut je
zahvaljujuci blokovskoj detekciji pozicija komponenti. Rezultuju¢a srednja kvadratna greska (MSE) izmed™u originalnog i

rekonstruisanog signala je 2.1451-10-27, odnosno, -266.66 dB. Vrijeme izvrSavanja je testirano na laptopu sa
Intel(R) Core( TN) i7-6700HQ CPU @2.60 GHz procesoromi 8 GB RAM-

a. Algoritam za rekonstrukciju je izvrSen u softverskom paketu MATLABoR R2015a. Vrijeme izvrSavanja je 0.0156
sekundi. Primjer 2.14. Razmatra se rekonstrukcija eksperimentalnog UWB signala iz primjera 2.13. Navedeni signal je
rijedak u DHT1 domenu, med~utim, postoji odred™eni broj nenultih odbiraka sa jako malim vrijednostima. Od ukupno N =
165, dostupno je samo NA slu¢ajno pozicioniranih odbiraka, gdje je NA = {30, 50, 70, 90, 110, 130}. Rekonstrukcija je

https://app.ithenticate.com/en_us/report/42651459/similarity 48/142


https://app.ithenticate.com/en_us/report/42651459/similarity?source=594928288&id=86650&node=37&dsc=1&dn=11cee81a464f6a67a334325c7055af78fc0a17fa82e26359b89094935145afbdffd713c48008788cbedd061afc978d70438eec56be9864d2c7fdea4a599516c7

12/27/2018 Similarity Report
izvrSena koriS¢enjem predlozenog Algoritma 7, kao i klasicnog OMP algoritma. U ovom primjeru je izvrSeno pored~enje
njihovih performansi. Kao kriterijum zaustavljanja u oba algoritma, koriscen je stepen tacnosti 6 = 10-13. Maksimalan
broj iteracija u oba algoritma je limitiran na 50, u slucaju kada zahtijevanu ta¢nost nije moguce postiéi. Pored"enje sa
stanovista rekonstrukcione srednje kvadratne greske, vremena izvr§avanja i prosjecnog broja iteracija predstavljeno je u
tabeli 2.2. Rezultati su dobijeni na osnovu usrednjavanja na bazi 500 nezavisnih rekonstrukcija signala sa slu€ajno
pozicioniranim dostupnim odbircima. Iz tabele je jasno uocljivo da je smanjenje broja iteracija i krace vrijeme
izvrSavanja, uz zadovoljavajuéi nivo ta¢nosti, kod predlozenog Algoritma 7 u odnosu na OMP postoji dok god su
ispunjeni uslovi za rekonstrukciju, odnosno za NA = 50 u ovom primjeru. Navedene prednosti postaju manje evidentne
kada se broj dostupnih odbiraka NA priblizava duzini signala N, zbog toga Sto su slabije komponente postaju manje
izlozene Sumu nastalom usljed nedostajucih odbiraka. 2.4.3 Veza sa indeksom koherentnosti Pretpostavimo da se
rekonstrukcija vrsi MP klasom algoritama, na primjer, OMP algoritmom. U najgorem mogucéem slucaju, uticaj drugih
komponenti na detekciju najjace komponente bi¢e najveci kada svih K komponenti imaju jednake amplitude (bez

gubljenja . UWB signal i mjerenja 1 Amplituda 0.5 Signal (a) Mjerenja 0-0.5-1 20 40 60 0.6 DHT1 koeficijenti - 1. iteracija

(b)IC (p)|0.40.200. 04|C(p) O. 118

02 0 50 100 150 p DHT1 koeficijenti - 3. iteracija (d) 80 100 120 140 160 n 0.1 DHT1 koeficijenti - 2. iteracija (c) IC (p)I
0.050 050100 150 p 0.01 DHT1 koeficijenti - 4. iteracija (e) |IC (p)| 0.0050 0 0 50 p 100 150 0 50 Rezultat rekonstrukcije
u vremenskom domenu p 100 150 Amplituda -0.5-1 1 0.5 0 (f) Original Rekonstrukcija 20 40 60 80 100 120 140 160 n
Rezultat rekonstrukcije u Hermitskom transformacionom domenu 1 (g) DHT1 originalnog signala (svi odbirci) |C (p)|
DHT1 rekonstruisanog signala 0.5 0 0 20 40 60 80 100 120 140 160 p Slika 2.21: Rekonstrukcija UWB signala: (a)
originalni signal i dostupna mjerenja (crvene tacke), (b)-(e) proces detekcije komponenti tokom 4 iteracije, sa adaptivnim
pragom (horizontalna crvena linija), (f) originalni i rekonstruisani signal, (g) pored~enje Hermitskih koeficijenata
originalnog signala (sa svim dostupnim odbircima) i rekonstruisanog signala. opstosti - amplitude jednake jedinici).
Pretpostavlja se da je dostupno samo NA od ukupno N odbiraka signala. Srednja vrijednost posmatrane komponente je
NNA . Indeks koherentnosti za matricu AT A definisan je sljedec¢im izrazom: N N A p = max Al pp(tni)yppl(tni) NA
i=>1,p#pl N (pN-1(tni))2,1=1,2,...,K. (2.132) Sa druge strane, kompone|nta na poziciji p koja odgovlara Sumu u
DHT1 domenu usljed nedostajucih odbiraka, odnosno, za ¢iju poziciju vazi p €/ Mk, moZe biti zapisana u sljedec¢oj formi:
NA Q(p, pl) = n=31,p#pl N (pN-1(tn))2 Ai pp(tn)ypl(tn). (2.133) Ocigledno je da se moze uspostaviti relacija sa
indeksom koherentnosti. Ukoliko se Sum koji potice od nedostajucih odbiraka u svim komponentama sabira na poziciji
koja ne odgovara komponentama, odnosno, p # pl, tada koeficijent Suma na posmatranoj poziciji ima najve¢u moguéu
vrijednost. K max |Q(p, pl)l = K NA N p (2.134) Posmatrajmo sada poyiciju komponente signala p = pl € MK . Posmatrana
komponenta ¢ée biti oSte¢ena Sumom koji poti¢e od nedostajuéih odbircima iz preostalih K - 1 komponenti. U najgorem
moguéem slucaju, sve ove komponente Suma se sabiraju, i to u suprotnom smjeru od srednje vrijednosti signala (u
posmatranom sluc¢aju NNA , u opstem slucaju Al NNA ). Pretpostavljajuci najve¢u moguéu vrijednost Suma K max |np|,
rezultujuca, najgora moguca vrijednost koeficijenta signala je min {cpl } = NA - (K - 1) max |[np| = NAN N - (K- 1) NAN
M. (2.135) Posmatrana komponenta signala moze biti detektovana ako je veéa od najveéeg koeficijenta Suma: NA N - (K
- 1) u>KNANAN N p. (2.136) Ovaj izraz se moze preurediti u poznati uslov za rekonstrukciju, zasnovan na sparku
posmatrane matrice [61]: K< 1+ 112 p, (2.137) () koji predstavlja dobro poznati rezultat u kontekstu teorije
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kompresivnog odabiranja. 2.4.4 Uticaj aditivnog Suma i rekonstrukcija zaSumljenih signala Dosadasnja analiza u ovoj
sekciji podrazumijevala je da mjerenja nijesu zahvacena eksternim aditivnim Sumom. Buduéi da je Sum uobicajen u
prakticnim aplikacijama, u ovom odjeljku ¢e prethodna analiza biti proSirena na signale koji su zahvaceni aditivnim
Sumom. Pretpostavimo da su mjerenja zahvaéena bijelim Gausovim Sumom varijanse og2. U takvom slucaju, ukupna
smetnja u transformacionom domenu uzrokovana je i eksternim Sumom i Sumom usljed nedostajucih odbiraka. U
prethodnoj sekciji je pokazano da varijansa je aditivnog Suma u DHT1 domenu u srednjem zadata izrazom (2.56): 6 2e =
No2e2 Yn=1 p2N-1(tn) N 1 = £(N)oe2, dok je tacna varijansa definisana kao (2.55): ce2(p) = Nog22 Y n=1
[WNp-p2(1(tntn))]4 =y (p, N) 02¢. N (2.138) (2.139) koja je u cilju boljeg naglasavanja njenog porijekla oznacena sa ce2
u okviru ove sekcije. Buduéi da su posmatrane slucajne varijable Gausovske prirode i med usobno nekorelisane,
koeficijenti Suma u DHT1 domenu u uslovima nedostajuéih odbiraka i aditivhog eksternog Suma imaju sljedecu totalnu
varijansu: Y1=1 (54) pri cemu &(N) = N12 Nn=1p-N2-1(tn) ne zavisi od pozicije koeficijenata, dok y(p,N) =1 N N2 n=1
[wNy-p2(1t(ntn))]4 zavisi.y Kakobisezadrzalaistavjerovatno¢aPNN (T)daN K nezavisnih - oT2 (p) = oc2sN + ce2(p) =
NNA2N(N--NT1A2) K A2l + ce2(p), (2.140) koe} ficijenata Suma bude manje od praga = = T, koji je dat izrazom (2.121),
sljededi uslov treba da bude zadovoljen: NNA2(N(N--N1A)) I=1 A2l K NNi(2N(N--N1i)) KI=1Y A2l + ce2(p) =1 (2.141)
Aproksimacija izraza Kl=1 A2l se moze jednostavno dobiti na bazi dostupnih odbiraka, > koriS¢enjem K =1 A2l = NNAY
Np=-01 c2p, stoga, taj izraz se moze smatrati poznatim. Za zadatu duzinu signal} aN , dostupni bry ojodbiraka NA i
varijansu eksternog Suma og2 , moze se odrediti Ni koje reprezentuje povecéanje broja mjerenja (dostupnih odbiraka),
neophodno da se u prisustvu Suma zadrzi ista vjerovatno¢a PN N (T ), koja je vazila u slu¢aju kada eksternog aditivnog
Suma nije bilo. U cilju postizanja optimalnih rezultata prilikom rekonstrukcije signala zasumljenog aditivnim bijelim
$umom varijanse og2, prag (2.121) moze biti zamijenjen nelinearnim pragom T (p) = 20T (p)erf -1 (PN N (T)) M~V 1,
(2.142) () ili se u okviru oT (p) moze koristiti prosjecna varijansa o”e2 koja je nezavisna od pozicija p u DHT1 domenu.
Ulazni odnos signal-Sum (SNR), za signal sa aditivnim Sumom i u slu¢aju kada su svi odbrici prisutni jednak je:

SNR=10log

n=1 x (tn))2N Ex >n=1| € (in)]2N 109

=10 log E (2.143) € gdje je Ee = Nog2 i Ef = Nn=1|x(t3n)|2. Komponente signala u DHT1 domenu imaju srednju
vrijednost NNAAI, | > TK. U procesu rekonstrukcije, koeficijenti koji odgovaraju
komponentamasignalasupojacanizafaktor NNA.PretpostavljajuciuspjeSnuCSrekonstrukciju,
koeficijentkomponentesignalapostajejednakoriginalnojvrijednosti,odnosnoonojvrijednosti koju bi imao kada su svi
odbirci signala dostupni. Ako u NA mjerenja postoji mali aditivni Sum varijanse oe2, tada u jednom koeficijentu inicijalne
DHT1 (racunate uz pretpostavku da nedostajuci odbirci imaju vrijednosti jednake nuli) varijansa Suma se mnozi sa NNA
. Energija aditivnog Suma ¢e biti uve¢ana za NA u svakom nenultom koeficientu rekonstruisanog N 2 signala. Buduci da
uspjesna rekons(trukc)ija daje tacno K nenultih DHT1 koeficijenata koji odgovaraju komponentama signala, pri ¢emu je
preostalih N - K koeficijenata jednako nuli, energija Suma ostaje prisutna samo u K nenultih koeficijenata. Odnos signal-
$um u rekonstruisanom signalu je stoga jednak: N SN Rr = 10 log n=1 [x(tn)|2 = 10 log Ef KYNNA NNA o€2 2 NKA Eg ()
To znaci da je inicijalni SNR povec¢an za -10 log (K/NA): SNRr=SNR - 10 log K ( NA) (2.144) (2.145) buduc¢i da je K <
NA. Vazno je naglasiti da navedeni rezultat vazi u prisustvu slabog aditivhog Suma u mjerenjima, odnosno kada je
moguca rekonstrukcija K nenultih komponenti signala. To takod™e znaci da predstavljeni algoritmi mogu biti primijenjeni
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u svrhu redukcije aditivnog Suma namjernim smanjivanjem broja dostupnih odbiraka signala. Naime, ukoliko se pri
rekonstrukciji koristi najmanje moguce K, zaostali aditivni Sum ¢e biti nakon rekonstrukcije prisutan u samo K
koeficijenata selektovanih algoritmom. Navedeni zakljucci ¢e biti numericki verifikovani u okviru ove sekcije. Numericki
rezultati Primjer 2.15. Razmatra se zasumljeni signal definisan sljede¢im izazom: K x(tn) = Alypl(tn) + g(tn), (2.146) >1=1
koji je rijedak u DHT1 domenu, koji ima K = 6 komponenti sa amplitudama A1 =2,A2=-3,a3=2.7,A4=2.1,A5=21,
A6 = 1.4, na pozicijama p1=0,p2=1,p3=3,p4=6,p5=7ip6 = 18. Signal je zaSumljen aditivnim bijelim Gausovim
Sumom, tako da je rezultujuci odnos signal-Sum SNR = 7 dB. Iz signala je odabrano NA = 54 sluc¢ajno pozicioniranih
odbiraka, od ukupno N = 128 (42.19%). Rekonstrukcija je obavljena u samo dvije iteracije algoritma 6, sa modifikovanim
nelinearnim pragom (2.142). Rezultati rekonstrukcije su prikazani na slici 2.22. Inicijalna MSE izmed™u originalnog
(nezasumljenog) i zasumljenog signala od -11.67 dB primijenjenom rekonstrukcijom je smanjena za oko 12 dB.
Rezultuju¢a MSE izmed~u originalnog (nezasumljenog signala) i rekonstruisanog signala iznosi-23.66 dB. Ovaj primjer
ilustruje Cinjenicu da je moguce smanjivanje nivoa Suma redukovanjem broja mjerenja, Sto je u skladu sa relacijom
(2.145). Zasumljeni signal i dostupni odbirci (mjerenja) prikazani su na slici 2.22 (a), proces biranja komponenti
primjenom nelinearnog praga u DHT1 domenu prikazan je na slikama 2.22 (b) i (c), rezultat rekonstrukcije je upored~en
sa originalnim nezasumljenim signalom na slici 2.22 (d), dok je pored~enje ovih rezultata u DHT1 domenu prikazano na
slici 2.22 (e). Primjer 2.16. Razmatra se signal (2.146) sa K = 3 komponente, ¢ije su amplitude A1=1A2=0.9i A3 =0.6.
Pozicije komponenti pl | = 1, 2, 3 biraju se slu¢ajno sa uniformnom raspodjelom iz skupaple Nk ={1,2,...,N-1}.
Varijansa aditivnog bijelog Gausovog Suma £(tn) je oe2 = 0.1, dok je (ulazni) SNR za sve dostupne odbirke SN Ri = 7.67
dB. Izlazni prosjecni SNR, odnosno odnos signal-Sum nakon rekonstrukcije, dat izrazom (2.145) je evaluiran
eksperimentalno. Numericki rezultat za rezultujuci odnos signal-Sum dobijen je na bazi 500 usrednjavanja rezultata
rekonstrukcije (dobijenih primjenom OMP algoritma) za signale sa slu¢ajnim pozicijama dostupnih odbiraka, slu¢ajnim
Sumom g(tn) i slu¢ajnim pozicijama komponenti pl. Odnos signal-Sum rekonstrukcije je u svakoj realizaciji racunat na
bazi N rezultujucih odbiraka. Rezultati su prikazani u tabeli 2.3, za nekoliko razli¢itih brojeva dostupnih odbiraka (500
eksperimenata je ponovljeno za svaku zadatu vrijednost NA). Moze se uociti da postoji veliko poklapanje teorijskih i
eksperimentalnih rezultata, Sto potvrd~uje validnost relacije (2.145). 2.4.5 Analiza rekonstrukcije signala koji nijesu
rijetki Ukoliko se izvrsi rekonstrukcija signala koji nije rijedak u DHT1 domenu pod pretpostavkom da je rijedak, i to sa
stepenom rijetkosti K, doc¢i ¢e do greske u rekonstrukciji, Zasumljeni signal i mjerenja 6 (a) Zasumljeni signal Amplituda

4 Mjerenja 2 0-2 20 40 60 80 100 120 n DHT1 koeficijenti - 1. iteracija DHT1 koeficijenti - 2. iteracija 1.5 (b) 0

5()Ic (I1 Ic (pl 0. 4 0. 3 0. 5 0. 2 0.10 86

02040608010012000 2040 6080100 120 p p Rezultat rekonstrukcije u vremenskom domenu (d) 4 Amplituda 2 0
Originalni signal Rekonstruisani signal 20 40 60 80 100 120 n Rezultat rekonstrukcije u Hermitskom transformacionom
domenu 3 (e) DHT1 kompresivno odabranog zasumljenog signala DHT1 originalnog nezasumljenog signala (svi odbirci)
IC (p)| 2 DHT1 rekonstruisanog signala 1 0 0 20 40 60 80 100 120 p Slika 2.22: Rekonstrukcija zasumljenog signala koji
je rijedak u DHT1 domenu sa NA = 54 od N = 128 dostupnih odbiraka: (a) originalni signal i dostupna mjerenja (crvene
tacke), (b),(c) proces detekcije komponenti tokom dvije iteracije, sa adaptivnim nelinearnim pragom (horizontalna linija),
() originalni i rekonstruisani signal, (g) pored enje Hermitskih koeficijenata originalnog signala (sa svim dostupnim
odbircima), zasumljenog signala i rekonstruisanog signala. ¢ija ¢e energija biti proporcionalna energiji nerekonstruisanih
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N - K komponenti signala. Budu¢i da realni signali najc¢esée nijesu potpuno rijetki, veé su rijetki samo aproksimativno,
analiza i zakljucci u vezi rekonstrukcije takvih signala uz pretpostavku o zadatom stepenu rijetkosti ima veliki znacaj.
Tabela 2.3: Odnos signal Sum: polaznog zasumljenog signala (zasumljenih dostupnih odbiraka) i rekonstruisanog
signala (teorijski i eksperimentalni rezultat), prikazan za razli¢ite brojeve dostupnih odbiraka NA. Broj mjerenja NA 60
120 180 240 Ulazni SNR SNR rekonstrukcije (teorija) SNR rekonstrukcije (numericki) 7.82 dB 20.83 dB 20.13 dB 7.45 dB
23.47 dB 23.28 dB 7.48 dB 25.26 dB 25.12 dB 7.27 dB 26.31 dB 26.59 dB Teorema o gresSci u rekonstrukciji signala koji
nijesu rijetki Posmatra se signal koji nije Cisto rijedak, Cije su najvec¢e amplitude Al, =1, 2,..., K, ikojiima NA od
ukupno N slu¢ajno pozicioniranih dostupnih odbiraka, gdje je 1 «< NA « N . Pretpostavimo da je taj signal rekonstruisan
kao da je rijedak, sa stepenom rijetkosti K . Energija greske u K rekonstruisanih koeficijenta ICK - CT 122 je direktno
povezana sa energijom nerekonstruisanih komponenti ICTz - Cli22 sljede¢om relacijom ICK - CT 1122 = KN(AN(N-
-N1A)) ICTz - Cli22, (2.147) gdje je CK dimenzija K x 1 vektor rekonstruisanih komponenti, CT dimenzija K x 1 je vektor
koji zadrzi prave vrijednosti koeficijenata na pozicijama rekonstruisanih koeficijenata, C je vektor dimenzija N x 1 i sadrzi
DHT1 koeficijente originalnog signala (kada su svi odbirci dostupni), dok je CTz vektor dimenzija N x 1 koji sadrzi K
originalnih koeficijenata na rekonstruisanim (detektovanim) pozicijama, i nule na preostalih N - K pozicija. Dokaz
teoreme U signalu se nerekonstruisana |-ta komponenta manifestuje kao ulazni Gausov Sum, Cija je varijansa oc2sN =
A2I NNA(2N(N--N1A)) . (2.148) Sve nerekonstruisane komponente ¢e u transformacionom domenu predstavljati
Gausov Sum, Cija je ukupna varijansa jednaka sumi: N T2 = A2I NNA(2N(N--N1A)) . (2.149) I=YK+1 Nakon zavrsene
rekonstrukcije, ukupna energija Suma koji poti¢e od nerekonstruisanih komponenti (koji je prisutan u K rekonstruisanih
komponenti) bi¢e jednaka: N ICK - CT 1122 = KNA2 T2 = N 2 K(N - NA) NA(N - 1) A2l . (2.150) I=YK+1 0 Statisti¢ka i
teorijska greska [dB] -10 -20 -30 -40 -50 -60 -70 -80 Prosje¢na greska (numericki) Greske u svim realizacijama Teorija NA
=128, N = 256 5 Pretpostavljeni stepeni rijetkosti K 10 15 20 25 Slika 2.23: Rekonstrukcija zaSumljenog signala koji je
rijedak u DHT1 domenu sa NA = 54 od N = 128 dostupnih odbiraka: (a) originalni signal i dostupna mjerenja (crvene
tacke), (b),(c) proces detekcije komponenti tokom dvije iteracije, sa adaptivnim nelinearnim pragom (horizontalna linija),
(f) originalni i rekonstruisani signal, (g) pored”enje Hermitskih koeficijenata originalnog signala (sa svim dostupnim
odbircima), zasumljenog signala i rekonstruisanog signala. Sum koji poti¢e od nerekonstruisanih komponenti se moze
direktno povezati sa energijom nerekonstruisanih komponenti N CTz - XC 2 2 = A2l. || |l Il =3 K+1 Dakle, ukupna energija
nerekonstruisanih komponenti jednaka je ICK - CT 122 = KN(AN(N--N1A)) ICTz - Cll, (2.151) (2.152) ¢ime je dokaz
zavrsen. U sluc¢aju kada razmatrani signal sadrzi eksterni aditivni Sum, sa vrijednostima ispod nivoa rekonstruisanih
komponenti u DHT1 domenu, posmatrana energija greske postaje: CK - XCT KN(AN(N--N1A)) ICTz-CI22+2=K2N
(2.153) A 0g2 N . Primjer 2.17. Razmatra se signal koji nije rijedak u DHT1 domenu: || | N s(tn) = Alyppl(tn) + €(tn), (2.154)
Y1=1 sa amplitudama Al =1 zal < Si Al = 0.5e-2I/(S+1) zaS+ 1 << N, uz S = 10. Pozicije komponenti pl € MK su
selektovane slucajno. Ovaj signal je, dakle, aproksimativno S-rijedak u DHT1 domenu. Dostupno je samo NA =128 od
ukupno N = 256 slucajno pozicioniranih odbiraka. Signal je oSte¢en slabim bijelim Gausovim Sumom srednje vrijednosti
nula i standardne devijacije oe = 0.1/N . Rekonstrukcija nedostajucio odbiraka je obavljena OMP algoritmom,
pretpostavljajuci razli¢ite stepene rijetkosti: 3 < K < 27. Srednje kvadratne greske u rekonstrukciji su izracunate na bazi
100 nezavisnih realizacija zaSumljenog signala sa slu¢ajno pozicioniranim dostupnim odbircima i slu¢ajnim
realizacijama Suma. Dobijeni rezultati su upored~eni sa izvedenim izrazom za gresSku. Obavljena je odgovarajuc¢a
normalizacija sa pretpostavljenim stepenom rijetkosti, tako da se razmatraju sljededi izrazi: EN = 10 log K1 IICK - CRII22
za numericki dobijenu gresku i () (2.155) ET = 10 log ( N(NA(-N N-A1)) IC - CK 122 + N N, A 02 ) (2.156) za teorijsku

gresku. Rezultati su prikazani na slici 2.23. Moze se uociti da se numericki i teorijski rezultati poklapaju u velikoj mjeri,
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Sto predstavlja eksperimentalnu potvrdu teorijski izvedenih izraza za gresku u rekonstrukciji signala koji nijesu rijetki, ali
i za uticaj aditivnog Suma. 2.4.6 Gradijentni rekonstrukcioni algoritam Do sada prezentovane tehnike za rekonstrukciju
signala rijetkih u DHT1 domenu podrazumijevaju indirektnu minimizaciju u cilju rjeSavanja optimizacionog problema min
ICII0 pod uslovom y=AC, (2.157) gdje se, na bazi analize uticaja nedostajuc¢ih odbiraka na vektor DHT1 koeficijenata
estimiraju pozicije komponenti signala, a zatim rjeSenje trazi u vidu pseudoinverzije CK = AKTAK -1ATKYy, gdje je matrica
AK sastavljena od kolona matrice mjerenja A koje o(dgovara)ju estimiranim pozicijama komponenti. Pomocu ove
pseudoinverzije odred~uju se vrijednosti koeficijenata. Drugadiji pristup rjeSavanju ovog problema podrazumijeva
njegovu reformulaciju u obliku: min ICIIT pod uslovom y=AC, (2.158) gdje se vr§i minimizacija {1 norme II-II1, koja se
moze obaviti, na primjer, pomocu algoritama iz oblasti linearnog programiranja. Sa druge strane, minimizaciju je
mogucde obaviti i koriS¢enjem varijante gradijentnog algoritma, Algoritam 4. Na ovom mjestu algoritam ce biti
interpretiran sa stanovis$ta DHT1, uz notaciju koja ¢e bolje naglasiti mehanizam rekonstrukcije u pojedinim koracima,
Algoritam 8. Ideja je da se u vremenskom domenu vrsi varijacija vrijednosti odbiraka signala, malom konstantom A i
mijeri uticaj tih varijacija na mjeru koncentracije. Na pocetku se inicijalizuje vektor: xr(0)(tn) — y(tn) {0 zatn e NQ zatn €
NA (2.159) Formirajmo N x N matricu sastavljenu od mjernih vektora, sa nulama na nedostajuc¢im pozicijama. U m-toj
iteraciji ova matrica je: X(m) = x(rm) 11xN = x(rm) x(rm) . . . x(rm) . (2.160) [ ] ¢ime se zadrZavaju dostupne vrijednosti,
dok se nedostajuéi odbirci posmatraju kao varijable minimizacije. Odgovaraju¢a matrica YA(m+) kao kolone sadrzi
odgovarajuce vektore xr(m), kojima je na pozicijama tn € NQ = N\NA dodato A, dok ekvivalentna matrica YA(m-) sadrZi
ove vektore sa oduzetim A na pozicijama nedostajucih odbiraka. Svaka kolona odgovara jednoj poziciji tn. Ukoliko je tn €
NA, u koloni ¢e biti samo prepisan vektor xr(m). Formirane matrice su (koraci 9. i 10. u Algoritmu 8): xr(m)(t1) x(rm)(t1)
8(t1-tn1) - 0 X(Am+) = | xr(m)(t2) ... x(rm)(2) 1+al 0 .0 T@.167) ... .| xe(m)an) xrm)en) L1 1 o - 5N
—tnN)|N><N | odnosno xr(m)(t1) x(rm)(t1) 6(t1 - tn1) - - - 0 X(Am-) = [xr(m)(tZ) ... x(rm)(2) IM-a0---.0l (2162). ...
.. |xr(m) (tN) x (m)(tN) el lollL-- S(tN - tnN) InxN | gdje 6(-) oznacava diskretnu, odnosno, Kronekerovu delta
funkciju. Dalje, za obije matrice je potrebno, po kolonama, izraGunati odgovaraju¢e DHT1. U tu svrhu uvodi se operator
H(c) {-} koji, za svaku kolonu matrice racuna proizvod TH xiAt,i=1,..., N . Uvedimo i simboli¢ku oznaku za {1-normu
matrice II-Il(1c) koji ovu normu rac¢una za svaku kolonu matrice zasebno. Cilj je aproksimirati gradijent mjere
koncentracije, $to se moze posti¢i oduzimanjem odgovarajuéih mjera dobijenih za H(c) X(Am+) (c) i H(c) X(Am-) (c)
konaénih razlika. Ra¢unanjem ove razlik{e, form}irlla se vektor {gradije}ntlla mjere koncentracije, 1 1, odnosno, na bazi
g(m), ¢ijim se oduzimanjem od aktullelnog rjesenja xl|ir(m) kl|lasi¢nim metod|lom najbrzeg spustanja, |l || Il Il korak 12 u
Algoritmu 8, ide ka rjeSenju koje minimizuje mjeru koncentracije (£1-normu DHT1 koeficijenata). Cilj je na¢i minimum
mjere koncetracije, koji odgovara pravim vrijednostima nedostajucih odbiraka. Kori§¢enjem uvedenih simbolickih
oznaka, gradijent se racuna na sljedeci nacin, korak 11 u Algoritmu 8: g(m) = 1 2A H(c) X(Am+) (c) - H(c) (m) (c) XA- [{}
11T T =2A 11 TH x(TmA)+ I - - IITH x(NmA)+ =1lIl TH x(1TmA)- - - - TH x(NmA)- 111 1 1] 1 1. U nadoj analizi
illnumerickillm rezul|ltatima, korllisti se kllorak p =| 1 u linlliji 12 posmliatranog {[llll Il [Illl Il ]} algoritma. U blizini
minimuma mjere koncentracije, algoritam ée dostici stacionarno stanje sa stanovista srednje kvadratne greske, i poCece
proces oscilovanja oko rjesenja. Kako bi se povecala tacnost rjeSenja, oscilovanje je moguée detektovati mjerenjem
ugla: N Bm = arccos n=1 g(m-1)(tn)g(m)(tn) Nn=13(g(m-1)(tn))2 Nn=1 (g(m)(tn))2 (2.163) izmed~u dva gradijenta iz
dvije susjedne iteracije. Ako je ovaj ugao, na primjer, ve¢i od 170, VY V¥ moze se zakljugiti da su vrijednosti
nedostajuéih odbiraka zapocele oscilacije oko pozicije koja odgovara minimumu mjere koncentracije. Kada se ovaj
dogad™aj detektuje, neophodno je smanijiti korak, na primjer, A < A/3 u koracima 14 i 15 Algoritma 8. Konacno,

kriterijum zaustavljanja, moze se definisati na osnovu promjena vrijednosti nedostajuéih odbiraka tokom zadnjih
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itereracija: tneNQ xpr(tn) - x(rm)(tn) 2 Tr =, > tn|eNQ x(rm)(tn) | (2.164) | 2 | koji predstavlja grubu estimaciju odnosa
greskle u reko|nstrukciji i signala. U navedenoj ¥ | | relaciji, xpr(tn) oznacava signal koji je rekonstruisan prije redukcije
koraka A, dok je x(rm)(tn) rekonstruisan nakon iteracija sa redukovanim korakom. Ako je vrijednost Tr ve¢a od
zahtijevane tac¢nosti, na primjer, Tr > -100 dB, tada se rekonstrukcija treba nastaviti sa redukovanim vrijednostima A.
Primjer 2.18. Razmatra se signal N s(tn) = Alppl(tn) + g(tn), (2.165) >1=1 duzine N = 512 odbiraka, sa K = 35 komponenti.
Signal je kontaminiran aditivnim bijelim Gausovim Sumom, gdje je SNR = 30 dB, i dostupno je samo 50% odbiraka na
sluc¢ajnim pozicijama. Amplitude Al i pozicije pl su slu¢ajno odabrane. Rekonstrukcija signala je obavljena Algoritmom 8,
i rezultati su prikazani na slici 2.24 (a)-(d). lako signal nije potpuno rijedak u DHT1 domenu, i pored &injenice sto je
zasumljen, postignuta MSE u rekonstrukciji je reda 10-3. U pored~enju sa {1-magic algoritmom koji pripada grupi
algoritama za konveksnu Algoritam 8 Gradijentni algoritam - interpretacija u DHT1 domenu Input: « Skup pozicija
dostupnih odbiraka NA - Dostupni odbirci (mjerenja) y(n) * Korak y * Zahtijevana tacnost Tmax 1: m « 0 2: Inicijalizovati
vektor xr(0) sa vrijednostima: 3: A < max [x(0)(n)| 4: repeat 5: xpr(tn) « x(rm)(tn) 6: repeat 7: x(rm+1) « xr(m) <
Inicijalizacija indeksa iteracije < Vektor inicijalne estimacije signala xr(0)(tn) « y(tn) zzaa ttnn €e NNQA {0 <

Inicijalizacija koraka 8: X(m) «— xr(m) 11xN = xr(m) xr(m) . . . xr(m) < 11xN je vektor jedinica 9:

X(Am+) — x (m) 1A+ x(2mA)+[ - - - x( NmA)+]10: X  (Am-=) — [x( 112

TMA)- x(2mA)- - - - x(NmA)-111: g(m) < 2[1A H (c) X (m) (c) A+ 1 - H](c) (Am-) (c) X 12:

x(m+1) —x[(mll) -p{g (M)HNI{} 1 < Gradijentmjere]13: m<—m+T[ININIIN 91

14: until arccos V' n=1 Nn=13 (g(m-1)(tn))2 (¥tn)g(m)(tn) < 170> < Adaptacija koraka 15: A «— A/3 Nn=1 (g(m)(tn))2 5 2
> 16: until tn € ¥ NtQne[INQ x(rm)(tn) 2 xrp(tn)-xr(m)(tn) | < Tmax < Kriterijum zaustavljanja | 17: xr < xr(mY) | | ||
Output: * Rekonstruisani vektor signala xr optimizaciju, vrijeme izvrSavanja na istom racunaru i u istom MATLABoR
okruzenju je izmed~u 2 i 4 puta manje (zavisno od slu¢ajnih pozicija mjerenja, pozicija koeficijenata signala i vrijednosti
amplituda). Poveéanjem broja dostupnih mjerenja, brzina gradijentnog algoritma se proporcionalno povecéava. Primjer
2.19. Algoritam je testiran i u kontekstu rekonstrukcije QRS kompleksa realnog EKG signala iz baze [150]. Rezultati su
prikazani na slici 2.25. Buduéi da su odbirci signala bili dostupni u uniformnim taékama (kao u dosadasnjim primjerima),
on je reodabran u tackama proporcionalnim nulama Hermitskog polinoma, i u ovom slucaju koncentrisan koris¢enjem
10 Originalni signal i nedostupni odbirci (a) Amplituda 50 -5-10 (c) |CO (p)| 4 2 6 Inicijalna DHT1 estimacija 0 100 200
300 400 500 tn 0 0 100 200 300 400 500 p 10 Rekonstruisani signal (b) Amplituda 50-5-10 (d) |C (p)| 4 6 DHT1
originalnog i rekonstruisanog signala 0 100 200 300 400 500 tn 2 0 0 100 200 300 400 500 p Slika 2.24: Rekonstrukcija
sinteti¢kog signala rijetkog u DHT1 domenu primjenom gradijentnog algoritma: (a) originalni signal i nedostajuci odbirci
(crveni krstici), (b) rekonstruisani signal, (c) DHT1 signala sa nulama na mjestima nedostajucih odbiraka, (d) pored~enje
originalnog (crne tacke) i rekonstruisano (crveni krstici) signala u DHT1 domenu. Originalni i rekonstruisani QRS
kompleks DHT1 originalnog i rekonstruisanog signala 0.4 Amplituda [mV] 0.2 0 0-0.1-0.2 C (p) -0.3 DHT1 originalnog
signala DHT1 rekonstruisanog signala -0.2 Original Rekonstrukcija -0.4 (b) (a) -0.5-60 -40 -20 t [ms] 0 20 40 60 10 20 30
40 50 p Slika 2.25: Rekonstrukcija QRS kompleksa realnog EKG signala primjenog gradijentnog algoritma: (a) Originalni i
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rekonstruisani signal, (b) pored~enje originalnog (crne tacke) i rekonstruisano (crveni krstiéi) signala u DHT1 domenu.
optimizacije (2.39). Relativna greska usljed sparsifikacije iznosi 5.23%, $to je medicinski prihvatljivo (manja je od 10 %).
MSE u rekonstrukciji od 1.262 - 10-7 je ostvarena nakon 18 iteracija gradijentnog algoritma. Glava 3 Diskretna
kosinusna transformacija kao domen rijetkosti signala Diskretna kosinusna transformacija (DCT) je vaZan i Cesto
koriséen alat u analizi digitalnih slika i digitalnih audio signala [28]. Glavni razlog za to lezi u ¢injenici da audio signali i
digitalne slike mogu biti reprezentovani u kompaktnijoj formi u odnosu na Furijeovu transformaciju. Zbog toga mnogi
kompresioni algoritmi koriste upravo DCT (jednodimenzionu i dvodimenzionu) [28, 41-43]. Ova glava disertacije sadrzi
originalne rezultate iz dva odvojena istrazivacka pravca: (1) oblast jednodimenzione DCT sa primjenom na audio signale,
(2) oblast dvodimenzione DCT sa primjenom na digitalnu sliku. Nauéni doprinosi su prezentovani kroz dvije obimne
sekcije ove glave. 3.1 Jednodimenziona diskretna kosinusna transformacija kao domen rijetkosti signala 3.1.1 Osnovne
definicije Jednodimenziona diskretna kosinusna transformacija (DCT) drugog tipa (poznata i kao DCT-I) se definise na
sljedecdi nacin: XC(k) = N-1 akx(n) cos m(22nN+ 1) k, (3.1) Y n=0 () gdje x(n) predstavlja diskretni signal duzine N, dok k
=0, ..., N - 1, oznacava odgovarajuée frekvencijske indekse. Uzimajuc¢i u obzir €injenicu da je ovo najzastupljenija forma
navedene transformacije, ona ée u nastavku izlaganja biti implicitno podrazumijevana, i indeks Il ée biti izostavljen iz
odgovarajucih zapisa i skrac¢enica. Diskretna kosinusna transformacija je invertibilna, i relacija N-1 x(n) = akXC(k) cos
m(2n+ 1) k, (3.2) k=0 ( 2N ) omoguéava racunanje odbiraka signala x(n) na osnovu DCT koeficijenata XC(k), pri ¢emu
indeksi diskretnog vremena uzimaiju vrijednosti n = 0,...,N - 1. Skalirajuci koeficijenti ak uzimaju vrijednosti ak = 1/N za k
=0iak = 2/N zak # 0. U matri¢noj formi, transformacija ima sljedeci Voblik \ XC = ®x, (3.3) gdje XC, ®, i x predstavljaju:
vektor DCT koeficijenata, DCT transformacionu matricu i vektor signala, respektivno. Za odgovarajucu inverznu
transformaciju, matri¢na forma postaje: x = ®-1XC. (3.4) Imajuci u vidu ortogonalnost razmatrane transformacije, bitno
je istaci da vazi ®-1 = ®T, [64]. Za signal oblika K x(n) = aklAl cos i(2n + 1) 2N ki (3.5) ¥1=1 () moze se reéi da je spars
u DCT domenu ukoliko je odgovarajuéi broj komponenti (odnosno DCT koeficijenata sa nenultim vrijednostima) K
mnogo maniji od broja odbiraka signala N, tj. K « N. Amplitude komponenti oznacene su sa Al, I = 1,2,...,K. U nastavku
izlaganja, pozicije k1,k2,... kK ¢e biti oznacene kao pozicije komponenti signala. Racunata po definiciji, DCT razmatranog
modela signala (4.70) uzima oblik N -1 K XC(k)= Alakaklcos m(22nN+1)kl cos 1(22nN+1)k (3.6) >n=0 >1=1 () () gdje k =
0, ..., N - 1. Komponente signala oblika Al cos (Tt kl (2n + 1)/(2N )) se mnoze sa DCT baznim funkcijama, produkujuci u
(3.6) ¢clanove z(klk,n) = Alakakl cos (22nN+1)kl cos (22nN+1)k . (3.7) () () U slucaju kada su svi odbirci signala
dostupni, odgovarajué¢a DCT je XC(k) = KI=1 Ald(k - kl ). ¥ 3.1.2 Uticaj nedostajucih odbiraka signala Pretpostavimo da
je dostupno samo NA < N sluc¢ajno raspored~enih odbiraka signala na pozicijama ni € NA={n1,n2, .., nNA} < N ={0, 1,
... N =1}, iz skupa y = {x(n1), x(n2), . . ., x(nNA)} € x gdje je x(ni) = N-1 akXC(k) cos m(2n2Ni+ 1) k ,i=1, ..., NA. Yk=0 ()
Ne rizikuju¢i gubitak opsStosti izlaganja i zaklju€aka, pre¢utno je podrazumijevana uniformna funkcija gustine raspodijele
pozicija odbiraka ni € NA. U matricnom zapisu, dostupni odbirci se mogu zapisati u formiy = AXC, gdje A predstavlja NA
x N matricu mjerenja. Ona je definisana kao parcijalna inverzna DCT matrica, Cije su vrste jednake onim vrstama matrice

(C-N1), koje odgovaraju pozicijama dostupnih odbiraka ni: ¥

22cosm( 22nN1 +1)---cosm(2n1+ 21N )(N-1) V2 A=y N2 2 cos(n( 22nN2
+1)) --- cos(m(2n2+ 21N )(N-1)
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)] () (A 21 2 cos T(2n2NNA+1) --cos (2nNA2+N1)(N-1) | () ()J lu teoriji kompresivnog odabiranja
(oc¢itavanja), uobicajena je normalizacija srednjih vrijednosti energija kolona (tj. elemenata na glavnoj dijagonali matrice
AT A). U tom slugaju, koristio bi se faktor NA/2, umjesto faktora N/2. Inicijalna DCT+estimacija, koja je zasnovvana na {2
normi, definiSe se kao DCT koja je racunata samo na bazi dostupnih odbiraka: XOC(k) = akx(n) cos m(22nN+ 1) k nY ENA
() NAK =z(kl, k, ni), (3.8) Yi=1 YI=1 gdjejek =0, 1, ..., N - 1. Identi¢an rezultat bi se dobio ukoliko bi nedostajuc¢i odbirci
imali vrijednosti jednake nuli [7]. U matri¢noj formi, prethodni rezultat postaje: XCO = AT y. Clanovi z(kl, k, ni) pripadaju

skupu © = {z(kl, k, n1), z(kl, k, n2), ..., z(kl, k, nNA)} , koji je podskup kompletnog skupa odbiraka Alakakl cos

n2n+1)n@2n+1) klcos{(2N k ,n, k =0,., N -1, I =1,., K 43

.) (2N) } Zato je skup pozicija nedostajucih odbiraka NQ zapravo podskup skupa pozicija svih odbiraka, NQ = N\NA.
Kako je ranije razmatrano [7], moze se smatrati da su originalni odbirci signala na pozicijama definisanim skupom NQ

zapravo zahvaéeni Sumom: n(kl, k, n) = -z(kl, k, n), n € NQ {0, n € NA, (3.9) gdje jek =
0,..N-1,1=1,..,K.DCT koeficientiNA K X0C (K)=z( kI, k

ni) Yi=1 Y1=1 N-1 K = [z(kl, k, n) + n(k, kI, n)] (3.10) ¥n=0 ¥1=1 sa dostupnim odbircima koji su slu¢ajno pozicionirani, i za
1 « NA « N, mogu se posmatrati kao slu¢ajne promjenljive. Nas cilj je analiza statisti¢kih osobina koeficijenata X0C(k).
Statisticke karakteristike DCT koeficijenata u slu¢aju signala sa nedostajuc¢im odbircima Pretpostavimo da se posmatra
spars signal sa K koeficijenata koji imaju nenulte vrijednosti u DCT domenu, na slu¢ajnim pozicijama kl i sa
amplitudama Al, I =1, 2, ..., K. Pretpostavimo da je od ukupno N odbiraka signala dostupno samo njih NA, pri c¢emu je 1
« NA « N. DCT koeficijenti XOC(k) racunati na osnovu dostupnih odbiraka su slu¢ajne promjenljive sa aproksimativno
Gausovom raspodjelom. Njihove srednje vrijednosti i varijanse date su sljedec¢im relacijama: pX0C (k) = N K A N Ald(k -

kI) (3.11) ¥1=1i K 62X0C (k) = NA(N - NA)

N2(N-1) A2l [1 -16 (k -(N-kb))- 1[1+5( k)& (k

- k)], ¥1=1 2 2 (3.12) respektivno, gdje su ak ranije definisane DCT konstante. Dokaz ¢e biti predstavljen u narednoj
podsekciji. Dokaz U cilju o¢uvanja konciznosti i preglednosti izlaganja, dokazivanje ove teoreme ¢emo razdvoijiti u dva
segmenta. Prvo ¢emo posmatrati specijalni slu¢aj monokomponentnih (jednokomponentnih), a zatim i opsti slucaj
multikomponentnih (viSekomponentnih) signala. Monokomponentni signali. Posmatrajmo specijalni slucaj
monokomponentnog signala, gdje je K = 1, kl = k1. Na pocetku, smatrace se da je amplituda A1 = 1. Polaze¢i od
pretpostavki teoreme, inicjalna DCT signala sa NA dostupnih odbiraka se moZze racunati kao: NA X0C(k) = z(k1,k,ni),
(3.13) Yi=1 gdje su z(k1, k, ni) definisani relacijom (3.7) sa A1 = 1. Budu¢i da su signali i bazne funkcije ortogonalni,
vazice sljedece svojstvo: N-1 z(k1, k, n) = 8(k - k1). (3.14) Y n=0 Drugim rije¢ima, za kompletan skup odbiraka se moze

pisati:
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z(k1,k, 0)+ z(k1,k, 1)+..+ z(k1, kN 25

-1)=1,zak=k1(3.15)i

z(k1,k, 0)+ z(kl,k 1)+..+ z(k1, kN 25

-1)=0,zak #k1. (3.16) Slucaj kada je k = k1. Za k = k1 odgovarajuci DCT koeficijent XOC(k1) je slu¢ajna promjenljiva.
Imajuci u vidu relaciju (3.14), i ¢injenicu da su sve vrijednosti z(k1,k1,ni)
jednakodistribuiranesaocekivanomvrijednos¢u1/N,lakosedolazidozaklju¢kadajesrednja
vrijednostpromijenljiveX0C(k1)jednaka: uX0C(k1) = E XOC(k1) = E {{z(k1, k1,}n1) + ... + z(k1, k1, nNA)} =N AN . (3.17) U
sluc¢aju kada je A1 # 1, srednju vrijednost (3.17) treba pomnoziti sa A1. Po definiciji, varijansa posmatrane slucajne
promjenljive je data relacijom oX20C (k1) =E X0C(k) - uX0C(k1) = E [XOC(k)]2 - u2X0C(k1) 2. (3.18) {I 1 }{ I {}
Razvijanjem prvog ¢lana prethodnog izraza koristeci definiciju (3.13), dalje se dobija NA 2 6X20C(k1) = E { ((Zi=1 z(k1,
k1, ni) | - u2C0(k1)) } N ANAINAE [ 22(k1, K1, ni) + (3.19) |1 5i=1 2(k1, k1, ni)z(k1, k1, nj) | - p2X0C(K1).
Yi=15ji=#1j | Polazegiol kd(3.14) za k = k1, nakon mnozZenija lijeve i desne stran 1) erelacije sa z(k1, k1, n), operator
matemati¢kog ocekivanja primijenjen na lijevu i desnu stranu daje: E {z(k1, k1, 0)z(n, k1, k1) + ... + z(k1, k1, N -1)z(k1, k1,
n)} = E {z(k1, k1, n)} =1 N . Vrijednosti z(k1, k1, n) su jednako distribuirane. Kao posljedica ove ¢injenice, o¢ekivanja
E{z(k1, k1, m)z(k1, k1, @)} zam # g, m, g € N su ista i jednaka konstanti B. Stoga dalje mozemo pisati: (N- 1) B+E
z2(k1, k1, m) =,ili 1 N B = N1 - E{N{z2(-k11, k1, m)}},m € N. (3.20) Varijansa (3.19) sada dobija oblik: 6X20C(k1)=NAE
z2(k1,k1,m) +NA(NA-1)B-NNA22, meNAcN (3.21) Posmatrajmo ocekivanje {} E z2(k1, k1, m) = E a2k1 cos2
m(22mN+1) k1 2{}{[=Eadk 1 ()]} 2{1[2+ 12 cos 2 m(22mN+1) k1 =()]} = ak441 1 + E 2 cos 2 m(22mN+1) k1 + E
cos2 2 m(22mN+1) k1 = a4k1 [+ a2k1 za k1 # 0. { ()} { ()}] = 4 4N (3.22) Za k1 = 0 ocekivanje postaje a4k1. U
prethodnom izvod~enju, srednji ¢lan je kosinus ¢ija je srednja vrijednost 0 za slu¢ajno m € NA, dok je posljednji ¢lan DCT
racunat za z(k1, k, n), k = 2k1. Koristeci (3.17) i periodi¢nost DCT-a, mozemo pisati: E ak21 cos2 m(2m2N+ 1) 2k1=1.
(3.23) { ()} N Inkorporiranjem (3.22) u (3.21) i koris¢enjem (3.20), nakon jednostavnog sred~ivanja se dobija: 62X0C(k1)
= NNA(2N(N--NTA)) N 2E z2(k1,k, m) - 1 =NA(N - NA)[},zak1 #0,] N 2(N - 1) N 2 {a4k1 + a2k1 - 1 (3.24) [ (44N )]
odnosno, 6X20C(k1) NNA(2N(N--N1A)) = N2a4k1 - 1 =0, za k1 = 0. (3.25) Za A1 # 1 dobijene izraze treba pomnoZiti
sa[A21. Zamjenom odgovarajucih vrijednosti za ak1,] dobija se rezultat iz Teoreme: 6X20C (k1) = NA(N - NA) 1 N 2(N -
1)1-(+8(k1)) 2 A21. (3.26) [] Slucaj kada je k # k1. DCT koeficijent na pozicijama koje ne odgovaraju
komponentama signala, XOC(k), k # k1 predstavlja slu¢ajne varijablu ¢ije su statisti¢ke karakteristike drugacije od onih iz
prethodno razmatranog sluc¢aja. Naime, usljed svojstva ortogonalnosti (3.14) i ¢injenice da su sve vrijednosti z(k1, k, ni)
jednako distribuirane, lako se zakljucuje da je srednja vrijednost koeficijenta sada jednaka nuli, odnosno: uX0C(k) = E
X0C(k) =0, k # k1. Imajuéi u vidy da je srednja vrijednost nula, varijansa po definiciji postaje: { } 2X0G(k) = E |CO(k)|2 {
rFA}z =E (? (5i=1 z(k1, k, ni) \l? ({Zi=1 Si=1 Sji=#1]

| (3.27) (3.28) Polazedi od (3.14), mnozenjem lijeve i desne strane izraza sa z(k1, k, n) i primjenjivanjem IL1)

) UNANJANA =E [ 22(k1, K, ni) + x(K1, k, ni)z(k1, k, nj)) , k #K1. |

operatora matemati¢kog ocekivanja na lijevu i desnu stranu izraza, dobija se E {z
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(k1,k, 0 )z(k1,k, n}+..+E {z(k1,k, N-1 )z(k1,k, n)} 25

= 0. (3.29) Analogno prethodno razmatranom slucaju, moze se pretpostaviti da su vrijednosti z(k1, k, n) jednako

distribuiranje, i da su ocekivanja E {z(k1,

k, mz( k1, kq)} za m#q,mq=0,1,..,N-1

ista i jednaka konstanti D. Ovih ¢lanova je ukupno N - 1, dok postoji jedan ¢lan za koji je m = n. Navedene Cinjenice vode
do (N - 1) D + E z2(k1, k, m) = 0. (3.30) Kako je k # k1, uz pretpostavku da je k # N - k1, nepoznato oéekivanje E {z2(k1, k,
m)} {} se moze izraziti u formi E z2(k1, k, m) = E a2k1 cos2 m(22mN+A 1) k1 a2k1 cos2 n(2m + 1) k= {}{() (2NA)} E
{z(k1, k1, m)} E {z(k, k, M)} =1,(3.31) N2m =0, ..., N - 1. Sve vrijednosti z(k1, k1, m), odnosno z(k, k, m), jednako su
distribuirane. Lako se pokazuje da vazi E {z(k1, k1, m)} = E {z(k, k, m)} = 1/N . U specijalnom slu¢aju kada je k = N - k1,
nepoznato oc¢ekivanje postaje E z2(k1, N - k1, m) = E a2k1k cos2 m(2m2N+ 1) k1 a2k1 cos2 m(2m + 1) (N - k1) {} { =E {
a2k1cos2 m(2m2N+1)k1 a2k1cos2 () (2N (2m + 1) )} k1 =E z2(k1,k1,m), m=0,...,N-1 () (2N )} { a adk1}+ 4kN1,k =N
-k1ik1#0.2Ez2(k1,k1,m)=4{}{adk1,k=N-k1ikl=0.(3.32) MozZe se, dakle, zakljuciti da je za koeficijent na
poziciji k = N - k1 varijansa definisana izrazom (3.26). Ovdje valja napomenuti da je iskori§¢eno da je sin m(22mN+1) N =
0icosm(2m+1) = -1, Sto se pojavljuie u 2 NN () () t(2m + 1) m(2m + 1) cos 2N (N - k1) = cos N (2m + 1) cos 2N k1 (
n2m+ 1)) (2N) () +sin 2N N i(2m + 1) sin 2N k1. () () Konacno, polazeéi od definicije varijanse (3.28), odnosno
izraza 0X20C(k) = NAE {z2(k, k1, ni)} + NA (NA - 1) D, k # k1, prateéi prethodno izvedene izraze i inkorporirajuci u rezultat
nenultu amplitudu A1 # 1, dobija se 6X20C (k) = NNA(2N(N--NTA)) A21 1 - 6(k - (N - k1)) 12, k # k1 (3.33) [] Sto vodi
do rezultata predstavljenog u Teoremi. NA Gausova distribucija. Posmatrajmo distribuciju koeficijenata X0C(k1) =
z(k1,k,ni) za veliko NA i k1 # k. Funkcija gustine raspodjele vjerovatno¢a normalyizovane slucajne i=1 promjenljive sa
srednjom vrijednosc¢u koja je jednaka nuli, c = X0C(k1)/0X0C(k1), prema EdZvortovom izrazu [46] je f (c) = ¢(c) + 1 k4
@(4)(c) + k32 @(6)(c) + O( 1 4INA 04 [ 366 ] NA2 )(c). Prvi ¢lan je Gausova distribucija ¢(c) = e-c2/2/ 2m, dok preostali
¢lanovi predstavljaju v devijaciju od ove distribucije. Varijansa, zatim tre¢i i Getvrti momenti od z(k1, k, ni) su oznageni sa
02, k3, i k4, respektivno. U nasem slucaju, za veliko NA, imamo 62 — 1/N 2, k3 — 0, i k4 — 9/(4N 4). Zaklju¢ujemo da
vazi k4/(4INAo4) — 3/(32NA) — 0i f (c) — o(c). Slu¢aj multikomponentnih signala. Prethodno predstavljenu analizu za
slu¢aj monokomponentnih signala sada mozemo generalizovati na slu¢aj multikomponentnih signala. Posmatrana
sluc¢ajna promjenljiva (3.13) postaje: NA K X0C(k) = a2kAl cos (2ni + 1) kl cos (2ni + 1) k . (3.34) Yi=1 YI=1 (2N ) (2N
) Prethodno sprovedena analiza indicira da i slu¢aju multikomponentnih signala, DCT koeficijenti na I-toj poziciji u
inicijalnoj estimaciji X0C(k), k = kl predstavljaju Gausove slu¢ajne promjenljive sa srednjim vrijednostima razli¢itim od
nule uX0C (k) = AINA, =N 1,2,...K dok DCT koeficijenti na ostalim pozicijama, X0C(k), k # kl takod™e imaju
karakteristike Gausove slu¢ajne pormjenljive, u ovom slucaju sa srednjim vrijednostima jednakim 0, buduc¢i da na tim
pozicijama postoji samo Sum koji je posljedica nedostajucih odbiraka u komponentama signala, Cija je srednja
vrijednost nula. Ovi zakljucci slijede iz Centralne grani¢ne teoreme [47], i Cinjenice da sumiranje Gausovih slu¢ajnih
varijabli produkuje nove Gausove slucajne varijable. Srednja vrijednost DCT koeficijenata za slucaj

multikomponentnogsignalamozZesepredstavitisljede¢imunificiranimrezultatom: pX0C(k) = N Al§(k - kl). NAK Y I=1 Za
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DCT koeficijente X0C(k) na pozicijama koje ne odgovaraju komponentama signala, tj. k # kl varijansa je: 0X20C(k) =
NNA(2N(N--NTA)) K A2l 1 - &(k - (N - kl)) . 1 2 (3.35) 3I=1 [] Ovaj izraz se jednostavno dobija, imajuéi u vidu da na
pozicijama k # kl nedostajuéi odbirci iz svih komponenti signala doprinose Sumu, a Sumovi koji poti¢u od svake
pojedinacne komponente su Gausovi, med usobno nekorelisani slu¢ajni procesi, sa srednjim vrijednostima 0. Varijansa
$uma koji potice od I-te komponente signala je AI2 NNA2(N(N--N1A)) 1 - 126(k - (N - kl)), 1 =1, ..., K. Na ovom[ mjestu
treba istaci d]a rezultat (3.35) vaZzi u smislu srednje varijanse DCT koeficijenata na pozicijama koje ne korespondiraju
komponentama signala, buduci da je u njenom izvod~enju pretpostavljena statisticka nezavisnost slu¢ajnih
promjenljivih. Med~utim, u striktnom smislu, komponente signala pomnozene sa baznim funkcijama mogu izazvati tzv.
efekat spajanja (coupling effect) ukoliko su pozicionirane tako da zadovoljavaju odred™ene uslove. Tako na primjer, u
dvokomponentnom spars signalu, sa komponentama na pozicijama k1 i k2, ako je zadovoljen uslov k1 + k2 = 2k, efekat
spajanja (uparivanja) izazvace povecanje varijansi na pozicijama kc1 = (k1 + k2)/2 i ke2 = (k2 - k1)/2. Med"utim, na
pozicijama N - kc1 i N -kc2 varijansa ¢e biti u tom slu¢aju smanjena za iste vrijednosti. Kao posljedica navedenog,
prosjecna varijansa DCT koeficijenata na pozicijama koje ne odgovaraju komponentama signala k # ki ostaje ista i data
je formulom (3.35), bez obzira na opisani efekat. Prema analizi koja je predstavljena za monokomponentne signale, k-ta
komponenta signala na poziciji k = kp, p € {1, 2, ..., K} ima varijansu A2p NNA2(N(N--N1A)) 1 - 12(1 + &(kp)) i srednju
vrijednost pX0C(kp) = A2pNA/N . Dodatno, na poziciji k = [kp postoji takod~e] $um uzrokovan nedostaju¢im odbircima u
preostalih K - 1 komponenti. Ovo znaci da da je zbir slu¢ajnih promijenljivih koje poti¢u od drugih komponenti signala sa
pozicijakl, 1 ={1, 2, ..., K}, | # p dodat postojecoj slu¢ajnoj promjenljivoj na poziciji kp. Ovih K - 1 sluéajnih promjenljivih
predstavljaju Gausove procese sa srednjom vrijednos¢u nula, i imaju varijanse A2l NNA(2N(N--N1A)) 1 - 126(k - (N -
kl)) gdiejel#pil=1,.. K p=1,.., K. Rezultuju¢a slu¢ajna p[romjenljiva je takod™e ]Gausova, sa srednjom vrijedno$céu
uX0C(kp) = Ap2NA/N i varijansom 02X0C(kp) NNA(2N(N--NTA)) A2p K=1- (1 +8(kp)) 1+ A2l 1 - 8(k - (N - kI)) 1. {[
2]13lI=#1p[2]} (3.36) Unifikacijom (3.35) i (3.36) se dolazi do izraza za varijansu (3.12) koji je predstavljen u
formulaciji Teoreme. Numeri¢ka provjera izraza za varijanse koeficijenata Primjer 3.1. Posmatrajmo jednokomponentni
signal koji je spars u DCT domenu i zadat relacijom (4.70), saK =1, k1 =12,i N = 129. Od ukupno N, dostupno je samo
NA odbiraka signala na slu¢ajnim pozicijama. U prvom dijelu eksperimenta, broj dostupnih odbiraka NA variramo od 0
do N - 1. 1 x10-3 Koeficijent na poziciji k = k1 2 x10-3 Koeficjenti na pozicijama k # k1 0.8 1.5 Varijansa 0.6 1 0.4 0.2
Eksperimentalno Varijansa 0.5 Eksperimentalno (a) Teorijski (b) Teorijski 0 0 20 40 60 80 100 120 0 0 20 40 60 80 100
120 Broj dostupnih odbiraka NA Broj dostupnih odbiraka NA 2.5 x 10-3 Svi DCT koeficijenti 1 x 10-3 Koeficijent na
poziciji signala M=64 2 0.8 Varijansa Varijansa M=50 0.6 1.5 0.4 1 Eksperimentalno 0.2 Eksperimentalno (c) Teorijski (d)
Teorijski 0.5 020 40 60 80 100 120 0 0 20 40 60 80 100 120 DCT indeks k DCT indeks k1 komponente signala Slika 3.1:
NumeriCka evaluacija varijanse DCT koeficijenata u slucaju signala sa nedostajuc¢im odbircima: (a) Varijansa DCT
koeficijenta na poziciji signala k = k1, predstavljena kao funkcija od broja dostupnih odbiraka, (b) prosje¢na varijansa
DCT koeficijenata na pozicijama koje ne odgovaraju komponentnama signala k # k1 kao funkcija od broja dostupnih
odbiraka, (c) varijansa svih DCT koeficijenata monokomponentnog spars signala sa k1 =12 i NA = 64 dostupnih
odbiraka, (d) varijansa DCT koeficijenata XOC(k = k1) u funkciji od k1, racunata za signal sa NA = 50 dostupnih odbiraka.
Za svaki posmatrani broj dostupnih odbiraka NA, varijansa DCT koeficijenta X0C(k1) na poziciji komponente signala k1
je izratunata numericki, usrednjavanjem rezultata dobijenih na bazi 30000 nezavisnih realizacija posmatranog signala
sa slucajno raspored~enim nedostaju¢im (odnosno dostupnim) odbircima. Rezultat pored~enja numericki dobijene
varijanse sa teorijskim modelom (3.12) predstavljen je na slici 3.1 (a). Zatim je eksperiment sproveden i za DCT

koeficijente na pozicijama koje ne odgovaraju komponentama signala, k # k1 (kao i k # N - k1). Posto se posmatra N - 2
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=127 koeficijenata, broj slu¢ajnih realizacija je sada smanjen na 200 (ukupan broj posmatranih koeficijenata u svim
realizacijama je 25400). Prosje¢na numericki dobijena varijansa i varijansa zadata teorijskim izrazom (3.12) su
prikazane na slici. 3.1 (b). Kako bi istakli razliku izmed™u varijansi koeficijenata na pozicijama koje odgovaraju
komponentama signala i varijansi na pozicijama koje ne odgovaraju komponentama signala, varijanse svih DCT
koeficijenata signala sa NA = 64 dostupnih odbiraka su izracunate numeric¢ki na osnovu 10000 nezavisnih realizacija
signala i prikazane na slici Fig. 3.1 (c), gdje su upored~ene sa teorijskim izrazom (3.12. Konacno, ispitana je i zavisnost
varijanse od pozicije komponente signala k1. U tom cilju, pozicija komponente k1 je varirana u opsegu od 0 do N -1, pri
¢emu je broj dostupnih odbiraka NA = 50. Na bazi 10000 nezavisnih realizacija signala sa slu¢ajno raspored enim
nedostajuéim Histogrami i funkcije raspodijele 2.5 2 N (uX0C(22), 02X0C(22)) N (0, 6X20C(130)) 1.510.50-2-10123
4 Vrijednosti koeficijenata Slika 3.2: Skalirani histogrami DCT koeficijenata i odgovarajuée teorijske funkcije gustine
raspodjele vjerovatnoca: za koeficijent koji ne odgovara komponenti signala (lijevo) i za koeficijent koji odgovara poziciji
signala (desno). Teorijski rezultat je oznac¢en tackama. odbircima, dobijen je numericki rezultat za varijansu
koeficijenata XOC(k1), i on je upored~en sa teorijskim rezultatom (3.12). Kao $to je ocekivano, varijansa nije zavisna od
posmatrane pozicije k1, osim za k1 = 0, kada je jednaka nuli (Sto je predvid~eno teorijskim izrazom). Rezultati za ovaj
eksperiment su prikazani na slici 3.1 (d). U svim razmatranim slu¢ajevima, dobijeno je veliko poklapanje teorijskog i
numerickih rezultata. Primjer 3.2. Posmatra se multikomponentni signal definisan izrazom (4.70), sa K = 5. Duzina
kompletnog signala je N = 155. Pozicije komponenti signala su zadate indeksima kl = {22,49,47,89,100}, dok su
odgovaraju¢e amplitude komponenti Al = {5,3.5,1.5,2.5,1}. U cilju numericke provjere raspodjele slu¢ajne promjenljive
X0C(k), posmatra se 60000 nezavisnih realizacija signala sa slu¢ajno raspored~enih NA = 90 odbiraka. Histogrami
koeficijenta koji odgovara jednoj od komponenti, konkretno, X0C(22), i koeficijenta ¢iji indeks ne odgovara nijednoj
komponenti signala, konkretno, X0C(130) su prikazani na slici 3.2. Histogrami su skalirani sa brojem realizacija.
Histogram koeficijenta C(22) je upored~en sa Gausovom distribucijom (predstavljenom tackama) koja ima srednju
vrijednost pX0C (22) = ATNA/N = 2.90 i varijansu 0X20C(22) = 0.0542, izracunatu po formuli (3.12). Rezultat je
prezentovan na slici 3.2 (desno). Za koeficijent X0C(130) skalirani histogram je upored™en sa Gausovom distribucijom
Cija je srednja vrijednost nula, a varijansa 0X20C(130) = 0.0739, izracunata po formuli (3.12). Rezultat je predstavljen na
slici 3.2 (lijevo). 3.1.3 Rekonstrukcija zasnovana na analizi nedostajuéih odbiraka Koristeéi rezultat (3.12), varijansa DCT
koeficijenata koji ne odgovaraju pozicijama komponenti se moze izraziti u obliku: 62X0C(k) NNA(2N(N--N1A)) K = A2| 1
-8k - (N-klI))12,(3.37) 3I=1[] gdje je k # kl. Koeficijentima na pozicijamak =N - kl, | = 1, ..., K je varijansa smanjena
za A21/2 u pored~enju sa ostalim koeficijentima na pozicijama koje ne odgovaraju indeksima komponentama signala.
Bez veceg gubitka tacnosti moZe se pretpostaviti da je varijansa koeficijenata na svim pozicijama koje ne odgovaraju
komponentama signala nezavisna od samih pozicija: oc2sN = NNA(2N(N--N1A)) K A2l . (3.38) Y I=1 Na pozicijama k =
N -kl njena vrijednost je precijenjena. Med~utim, dalje izlaganje ée pokazati da se to ne¢e negativno odraziti na analizu
performansi rekonstrukcije. Varijansa (3.38) zavisi od ukupne snage signala, koja se na bazi dostupnih odbiraka moze
estimirati kao K s2 (n). (3.39) YI=1 Al2 = Es ~= NA nY eNA N Ukoliko bi postaivili prag na vrijednosti 4ocsN , tada (prema
poznatom 4o empirijskom pravilu) znamo da ¢e manje od 1 u 15,000 koeficijenata (koji ne odgovaraju pozicijama
signala) biti iznad ovog praga. Koeficijenti koji su iznad praga se mogu smatrati koeficijentima koji odgovaraju
komponentama signala, i oni mogu biti rekonstruisani nakon $to su njihove pozicije detektovane. U Algoritmu 9 i
Algoritmu 10 predstavljene su procedure za rekonstrukciju signala zasnovanih na predstavljenoj analizi. Ukoliko bi
ovakva detekcija ukljucila koeficijent Suma (koji ne odgovara nijednoj komponenti signala) njegova vrijednost nakon

rekonstrukcije ¢e biti jednaka nuli. U slu¢aju da postoje koeficijenti komponenti sa malim vrijednostima, odnosno
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vrijednostima koje su u nivou Suma, procedura za rekonstrukciju se moZe ponoviti nakon $to su najjaCe komponente
detektovane, rekonstruisane i njihov doprinos oduzet od vrijednosti dostupnih odbiraka. Primjer 3.3. Posmatra se
trokomponentni signal duzine N = 256. Pozicije komponenti i odgovaraju¢e amplitude su k1 =14, k2 = 162, k3 = 203 i A1
=1,A2=1/2, A3 = 1/2, respektivno. Dostupno je samo NA = 128 sluéajno pozicioniranih odbiraka signala. U cilju
rekonstrukcije signala, raGunamo inicijalnu estimaciju X0C(k). Zatim definiSemo prag na osnovu varijanse koeficijenata
uzrokovane nedostajuc¢im odbircima, ¢ija je vrijednost oc2sN = 122586(22(5265-61-218))(1 + 1/2 + 1/4) = 0.0017. Na
slici 3.3 je prikazana inicijalna estimacija, i prag 0.5 Inicijalna estimacija 0.4 0.3 0.2 [X0C (k)| 4ocsN -prag 0.6 0.1 0 0 50
100 150 Frekvencijski indeks k 200 250 Slika 3.3: Inicijalni DCT trokomponentnog rijetkog signala i odgovarajuc¢i 40
empirijski prag (dat horizontalnom linijom): crveni krsti¢i- DCT koeficijenti signala sa svim dostupnim odbircima, crne
tacke - DCT koeficijenti signala sa pola slu¢ajno raspored”enih nedostajuéih odbiraka. na 4 x 0.0017 = 0.1657. Moze se
uoditi da je srednja vrijednost najslabije komponente 1/4 v daleko iznad nivoa praga. Sprovedena analiza se moze
generalizovati i na K -komponentne signale. U najgorem slucaju, detektabilna je barem najjaca komponenta (detekcija
ostalih komponenti bi se sprovela nakon rekonstrukcije i oduzimanja doprinosa najjace komponente iz dostupnih
odbiraka signala). Najgori mogudi slu¢aj za detekciju najjace komponente je slu¢aj kada su sve ostale komponente iste
jacine (i bez gubljenja opstosti, jednake 1), odnosno, A1 = A2 =--- = AK = 1. U najgorem sluéaju K -spars signala sa
jednakim komponentama, odgovarajuéi 4o prag bi bio T = 4 NA(N - NA) Y N2(N - 1) K. (3.40) MoZemo zakljuéiti da je
srednja vrijednost koeficijenata koji odgovaraju komponentama signala iznad praga (sa vjerovatno¢om koju diktira
posmatrano empirijsko pravilo) ako je ispunjeno NA NA(N-NA) N >4+ N2(N-1) K. (3.41) Navedeni uslov diktira gornju
granicu za stepen rijetkosti K: NA(N - 1) K< 16(N - NA) . (3.42) Tako za N = 256 i NA = 128 dobijamo K< 15.94ili K <
15. Ako bi umjesto 40 posmatrali 30 empirijsko pravilo, dobili bi uslov K < 28. Potrebno je istaéi da u sluc¢aju kada je
nekoliko komponenti Suma pogresno detektovano (kao da su komponente signala), to nece uticati na uspjesnost
rekonstrukcije, dok god su odgovarajuéi uslovi zadovoljeni. Rekonstrukcioni algoritam ée ove pogresno detektovane
koponente jednostavno postaviti na nule. Algoritam 9 Rekonstrukcija postavljanjem praga u DCT domenu
(jednoiterativni postupak) Input: + Vektor mjerenja y « Mjerna matrica A - Inverzna DCT matrica ®-1 1: a <« 0.147 2. PN N
(T) « 0.99 < Zadata vjerovatnoc¢a da DCT koeficijenti Suma budu ispod praga 3: L < log 1 = (PN N (T )) N 2 4: XCO «
(A(T A)-1AT y ) < Raéuna se inicijalna DCT estimacija 5: ocsN «— (NM2((NN--M1)) llyll22 llyll22 aproksimira =1 KM <
Izraz M A 2 1\ 67:: TN"K«—«—ocsaNrgV a - n4>-TalL + V( + aL<)P2r-ag4oamLse biraju
koefiaciAjelntteirnkaotmivpnoon,eTnt«—isig4ncacsIiNa14 Y m X (C) 0 8: AK — A(:{I1"|K)| } < Matrica AK sadrZi kolone
matrice A indeksima MK 9: XCK « XKCA|TKAK -1ATKy 10: XKCz(k)(« X0,KC(k)), kk €€/ NN~ "KK, { Output: * Vektor
rekonstruisanih koeficijenata XCKz « Rekonstruisani signal x = ®-1XCKz Nakon detekcije pozicija (frekvencijskih
indeksa) komponenti, jednacina mjerenja postaje: y = AK XCK , (3.43) gdje XCK predstavlja vektor sastavljen od K
nepoznatih koeficijenata na detektovanim pozicijama. Mjerna matrica je sada redukovana na dimenzije NA x K,
odbacivanjem kolona koje odgovaraju koeficijentima ¢ije su vrijednosti 0. Buduéi da je K < NA, posmatrana jednacina
moze biti rijeSena u srednjem kvadratnom smislu. Rezultat je vektor od K elemenata: XKC = (ATKAK)-1ATKy. (3.44)
Ukoliko su dobijeni koeficijenti takvi da je greska e =y - AK XCK jednaka 0 (ili ima rijednost koja je u nekim prihvatljivim
granicama), tada je nad”eno rjeSenje problema. Ukoliko ova greska nije mala, tada neki nenulti koeficijenti nijesu
detektovani i ukljuceni u XCK . Stoga racunanje treba ponoviti, sa greSkom e sada u ulozi signala. Kandidati za pozicije
nenultih koeficijenata se sada detektuju na osnovu inicijalne DCT estimacije ovog novog signala, i dodaju se u prethodni
skup pozicija nenultih koeficijenata K. Racunanje XCK treba ponoviti sa ovim novim, tj. azuriranim setom pozicija, sve

dok se ne dostigne zadovoljavajuci nivo greske (ili greSka ne Algoritam 10 Rekonstrukcija postavljanjem praga u DCT
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domenu (iterativni postupak) Input: » Vektor mjerenja y « Mjerna matrica A + Zahtijevana tacnost & * Inverzna DCT
matrica ®-1 1: [1"K < @ < Skup estimiranih pozicija komponenti; na pocetku je prazan 2: e < y < Vektor greske na
pocetku je jednak vektoru dostupnih odbiraka 3: a < 0.147 4: PN N (T ) < 0.99 < Zadata vjerovatno¢a da DCT
koeficijenti Suma budu ispod praga 5: L «<— log 1 = (PN N (T )) N 2 6: while lle(l22 > 6 do ) 7: XCO < A-1e 8: ocsN «
(NM2((NN--M1)) llylli2 < Izraz llyll22 KM M I=1 A 1 2V 9: TN "K«—«—ocsl"NKVua ar-g 4 - aL>+TV(14m+al 2 - 4aL <
Prag se racuna na osnovu ocsN ( 10: X C 11: AXKCK «—« AA(:TK,NMAKK)-{11IATKy 0) ) | } < Matrica AK sadrzi kolone
matrice A indeksima MK 12: < Izraz ATKAK -1ATK je pseudoinverzija matrice AK 13: yK — AK XCK 14: e <y - yK () ()
15: end while 16: XKC z (k) < X0,KC(k), kk e/ MMN""KK, { Output: * Vektor rekonstruisanih koeficijenata XCKz +
Rekonstruisani signal x = ®-1XCKz padne na nulu). U nastavku ¢e biti predstavljena probabilisticka analiza greske u
detekciji koeficijenata koji korespondiraju komponentama signala. Neka se posmatra K-komponentni spars signal
definisan modelom (4.70). DCT koeficijenti koji ne odgovaraju komponentama signala predstavljaju slu¢ajne
promijenljive opisane aproksimativno Gausovom funkcijom raspodjele, N(0,0c2sN) sa srednjom vrijednoséu nula i
varijansom oc2sN definisanom sa (3.38). DCT koeficijent koji odgovara I-toj komponenti signala takod™e predstavlja
sluc¢ajnu promjenljivu sa aproksimativno Gausovom distribucijom, N(NNAAI,c2X0C(kl)), | = 1,2,...K, sa srednjom
vrijedno$éu pX0C(kl) = NNAAI i varijansom oX20C(kl) definisanom relacijom (3.12). Apsolutna vrijednost DCT
koeficijenta na poziciji I-te komponente signala imace ,savijenu” normalnu distribuciju (engl. folded normal distribution)
p(€) =1V exp - (€ - NNAAI2 (€ + NNAAI)2 oX0C(kl) 2| ( 206X20C(KI) ) + exp ( - 20X20C(kl) ) . (3.45) ] Apsolutne
vrijednosti DCT koeficijenata Suma (koji ne odgovaraju komponentama signala) podlijezu tzv. polunormalnoj funkciji

gustine raspodijele (engl.

half-normal distribution) Vq(§) =Vexp -2 &2o¢ .(346) Nmn (20c2sN) DCT 43

koeficijent na poziciji $uma imace vrijednost manju od = sa vjerovatno¢om =V Q(=)=V exp - 2 €2 d€ =erf V= J0 o N 11 (
20c2sN) (2ocsN) . (3.47) Ukupan broj DCT koeficijenata na pozicijama Suma je N - K. Vjerovatnoéa da je N - K
nezavisnih DCT koeficijenata koji ne odgoavarju komponentama signala maniji od = je Q(=)N-K. Vjerovatnoc¢a da je
barem jedan od N - K DCT koeficijenata Suma veci od = iznosi G(z) = 1 - Q(Z)N-K. Greska u detekciji komponente
signala nastaje kada DCT koeficijent koji ne odgovara pozicji signala svojom vrijedno$éu nadmasuje DCT koeficijent koji
je na poziciji komponente signala. U cilju izracunavanja vjerovatnoce ove greske, razmatrajmo apsolutnu vrijednost DCT
koeficijenta na poziciji komponente signala na i oko vrijednosti €. DCT koeficijent na poziciji signala ima vrijednost u
opsegu od € do € + d€ sa vjerovatno¢om p(€)d¢, gdje je p(€) definisano relacijom (3.45). Vjerovatnoc¢a da najmanje jedan
od N - K DCT koeficijenata na poziciji Suma ima vrijednost vecéu od € iznosi G(€) = 1-Q(§)N-K. Moze se zakljuciti da
vjerovatnoca da je apsolutna vrijednost DCT koeficijenta na poziciji signala u opsegu od € do £+d€ i da je apsoloutna
vrijednost najmanje jednog DCT koeficijenta na poziciji Suma veéa od vrijednosti DCT koeficijenta komponente signala
zadata izrazom G(§)p(€)d€. Uzimajuéi u obzir sve moguce vrijednosti &, zakljuCuje se da je vjerovatnoéa pogresne
detekcije I-te komponente signala definisana relacijom: PE(I) = 1 = N-K oX0C(kl) 2rt JO v (1 - erf V € (20csN ) ) x [ exp -
( (€ ~2NNAAI)2 20X0C(kl) ) + exp - ( (€2+0X2NNOCA(AKDI2 )] d€ . (3.48) Navedeni izraz se moZe pojednostaviti
kori$¢enjem aproksimacije predstavljene u [7]. 3.1.4 Veza sa indeksom koherentnosti U cilju analize najgoreg mogucéeg
scenarija, pretpostavimo maksimalni moguéi uticaj DCT koeficijenata Suma na detekciju koeficijenta najjace
komponente signala. Maksimalan med~usobni uticaj posmatranih K komponenti postoji kada sve one imaju jednake
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(bez gubljenja opstosti - jedinicne) amplitude. U slu¢aju kada je dostupno NA odbiraka signala, srednja vrijednost
komponente (DCT koeficijenta na poziciji komponente signala) je NA/N . Sumna komponenta (DCT koeficijent koji ne
odgovara nijednoj komponenti signala) na frekvencijskom indeksu k, koja potice od komponente signala na poziciji kl je
jednaka je: Q(k, kl) = akakl cos T(2n + 1) m(2n + 1) 2N kl cos k . (3.49) neNY A k#kl () (2N ) Ona se mozZe povezati sa
indeksom koherentnosti matrice AT A, koji je definisan na sljedec¢i na¢in: p = max N akakl cos (2n + 1) i(2n + 1) 2N kl
cos 2N k. (3.50) NA neNY A k#kl () () I | Ukoliko je Sum koji poti¢e od svih komponenti signala takav da se sumira po
fazi na | | poziciji k koja ne odgovara pozicijama komponenti signala, tada, pretpostavljaju¢i maksimalnu mogucu
vrijednost za y, maksimalna mogucéa vrijednost DCT koeficijenta Suma je K max |Q(k, kl)| = Ku NA N . (3.51) Ukoliko se
istovremeno na poziciji komponente signala svi Sumovi koji poti¢u od preostalih K - 1 komponenti sabiraju u fazi, itou
smjeru suprotnom znaka srednje vrijednosti posmatrane komponente signala, opet pretpostavljajuéi njihove
maksimalne moguée apsolutne vrijednosti , tada ¢e rezultuju¢a najgora moguc¢a amplituda komponente signala biti
min{X0C(kl)} = NA N - (K - 1) max |Q(k, kl)|. (3.52) Detekcija komponente signala ¢e biti jo§ uvijek moguc¢a ukoliko je
zadovoljen uslov min{X0C (kl )} > K max |Q(k, kI )|, odnosno NNA - (K - 1) NNA u > Ky NNA . Uslov 1 - (K- 1)u>Kpje
zapravo ekvivalentan dobro poznatom uslovu za rekonstrukciju signala zasnovanom na sparku posmatrane matrice
[61]: K<1+112.(3.53) (u) Prethodno izvod~enje odli¢no ilustruje ¢injenicu da je, u literaturi inace Siroko prihvacena,
relacija izmed~u stepena rijetkosti K i indeksa koherentnosti p (3.53) zapravo ekstremno pesimistican uslov za
rekonstrukciju nedostajucih odbiraka signala. Kada bi bili u poziciji da pravimo strategiju odabiranja na osnovu izbora
pozicija, tada bi to trebalo uciniti tako da se minimizuje vrijednost p. Minimalna vrijednost je definisana Velcovom
granicom (engl. Welch bound) p = N(NA-(NN-A1)), [63]. Jednakost vaZi u slucaju specificnih formi transformacija i
mijernih matrica kvoje se oznagavaju skra¢enicom ETF (engl. equiangular tight frames). Vazno je istaéi da DCT ne
zadovoljava svojstva ETF-ova. Med utim, ¢ak i kada bi DCT predstavljala ETF, tada za N = 256 i NA = 128 prema Vel€ovoj
granici vazi uslov p = (256 - 128)/128/255 = 0.0626. Minimalna moguéa vrijednost p garantuje rekonstrukciju Vza K <
8.5. Navedeni uslov je ekstremno pesimistican za realne slucajeve. Na osnovu nase numericke analize, za N = 256 i NA
=128 smo zakljucili da je moguce rekonstruisati signale sa mnogo veé¢im brojem komponenti K. Na primjer, u najgorem
slucaju jednakih amplituda i sa pesimisti¢nim 3o empirijskim pravilom, potpuna rekonstrukcija je moguca za K koje ide
do vrijednosti 28. 3.1.5 Uticaj aditivnog Suma Buducéi da DCT koeficijenti koji odgovaraju komponentama signala imaju
srednju vrijednost pX0C(kl) = AINNA, | = 1, 2..., K, tokom procesa rekonstrukcije oni se pojacavaju sa faktorom N/NA,
kako bi se produkovale tacne vrijednosti amplituda Al. Ukoliko u signalu postoji slabi aditivni Sum varijanse c€2, tada u
odnosu na inicijalnu DCT estimaciju Suma 02X0C (k) = a2kE g(n)e(m) cos (22nN+ 1) k cos (2m + 1) k = nY eNA
m> eNA { () (2N NA og2,)} N ova varijansa ¢e biti pojacana (N/NA)2 puta. Stoga je varijansa u jednom estimiranom
koeficijentu jednaka: 0X20C(k) = 0€2. N N (3.54) A Energija Suma u rekonstruisanom signalu sa K komponenti (odnosno
energija Suma prisutna u K rekonstruisanih DCT koeficijenata) ¢e biti K puta veéa: EeR = NAce2K (NA) N2 KN = N A og2
N . (3.55) Sada se moze definisati odnos signal-Sum u rekonstruisanom signalu kao: SNR = 10log Es Es (E€R) = 10log (
NKAcg2N ) Es =SNRi- 10 log K =10 log (NKAEe) N, (3.56) (A ) pri c¢emu je SN Ri = 10 log(Es/E€) ulazni odnos
signal-Sum u svim odbircima signala. Ovaj rezultat, dobijen jednostavnim i intuitivno jasnim izvod~enjem, moze se
uporediti sa rezultatom dobijenim u kontekstu tzv. Bajesovog kompresivnog odabiranja [26]. Naime, matrica kovarijanse
estimiranih koeficijenata, prema ovom kontekstu rekonstrukcije, je definisana kao X = (AT A/og2 + D)-1, gdje je D
dijagonalna matrica tzv. hiperparametara. Nakon nalaZenja pozicija nenultih koeficijenata, koriS¢enjem iterativne
procedure u Bajesovom pristupu, koeficijenti sa velikim hiperparametrima su isklju¢eni zajedno sa odgovaraju¢im

elementima matrice D i kolonama A. Za nasu mjernu matricu, varijansa estimiranih koeficijenata je jednaka dijagonalnim
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elementima matrice AT A, posto su hiperparametri jednaki 0 za nenulte koeficijente. Srednja vrijednost dijagonalnih
elemenata matrice AT A je NA/N . Ona se ne mijenja izostavljanjem kolona u mjernoj matrici. Stoga, dijagonalni elementi
matrice kovarijanse u finalnoj iteraciji rekonstrukcije zasnovane na Bajesovom metodu jednaki su ce2N/NA, vodeéi do
(3.54). Prezentovani rezultati za uticaj aditivnog Suma ¢e biti kori§¢eni i numericki provjereni u kontekstu analize
rekonstrukcije signala koji nijesu Cisto spars. 3.1.6 Analiza rekonstrukcije signala koji nijesu rijetki Signali koji nijesu
Cisto spars, a da pri tome posjeduju dobru koncentraciju u posmatranom domenu, Cesto se susrijecu u prakticnim
primjenama. Za DCT domen, kao ilustrativan primjer naveséemo audio signale. Zbog njihove dobre koncentracije,
ovakve signale vrlo Cesto ima smisla rekonstruisati algoritmima iz konteksta kompesivnog odabiranja, uz pretpostavku
da su K -spars, odnosno, uz pretpostavku da se preostalih N - K odbiraka signala mogu zanemariti. GreSka koja se pravi
takvom pretpostavkom je neizbjezna, a u realnim scenarijima - njen nivo je Cesto viSe nego prihvatljiv u kontekstu
primjene. Na primjer, ukoliko se radi rekonstrukcija audio signala nakon odbacivanja odbiraka tesko oSte¢enih
impulsnim Sumom, distorzijama, ili jednostavno rekonstrukcija odbiraka koji su nedostajuéi zbog prirode procesa
akvizicije signala, gubitaka tokom prenosa, oStecenja medijuma za skladistenje i slicno, greska u rekonstrukciji ¢e biti
zanemarljivo mala. U sekciji 3.1.7 pokazaéemo da objektivne perceptualne mjere kvaliteta u eksperimentima sa veéim
brojem realnih signala pokazuju potpunu perceptualnu prihvatljivost rekonstruisanih signala. Drugim rije¢ima, nasi
numericki testovi ali i testovi sluSanja pokazuju da ljudsko uho ne moze detektovati greske i napraviti razliku izmed™u
originalnih i rekonstruisanih signala. U ovom odjeljku, navedenu gresku ¢emo kvantifikovati. Pored njene analitiCke
forme, numerickim eksperimentima sa generisanim i realnim signalima pokaza¢emo validnost ovog bitnog teorijskog
rezultata. Izvedena greska kvantitativno odred~uje performanse rekonstrukcionog procesa, i za posmatrane klase
signala moze predvidjeti oCekivane ishode rekonstrucije. Teorema o gresci u rekonstrukciji signala koji nijesu rijetki
Posmatra se signal koji nije Cisto spars, i Cije su najvec¢e amplitude Al, =1, 2, ..., K. Pretpostavimo da je od ukupnog
broja N dostupno samo NA odbiraka posmatranog signala, uz 1 << NA « N . Pretpostavimo i da je rekonstrukcija signala
sprovedena kao da je on bio K -spars. Energija greske u K rekonstruisanih koeficijenta XCK - XCT 22 je direktno
povezana sa energijom nerekonstruisanih komponenti XTCz - XC 22 ||sljede¢om relacijom || || || XKC - XCT KN(AN(N-
-NTA)) IXCTz - XC2=222,(3.57) Il Il gdje je XKC vektor dimenzija K x 1 koji sadrzi rekonstruisane komponente, XTC
je vektor | II Il Il dimenzija K x 1 koji zadrzi prave vrijednosti koeficijenata na pozicijama rekonstruisanih koeficijenata, XC
je vektor dimenzija N x 1 i on sadrzi DCT koeficijente originalnog signala (sa svim dostupnim odbircima), dok je XCTz
vektor dimenzija N x 1 koji sadrzi K originalnih koeficijenata na rekonstruisanim (detektovanim) pozicijama, i nule na
preostalih N - K pozicija. Dokaz teoreme Nerekonstruisana I-ta komponenta u signalu se manifestuje kao ulazni Gausov
$um varijanse oc2sN = A2l NNA(2N(N--N1A)) . (3.58) Sve nerekonstruisane komponente ée predstavljati Gausov Sum
ukupne varijanse N oT2 = A2l NNA(2N(N--N1A)) . (3.59) I=YK+1 Nakon rekonstrukcije, ukupna energija Suma koji
potice od nerekonstruisanih komponenti (koji je prisutan u K rekonstruisanih komponenti) bi¢e jednaka: XKC - XCT =
E€R = K NA2 6T2 = KN(AN(N--N1A)) 2N 2 N 2 A2l . (3.60) Il Il I=YK+1 Sum koji potice od nerekonstruisanih komponenti
se moze direktno povezati sa energijom nerekonstruisanih komponenti N XCTz - XC 22 = A2l. (3.61) Il Il Il I=3K+1 Ovo
znaci da je ukupna energija nerekonstruisanih komponenti jednaka XKC - XCT KN(AN(N--N1A)) XCTz - XC 22 =,
(3.62) ¢ime smo zavrsili dokaz.|l || II II Il I Rezultat prethodne teoreme moze se lako generalizovati na slu¢aj zaSumljenih
signala. Ukoliko posmatrani signal sadrzi ulazni aditivni Sum Cije su vrijednosti ispod nivoa rekonstruisanih komponenti
u transformacionom domenu, tada je posmatrana greska definisana relacijom: XKC - XCT KN(AN(N--N1A)) XCTz - XC
22K2=2+N(3.63) Ace2 N . Primjer 3.4. Posm]latrajmo siglinal koji nije potpunllo rijedak: Il Il | N x(n) = akl Al cos
m(2n + 1) kl + g(n), (3.64) 31=1 (2N ) pricemu je Al =1 zal<SiAl =
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0.5e-21/(S+1) taS+ 1<I<N, gdjesuodgovarajuéi DCT indeksi 0 <ki< N

sluc¢ajno raspored~eni. Neka je samo NA = 192 od ukupno N = 256 odbiraka signala dostupno na slu¢ajnim pozicijama.
Odgovarajuc¢e normalizacione DCT konstante su oznacene sa akl. Ovaj signal je aproksimativno S-spars, pri ¢emu je S =
10. Signal je kontaminiran bijeli Gausovim Sumom, srednje vrijednosti 0 i standardne devijacije oe = 0.11/N. Signal je
rekonstruisan koris¢enjem OMP algoritma (Algoritam 1), sa razli¢itim pretpostavljenim vrijednostima K koji definisu
koliko je signal spars, 3 < K < 32. Na bazi 200 realziacija signala sa slu¢ajnim DCT indeksima, pozicijama dostupnih
odbiraka i slu¢ajnim realizacijama $uma, numericki je izracunata srednja kvadratna greska (MSE), i upored™ena je sa
teorijskim izrazom. Greska (3.63) je izracunata sa odgovaraju¢om normalizacijom pretpostavljenom vrijednosc¢u K.
Greske su racunate po pravilima: Enum = 10 log IXCK - XCT 122 1 K (3.65) () za slu¢aj numericke greske, i Eteor = 10
log (NNA(-N N-A1) XTCz - XC 2+ 1 2N. (3.66) A 0e2N za sluéaj teorijske greske. Rezultati su predstallvljeni na slillci
3.4. Crvene linije predstavljaju || ) teorijski MSE, plave tacke oznacavaju dobijene numericke podatke, ¢ije usrednjavanje
produkuje vrijednosti oznacene crnim kruzi¢ima. Numericki i teorijski rezultati pokazuju vrlo visok nivo poklapanja.
StatistiCka i teorijska greska [dB] 0 Prosje¢na greska (numericki) -20 Greske u svim realizacijama Teorija -40 NA = 192,
N =256 -60-80 510 15 20 25 30 Pretpostavljeni stepeni rijetkosti K Slika 3.4: Energija greSke u rekonstrukciji
zasumljenog signala koji nije rijedak u DCT domenu: rac¢unata numericki, i na osnovu prezentovane teorije. Greska je
prikazana za razlicite pretpostavljene stepene rijetkosti K . 3.1.7 Primjena u obradi audio signala U kontekstu primjena,
DCT je zastupljena u obradi razli¢itih vrsta signala: radarskih, biomedicinskih (ECG, EEG etc.), audio signala, kao i
digitalnih slika [28, 41-43]. Vazno je istaknuti da se ova transformacija nalazi u jezgru Citave klase algoritama za
kompresiju EKG signala [91] i digitalnih slika [28], ali i algoritama za razliCite vrste obrade audio signala (kompresiju,
speech enhancement - poboljSavanje govornih signala, uklanjanje Suma, zatim inpainting - popunjavanje nedostajuéih ili
nedostupnih segmenata signala itd.) [8, 42, 43, 49, 60]. Navedene ¢injenice ukazuju na potencijal DCT domena za
predstavljanje audio signala pomoc¢u malog broja transformacionih koeficijenata (odnosno, na potencijal DCT domena
za njihovu visokokoncentrisanu reprezentaciju). Imajuci u vidu fundamentalne teorijske zahtjeve kompresivnog
odabiranja, ovo indicira na moguc¢nost primjene razvijenih reoknstrukcionih algoritama na audio signale sa
nedostajuéim ili nedostupnim odbircima, $to potrvrd~uju i noviji nau¢ni radovi u ovoj oblasti, kao na primjer [8, 49]. Audio
signali su nestacionarni, odnosno, imaju vremenski promjenljiv spektralni sadrzaj. Generalno govore¢i, iako audio signali
nijesu rijetki u DCT domenu [42], njihov stepen rijetkosti se moze znacajno pobolj$ati ukoliko se posmatraju
odgovarajuci lokalizovani segmenti [8, 42, 43]. Ova vrsta signala se u tom slu¢aju moze smatrati aproksimativno
rijetkom u DCT domenu. U cilju poboljSanja stepena rijetkosti, odnosno koncentracije reprezentacije, u praksi se koriste
prozorske forme (engl. windowed forms) DCT-a, kao na primjer tzv. MDCT [48]. Ova forma transformacije je Siroko
zastupljena u procedurama za kompresiju inkorporiranim u modernim audio formatima [41]. Audio signali x(n) duzeg
trajanja se analiziraju (odnosno obrad~uju) pomoéu DCT-a primjenjenog na uzastopne blokove uprozorenih segmenata
xi(n) = w(n)x(n +iN/2), (3.67) gdje je w(n) prozorska funkcija unutar 0 < n < N - 1. Susjedni blokovi su preklopljeni tako
da je druga polovina jednog bloka preklopljena sa prvom polovinom sljedeéeg bloka. Vazno je napomenuti da je ovakav
blokovski pristup analizi i obradi audio signala od velike vaznosti i za analizirane algoritme za rekonstrukciju rijetkih
signala, buduc¢i da se segmentiranjem signala velikog trajanja smanjuju dimenzije parcijalne DCT matrice Cija se

inverzija mora vrsiti tokom procesa rekonstrukcije. Blokovski pristup nije stran u primjenama - on je Siroko zastupljen i
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u analizi slika zasnovanoj na DCT-u. Ukoliko je forma prozorske funkcije takva da je zadovoljen uslov w(n) + w(n + N/2) =
1 unutar intervala preklapanja N/2 < n <N - 1, tada se rekonstrukcija Citavog signala jednostavno sprovodi na osnovu
rekonstruisanih uprozorenih segmenata x"i(n), u formi x"(n) = x"i(n - iN/2). (3.68) Yi Veliki broj Siroko zastupljenih
prozorskih funkcija zadovoljava spomenuti uslov [28]. Takav je i Cesto kori$¢eni Haningov prozor w(n) = 0.5(1 +
cos(2Nm(n + N2))) = sin2(Nmn). U daljem razmatraniju, bi¢e pretpostavljeno da je u svakom bloku dostupan redukovani
skup nezasumljenih obiraka signala, na pozicijama n € NA={n1, n2, ..., nNA}. Razli¢ite okolnosti mogu biti uzrok
nedostupnosti odbiraka audio signala. llustrativan primjer su smetnje u obliku klikova (engl. clicks and pops) koje su
prisutne u starim audio snimcima, karakteristi¢ne po tome da tesko oste¢uju odred~eni procenat odbiraka signala na
pozicijama n € NQ [42,43,49,54,67]. U nasem razmatranju, skup NQ ¢emo smatrati poznatim, buduci da se za detekciju
impulsnih smetnji moze koristiti neki od Siroko prihvacéenih i efikasnih algoritama za ovu namjenu. Nakon uklanjanja
impulsnih smetnji, odbirci na ovim, slu¢ajno raspored~enim pozicijama n € NQ se mogu posmatrati kao nedostupni. Oni
¢e biti rekonstruisani CS Algoritmom 10, odnosno, OMP pristupom (Algoritam 1). Ovakva forma primjene ¢e biti
ilustrovana primjerima 3.5 i 3.6. U kontekstu kompresivnhog odabiranja, redukovani skup slu¢ajno pozicioniranih
odbiraka moze da bude inicijalni rezultat akvizicije. Takva vrsta signala ilustrovana je primjerom 3.7. Bez obzira na to da
li su teSko osteéeni odbirci na pozicijama n € NQ namjerno odbaceni, ili je akvizicija signala vr§ena na slu¢ajnim
pozicijama n € NA, pristupima kompresivnog odabiranja oni se procesiraju na potpuno isti nacin. Primjer 3.5. Razmatra
se testni signal iz fajla mtlb.mat, koji je standardno dostupan u softverskom paketu MATLABoR. U pitanju je audio
snimak niskog kvaliteta, u kojem Zenski glas na engleskom jeziku izgovara rije¢ Matlab, pri Cemu je odgovarajuc¢a
frekvencija odabiranja 7418 Hz. Vremenska forma signala je prikazana na slici Fig. 3.5 (a). Ukupno 15% slu¢ajno
raspored~enih odbiraka signala je oste¢eno impulsnim Sumom, Fig. 3.5 (b). Pozicije impulsa Suma mogu biti
jednostavno detektovane kori§éenjem limitera. U sluéaju slozenijeg oblika impulsnog Suma, u kojem se pojavljuju
impulsi u opsegu vrijednosti odbiraka signala, mogu se koristiti napredniji metodi detekcije, na primjer, algoritam
predstavljen u [45]). Odbirci signala na pozicijama impulsa su proglaseni za nedostupne, i rekonstrukcija se sprovodi
Originalni signal 5 (a) 0-5 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 Zasumljeni signal 5 (b) 0 -5 0 500 1000
1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 Vremenski indeks n 0 (c) Numericki rezultat Ukupna greska [dB] -5 Teorijski
rezultat -10 -15 -20 -25 Rekonstruisani signal 0 (d) 5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150
Pretpostavljeni indeks rijetkosti K-5 0 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 Vremenski indeks n Slika 3.5:
Rekonstrukcija audio signala mtlb.mat nakon uklanjanja impulsnog $uma: (a) originalni signal, (b) signal ostecen
impulsnim smetnjama, (c) ukupna greska nakon rekonstrukcije sa razli¢itim pretpostavljenim stepenima rijetkosti, (d)
rekonstruisani signal na osnovu preostalih odbiraka unutar bloka. Za svaki blok, koris¢en je Haningov prozor duzine N =
500, sa preklapanjem na polovini duzine prozorske funkcije. Rekonstrukcija je vr§ena kori§éenjem prezentovanog
algoritma iz MP klase, sa razli¢itim pretpostavljenim stepenima rijetkosti K. Za rekonstruisani signal je numericki
estimirana srednja kvadratna greska, i izracunata odgovarajuca teorijska greska (3.66). Na slici 3.5 (c) estimirana greska
je predstavljena simbolom ,*", dok je teorijska greska (3.66) predstavljena punom linijom. Moze se uociti veliko
poklapanje numerickog i teorijskog rezultata. Krajnji signal formiran na osnovu rekonstruisanih segmenata je
predstavljen na slici 3.5 (d), za slu¢aj kada je pretpostavljeni stepen rijetkosti K = 150. Kvadratni korijen srednje
kvadratne greske, u literaturi poznat i kao RMSE (engl. root-mean-squared error), racunat za signale predstavljene na
slikama 3.5 (a) i 3.5 (d) iznosi 0.0738. Primjer 3.6. U ovom primjeru se razmatra snimljeni audio signal u kojem je rije¢
JAleluja” izgovorena na nasem jeziku. Signal je snimljen kori$éenjem MacBook rac¢unara sa softverskim paketom

MATLABoR. Frekvencija odabiranja je 11025 Hz. U ovom slucaju je 20% of slu¢ajno pozicioniranih odbiraka signala
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osSteceno jakim impulsnim Sumom. Ovi odbirci su izostavljeni iz signala, i rekonstrukcija je sprovedena samo na osnovu
preostalih odbiraka. Rezultati rekonstrukcije su prezentovani na slici 3.6, gdje je, pored elemenata iz prethodnog
primjera, dodatno uveéano prikazan i segment polaznog signala, u cilju bolje vizuelizacije rezultata. Primjer 3.7.
Razmatra se ugrad“eni MATLABOoR signal, train.mat, prikazan na slici 3.7 (a). U pitanju je audio zapis zvizduka voza,
odabran sa frekvencijom 8192 Hz. Pretpostavljeno je da je signal kompresivno odabran i da je samo 50% odbiraka
dostupno na slu¢ajnim pozicijama, $to je i ilustrovano na zumiranim slikama 3.7 (b) i 3.7 (c). | u ovom slucaju je signal
rekonstruisan uz razlicite stepene rijetkosti, dok su odgovarajuce greske u rekonstrukciji prikazane na slici3.7 (e).
Rekonstruisani signal za K = 50 je prikazan na slici 3.7 (d). 3.1.8 Eksperimentalna evaluacija u kontekstu obrade audio
signala Teoriju prezentovanu u ovoj sekciji ¢emo eksperimentalno evaluirati na primjeru tri seta realnih audio signala iz
[49]. Svaki set se sastoji od 10 signala pojedinacnog trajanja 5 s. Signali su dobijeni tokom kampanje ,2008 Signal
Separation Evaluation Campaign” i dostupni su online [65, 66]. Bazu Cine sljedeca tri skupa podataka  Muzika @ 16kHz:
set od 10 muzickih signala odabranih na 16 kHz, + Govor @ 16kHz: set od 10 muskih i Zenskih govornih signala
odabranih na 16 kHz, « Govor @ 8kHz: set od 10 govornih signala odabranih na 8 kHz, koji reprezentuju govor sa
telefonskim kvalitetom. Ovi signali su dobijeni pododabiranjem signala iz drugog seta. Signali su pazljivo odabrani tako
da sadrze veliki broj raznovrsnih zvuénih izvora i zvu¢nih kombinacija: muski i Zenski govor razli¢itih govornika, glas koji
pjeva, zvuk razli¢itih muzickih instrumenata itd. [49]. U nasoj eksperimentalnoj evaluaciji, smetnje su simulirane kroz dva
scenarija. U prvom slucaju, pretpostavljeno je da su audio signali oSte¢eni na slu¢ajnim pozicijama. U drugom slucaju,
oSteceni odbirci su grupisani u slu¢ajno pozicionirane blokove razli¢itih duzina, simulirajuci oSte¢enja kao Sto su klikovi
(clicks), gubici paketa tokom prenosa putem komunikacionog kanala, zatim posljedice osteéenja prenosnih medijuma
itd. [54]. U oba razmatrana slucaja, signali su rekonstruisani, i tacnost predlozenog teorijskog izraza (3.66) za MSE je
numericki testirana. Prezentovani CS algoritam je upored~en sa drugim tehnikama za rekonstrukciju i restauraciju audio
signala (engl. audio restoration techniques): median i niskopropusnim filtriranjem, zatim sa dvija ¢esto koriséena
algoritma zasnovana na modelovanju audio (a) Signal 0.2 0-0.2-0.4 0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000
(b) Signal sa Sumom 0.2 0-0.2 -0.4 2000 4000 12000 14000 16000 6000 8000 10000 Rekonstrusian signal Uvec¢an dio
slike (b) (c) Vremenski indeks n 0.2 0-0.2 -0.4 2000 2100 2200 2300 2400 2500 2600 2700 2800 2900 3000 (d)
Vremenski indeks n 0.2 0-0.2 -0.4 -5 0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 Vremenski indeks n (e) Ukupna
greska u signalu [dB] -10 -15 -20 -25 -30 -35 Numeric¢ki rezultat Teorijski rezultat 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
120 130 140 150 Pretpostavljeni stepen rijetkosti K Slika 3.6: Rekonstrukcija snimljenog audio signala nakon uklanjanja
impulsnog Suma: (a) originalni signal, (b) signal oste¢en impulsnim smetnjama, (c) uvec¢ano prikazani dio oste¢enog
signala od 1000 odbiraka, (d) rekonstruisani signal, (e) ukupna greska nakon rekonstrukcije sa razli¢itim
pretpostavljenim stepenima rijetkosti. (a) 1 Signal 0 -1 2000 4000 6000 8000 10000 12000 (b) Signal (uve¢an) 1 0 -1
2400 2410 2420 2430 2440 2450 2460 2470 2480 2490 2500 Rekonstruisan signal Mjerenja (uveéano) (c) 1 0-1 2400
2410 2420 2430 2440 2450 2460 n 2470 2480 2490 2500 (d) Vremenski indeks 1 0 -1 0 2000 4000 6000 8000 10000
12000 Vremenski indeks n (e) 0 Ukupna greska u signalu [dB] Numeri¢ki rezultat -5 Teorijski rezultat -10-15-20-25 0 10
20 30 40 50 Pretpostavljeni stepen rijetkosti K Slika 3.7: Rekonstrukcija kompresivno odabranog audio signala sa 50%
dostupnih odbiraka na slu¢ajnim pozicijama: (a) originalni signal, (b) uvecani dio signala: crveno - nedostajucéi odbirci,
plavo - dostupni odbirci, (c) uvecani dio signala sa krsti¢ima na pozicijama nedostajucih odbiraka, (d) rekonstruisani
signal, (e) ukupna energija nakon rekonstrukcije racunata za razlicite stepene rijetkosti. signala, kao i sa algoritmom iz
CS konteksta zasnovanom na optimizaciji £1-norme. U eksperimentu su razmatrani median filtri duzine 3i 5, i

niskopropusni filtri Batervortovog (engl. Butterworth) tipa sa dvije presje¢ne frekvencije, postavljene u skladu sa
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spektralnim karakteristikama razmatranih signala. Sto se ti¢e tehnika za rekonstrukciju i restauraciju audio signala,
razmatrane su dvije reprezentativne procedure iz konteksta interpolacije zasnovane na autoregresivhom (AR)
modelovanju [67], [76], [87]. Prvi razmatrani metod je interpolator zasnovan na AR modelovanju u smislu najmanijih
kvadrata (LSAR, engl. least-squares AR interpolator), originalno uveden za popravljanje ozbiljnih gresaka koje nastaju u
CD sistemima [67], [76]. Kori$¢ena je javno dostupna implementacija u sklopu online dostupnog softvera Audio
Inpainting Toolbox [49]. U razmatranim eksperimentima, duzina AR modela je postavljena na 30, dok se interpolacija
sprovodi u blokovima duzine 500 odbiraka, kako je predloZzeno u originalnom pristupu. Drugi razmatrani algoritam je iz
klase AR + reprezentacija bazne funkcije [67], [87]. U nasoj komparativnoj analizi kori$¢ena je implementacija sa
sinusoidama u ulozi baznih funkcija (LSAR+SIN), [87], koja je nedavno testirana od strane eminentnih istrazivaca iz
oblasti [50, 52]. Algoritam je kori$¢en sa podrazumijevanim podesavanjima, a koja uklju¢uju: AR model duzine P = 31,
broj baznih funkcija Q = 31, i duzina blokova 1024 odbiraka, Sto je u skladu sa eksperimentalnim rezultatima
prezentovanim u [50] i [87]. U svim razmatranim tehnikama, performanse rekonstrukcije jako zavise od uspjesnosti
detekcije pozicija ostecenih odbiraka. Kako bi obezbijedili pored~enje pod istim uslovima, u svim algoritmima su
umjesto rezultata procedura za detekciju impulsnih smetnji prosled”ivane ta¢ne pozicije impulsa. Na ovaj nacin,
obezbijedeno je iskljucivo pored~enje performansi rekonstrukcije. Ulogu reprezentativne tehnike iz skupa CS
algoritama zasnovanih na minimizaciji £1-norme, imao je LASSO-ISTA (engl. Iterative Shrinkage Thresholding Algorithm
for LASSO problem), [28], [37]. Kori§¢ena je regularizaciona konstanta A = 0.01. U drugom scenariju, pored prethodno
pobrojanih standardih tehnika, u komparativnu analizu su uklju¢ena su i dva nedavno publikovana pristupa visoko
adaptirana za uklanjanje i rekonstrukciju klikova u audio signalima, [50, 51]. U ovim algoritmima, rekonstrukcija se
obavlja nakon detekcije koja je sastavni i nerazdvojni dio pristupa. Za veliki broj impulsa/blokova u oba razmatrana
scenarija, zadovoljavajuéu detekciju nije bilo moguce postiéi. Implementacije algoritama su koriS¢ene sa njihovim
podrazumijevanim podeS$avanjima. Slu¢ajno pozicionirane impulsne smetnje U prvom eksperimentu, signali iz sva tri
seta signala su osteceni jakim impulsnim Sumom u p% sluc¢ajno pozicioniranih odbiraka, kao $to je ilustrovano u
primjeru 3.5 i na slici 3.5. Posmatrani signali, u blokovima od N = 500 odbiraka i pomnoZeni Haninogovom prozorskom
funkcijom, dobro su koncentrisani u DCT domenu. Med~utim, oni su samo aproksimativno rijetki u razmatranom
domenu. Pozicije jakih impulsa se mogu jednostavno detektovati koriS¢enjem limitera. Naprednije tehnike detekcije, Cije
izuCavanje prevazilazi okvire ove teze, opisani su u [45,50,51,54,67]. Bilo koja od ovih tehnika moze biti kori¢ena u
postupku detekcije koji prethodi rekonstrukciji. U kontekstu kompresivnog odabiranja, detektovani osteéeni odbirci na
pozicijama n € NQ se posmatraju kao nedostupna mjerenja. Rekonstrukcija se sprovodi na bazi preostalih odbiraka u
blokovima, koji se posmatraju kao dostupna CS mjerenja na pozicijama n € NA. Blokovi su preklopljeni na polovinama
duzina prozorskih funkcija. Rekonstrukcija se sprovodi prezentovanim CS algoritmom, sa razli¢itim pretpostavljenim
stepenima rijetkosti K. Teorijska greska. Na pocetku, izvr§icemo evaluaciju predloZenog izraza za MSE. Razmatra se
slucaj sa p = 30% ostecenih odbiraka. Za i-ti blok, numeri¢ka greska se rac¢una po formuli: En(iu)ym = 10 log IIXKC - XTC
122 1 K, (3.69) () dok je teorijska greska definisana izrazom: Et(ei)or=10log N-NA XCTz -XC 2 NA(N-1) 2. (3.70)
Kvadratne greske su usrednjene po blokovima illupored™enellna slici 3.8, kao funkcije od (Il ) pretpostavljenog stepena
rijetkosti K, za svaki iz svakog razmatranog seta. Punim linijjama su prezentovane teorijske MSE vrijednosti, dok tacke
oznacavaju rezultate dobijene numerickim putem. Moze se uociti da postoji visok stepen njihovog poklapanja,
potvrd~ujuci validnost predlozenog izraza za MSE. Muzika @ 16 kHz -5 Ukupna greska [dB] -10 -15-20-25-30 10 20 30
40 50 Pretp. stepen rijetkosti K Govor @ 8 kHz Govor @ 16 kHz Ukupna greska [dB] -4 -6 -8 -10-12-14-16 10 20 30 40
50 Pretp. stepen rijetkosti K -5 Ukupna greska [dB] -10 -15-20 10 20 30 40 50 Pretp. stepen rijetkosti K Slika 3.8: Energije
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greSaka u rekonstrukciji zasumljenih audio signala koji nijesu rijetki - raunate numericki (crne tacke) i u skladu sa
prezentovanim teorijskim izrazom (pune linije), za slué¢ajno pozicionirane impulsne smetnje. Greske su prikazane sa
razliCitim pretpostavljenim stepenima rijetkosti K . Prva slika prikazuje rezultat za 10 muzickih signala odabranih na 16
kHz, druga slika prikazuje greske za 10 govornih signala odabranih na 8 kHz, dok tre¢a slika prikazuje odgovarajuc¢e
greske za 10 razli¢itih govornih signala sa frekvencijom odabiranja od 16 kHz. Pored"enje sa stanovista srednje
kvadratne greske (MSE). Rezultate rekonstrukcije koriS¢enjem razmatranog CS algoritma sa pretpostavljenim stepenom
rijetkosti K = 80 ¢emo uporediti sa rezultatima dobijenim standardnim tehnikama zasnovanim na filtiranju, algoritmima
za rekonstrukciju i restauraciju audio signala zasnovanim na modelovanju, kao i sa CS algoritmom zasnovanim na
minimizaciji £1-norme [34, 35, 37]. U ovom dijelu eksperimentalne analize, p = 40% obiraka signala je zahvaceno
impulsnim smetnjama. Rezultati pored~enja sa stanovista srednje kvadratne greske - MSE su predstavljeni u tabeli 3.1.
Prezentovani CS algoritam za rekonstrukciju je prvo upored~en sa klasi¢nim metodom za uklanjanje impulsnih smetnji
zasnovanim na median filtru. Razmatrani su filtri duzine 3 i 5. Za sva tri seta podataka, median filtar duzine 3 je smanjio
MSE za 17.26 dB u prosjeku, a sli¢ni rezultati su dobijeni i koriSéenjem median filtra duzine 5 (vrste oznacene sa ,med3”
i ,med5” u tabeli 3.1). Razmatrani algoritam je zatim upored~en i sa niskopropusnim filtrom Batervortovog tipa, kao
reprezentativnom klasi¢nom tehnikom filtriranja. Za setove signala ,Muzika @ 16kHz" i ,Govor @ 16kHz", razmatrani su
filtri sa dvije presjeéne ucestanosti, koje su odred”ene na osnovu analize spektralnog sadrZaja ovih signala. Prvi filtar
(vrsta oznacena sa ,LPF1”) je dizajniran sa normalizovanom presje¢nom frekvencijom od 0.375, dok drugi filtrar (vrsta
,LPF2") ima normalizovanu presjeénu frekvenciju od 0.625. Za tre¢i set signala, ,Govor @ 8kHz" odgovarajuce
normalizovane frekvencije su 0.5, za prvi i 0.7 za drugi dizajnirani filtar, takod"e dobijene empirijski. Oba filtra su
pokazala slicne performanse, sa MSE padom od 16.25dB u prosjeku (u pored~enju sa MSE-om zasumljenog signala).
Rezultati koje su produkovali LSAR i LSAR+SIN algoritmi bili su znacajno bolji u pored~enju sa rezultatima dobijenim
klasi¢nim tehnikama zasnovanim na filtriranju. Prosje¢no MSE poboljSanje je iznosilo 25.42 dB za LSAR tehniku,
odnosno 26.55 dB za tehniku LSAR+SIN. Bitno je napomenuti da je u razmatranom scenariju implementacija LSAR
algoritma [49] imala odred~ene ispade koji su produkovali pikove velikih vrijednosti, za koje se smatra da su posljedica
nesposobnosti algoritma da podesi parametre AR modela usljed velikog broja nedostajucih (o$tec¢enih) odbiraka. Ova
nasa hipoteza je potvrd~ena Cinjenicom da do navedenih ispada algoritma nije dolazilo u testovima sa manjim brojem
ostecéenih/nedostajucih odbiraka, kada su MSE rezultati bili priblizno jednaki kao u slu¢aju LSAR+SIN algoritma.
Rezultati dobijeni prezentovanom CS rekonstrukcionom tehnikom su bili u prosjeku za 4 dB bolji od LSAR+SIN rezultata,
i za 5 dB bolji od rezultata LSAR pristupa. Zanimljivo je uociti da je pobolj$anje bilo najmanje u slu¢aju skupa
pododabranih signala ,Govor @ 8kHz", i ono je iznosilo 1.69 dB. Razlog bi mogao biti redukovani stepen rijetkosti ovih
signala u DCT domenu, nastao kao posljedica njihovog pododabiranja. CS algoritam za rekonstrukciju primjenom
minimizacije £1-norme (LASSO-ISTA) pokazao je gore rezultate od onih dobijenih prezentovanim CS algoritmom. Oni su
u prosjeku bili za 0.5dB gori od odgovaraju¢ih LSAR rezultata. Pored™enje sa stanovista objektivnih mjera perceptualnog
kvaliteta. Audio signali dobijeni prethodno opisanim tehnikama, Cije su MSE vrijednosti prezentovane u tabeli 3.1,
evaluirani Tabela 3.1: Srednja kvadratna greska (MSE) dobijena usrednjavanjem rezultata za sve signale iz
odgovarajucih setova, u eksperimentalnom scenariju sa slucajno pozicioniranim impulsnim smetnjama Muzika @ 16

kHz Govor @ 8 kHz Govor @ 16 kHz ZaSumljeni signali Med3 Med5 LPF1 LPF2 LSAR LSAR+SIN LASSO MP
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-12.40dB -25.85dB -25.60dB -27 .42dB -44.04dB -44.16dB -27 .41dB -43.52dB -44.20dB
-26 .92dB -42.42dB -43.24dB -26 .89dB -42.55B -43.37dB -36 .22dB -52.58dB -51.31dB

-37.48dB -53.59dB -52.44dB  -40 .69dB -49.80dB -51.15dB -41 .33dB -55.28dB -59.02dB

su i sa stanovista mjera perceptualnog kvaliteta. U cilju predikcije kvaliteta percepcije (od strane ljudskih slusalaca)
audio signala iz seta ,Muzika @ 16kHz", koriscen je Siroko prihva¢eni PEMO-Q method [88]. U nasim eksperimentima
smo koristili implementaciju ovog algoritma dostupnu online, u sklopu softverskih dodataka radova [89], [90]. Mapiranje
izlaza algoritma, odnosno odgovarajué¢e mjera perceptualnog kvaliteta (PSMt), na standardno prihvac¢enu skalu poznatu
kao ODG (engl. objective difference grade) izvr$eno je pomoc¢u procedure koja je opisana u [88]. Navedena skala
obuhvata opseg ocjena od -4 (veoma iritiraju¢e pogorsanje) do 0 (pogorsanije koje nije moguce percipirati).
Odgovaraju¢i PEMO-Q ODG su izracunati za osteéene signale, i za sve rekonstruisane signale koji su razmatrani u
prethodnoj sekciji za set podataka ,Muzika @ 16kHz". Kao i u slu¢aju srednje kvadratne greske, pored~enje se u svim
slu¢ajevima vrsi sa originalnim, nezasumljenim signalima. Rezultati pored~enja, prikazani na slici 3.9 (prvi grafik),
indiciraju da je prezentovana CS bila dominantna u odnosu na ostale metode, imajuci prosjecnu ocjenu od -1.32, u
pored~enju sa LSAR+SIN ocjenom od -1.81, i LASSO-ISTA ocjenom od -1.85. Med utim, potrebno je i istaéi Cinjenicu da u
sluéaju signala br. 5i signala br. 7, prezentovani metod je imao nesto gore rezultate od LSAR-SIN tehnike, a u slu¢aju
signala br. 8 i signala br. 10, rezultati su malo gori od onih koje je dao LASSO-ISTA algoritam. Za dva seta govornih
signala, pored~enje sa stanovi$ta perceptualnog kvaliteta je obavljeno kori§éenjem PESQ metrike [62]. Kao jedna od
standarnih mjera kvaliteta, PESQ se koristio u evaluaciji kvaliteta govornih signala nakon primjene CS algoritama u
kontekstu pobolj$anja govora (speech enhancement), [8], [9], gdje je ulogu domena rijetkosti takod e igrala DCT
primijenjena na odgovarajuée uprozorene blokove (frejmove) audio signala [8]. Na odgovarajuc¢oj PESQ-MOS skali
ocjene idu od 1 do 5, gdje se sa 5 ocjenjuje najbolji rezultat. Rezultati evaluacije zasnovane na PESQ algoritmu, dobijeni
za setove audio signala ,Govor @ 8kHz" and ,Govor @ 16kHz" prikazani su na slici 3.10. Odgovaraju¢e PESQ ocjene su
izraCunate kako za osStecene signale, tako i za signale rekonstruisane svim razmatranim metodama. Za slucaj signala iz
seta ,Govor @ 8kHz", the prosjecna PESQ ocjena za signale rekonstruisane prezentovanim CS metodom iznosi 2.89. U
prosjeku, ona je ve¢a od LSAR+SIN prosjecne ocjene od 2.59, LSAR ocjene od 2.45, kao i od prosjeCne ocjene signala
rekonstruisanih koriséenjem LASSO-ISTA algoritma, koja iznosi 2.1. Svi ovi algoritmi uzrokovali su znac¢ajno poboljSanje
perceptualnog kvaliteta u pored~enju sa o$te¢enim (zasumljenim) signalima. U slu¢aju seta signala ,Govor @ 16kHz",
poboljsanje u rekonstrukciji je jos oCiglednije. U ovom slucaju, prosjecna ocjena prezentovanog CS algoritma je bila
3.37. Ostali razmatrani algoritmi pokazali su sljedece rezultate: LSAR+SIN je imao ocjenu 2.87, zatim slijedi LSAR sa
ocjenom 2.44, dok je rezultat LASSO-ISTA rekonstrukcije ocijenjen sa 2.27. Ocjene preostalih razmatranih metoda su
nize. U razmatranom slucaju, poboljSanje PESQ ocjene u odnosu na zasumljene signale je vece, nego u slucaju seta
signala ,Govor @ 8kHz". N M3 M5 B1 B2 {1 L LSIN MP ... ODG - PEMO-Q 0 -1 -2 -3 Muzika @ 16 kHz: Sum na slu¢ajnim
pozicijama ODG - PEMO-Q 0-1-2-3 1 2 3 Muzika @ 16 kHz: Sum lokalizovan u blokovima4567891012345678
Redni broj signala 9 10 Slika 3.9: Perceptualna evaluacija signala iz seta ,Muzika @ 16kHz" kori§¢enjem PEMO-Q ODG
metrike. Gornja slika prikazuje PEMO-Q ODG ocjene za zasumljene i rekonstruisane signale u scenariju sa slu¢ajno
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pozicioniranim impulsnim smetnjama, koji odgovaraju MSE rezultatima prezentovanim u tabeli 3.1. Donja slika prikazuje
rezultate u slucaju impulsnih smetnji lokalizovanih u vremenskim blokovima, koji odgovaraju MSE vrijednostima iz
tabele 3.2. Oznake za primijenjene tehnike: N-zasumljeni signali, M3 i M5 - median filtri duzine 3 i 5, B1 i B2 - razmatrani
Batervortovi niskopropusni filtri, £1 - LASSO-ISTA, L - LSAR, LSIN - LSAR+SIN, MP - predlozeni MP pristup. Smetnje
lokalizovane u blokovima u vremenskom domenu U ovom eksperimentu, razmatraju se impulsne smetnje locirane u
blokovima uzastopnih odbiraka. Svi signali iz tri razmatrana seta oSteceni su Sumom lociranim u slucajno ... N M3 M5
B1 B2 {1 L LSIN MP Govor @ 8 kHz3PESQ21012345678910Govor@ 16kHz3PESQ2101234 ... Redni broj
signala 56 7 8 9 10 Slika 3.10: Perceptualna evaluacija govornih signala kori§¢enjem PESQ metrike u scenariju sa
slu€ajno pozicioniranim impulsnim smetnjama. Rezultati su u vezi sa MSE vrijednostima iz tabele 3.1. Oznake za
primijenjene tehnike: N-zasumljeni signali, M3 i M5 - median filtri duzine 3 i 5, B1 i B2 - razmatrani Batervortovi
niskopropusni filtri, £1 - LASSO-ISTA, L - LSAR, LSIN - LSAR+SIN, MP - predlozeni MP pristup. pozicioniranim blokovima,
varijabilne duzine izmed~u 1 5, tako da je, u prosjeku, p% odbiraka zahva¢eno Sumom. Ovakva vrsta impulsnih smetnji
se razmatra u cilju ispitivanja performansi procesa rekonstrukcije, kao i tacnosti teorijski izvedene greske (3.63) u
slucaju postojanja vremenski lokalizovanih distorzija u signalu (klikovi u zvu¢nim zapisima, ogrebotine na kompakt
diskovima, zatim odsijecanje (engl. clipping) itd.), [49], [51, 54]. Rekonstrukcija se i u ovom slucaju sprovodi kori§¢enjem
polu-preklopljenih frejmova signala duZine N = 500, obuhvaéenih Haningovom prozorskom funkcijom. Osteceni odbrici
su detektovani limiterom i tretirani kao nedostupni. Teorijska greska. Numericki dobijene srednje kvadratne greske -
MSE (3.69) se i u ovom slucaju u velikoj mjeri poklapaju sa teorijskim rezultatom (3.70), kao Sto je pokazano na slici
3.11. Rezultati su predstavljeni za sve signale iz sva tri razmatrana seta, za slucaj kada je, u prosjeku, procenat
ostecéenih odbiraka p = 10%. Pune linije reprezentuju krive teorijske greske, dok su crnim tackama predstavljeni
numericki rezultati. Taénost predloZene teorijskog izraza za MSE je o¢ekivana dok god su ispunjeni uslovi za CS
rekontrukciju, ¢ak i u slu¢ajevima kada se ostec¢enja pojavljuju u blokovima sukcesivnih odbiraka (koji se posmatraju kao
nedostupni). Pored~enje sa stanovista srednje kvadratne greske (MSE). Rezultati rekonstrukcije ostvareni primjenom
prezentovanog CS metoda upored~eni su sa rezultatima dobijenim primjenom median filtara, niskopropusnih filtara
Batervortovog tipa (sa istim parametrima Tabela 3.2: Srednja kvadratna greska (MSE) dobijena usrednjavanjem
rezultata za sve signale iz odgovarajucih setova, za slu¢aj impulsnih smetnji lokalizovanih u blokovima u vremenskom
domenu. Muzika @ 16 kHz Govor @ 8 kHz Govor @ 16 kHz Zasumljeni signali Med3 Med5 LPF1 LPF2 FTR BDR LSAR
LSAR+SIN LASSO MP

-11.33dB -23.55dB -24.53dB  -26 .15dB -42.70dB -42.83dB -25 .96dB -42.25dB -42.68dB
-25 .72dB -41.62dB -42.21dB -25 .77dB-41.72dB -42.31dB -26 .24dB -42.92dB -42.91dB
-26 .66dB -42.93dB -42.95dB -32 .52dB -45.48dB -46.58dB

-34.17dB -48.61dB -50.20dB -37 .64dB -48.41dB -49.65dB -37 .80dB -50.58dB -53.17dB

kao u prvom eksperimentalnom scenariju), zatim sa LSAR i LSAR+SIN rekonstrukcionim algoritmima, kao i sa

rezultatima LASSO-ISTA pristupa. Pored”enje je obavljeno sa stanovista srednje kvadratne greske (MSE). Rezultati su
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prezentovani u tabeli 3.2, za slucaj kada je, u prosjeku, procenat oSteé¢enih odbiraka p = 50%. Pored toga, u ovom
eksperimentalnom scenariju pored~enje je obavljeno i sa nedavno publikovanim algoritmom za uklanjanje impulsnih
smetnji i klikova (u pitanju je rekonstrukcija zasnovana na AR modelovanju), [50, 51]. Detekcija i rekonstrukcija
zasnovana na AR modelu su sprovedeni kori§¢enjem algoritama autora, sa podrazumijevanim podeSavanjima i
parametrima u programima (tzv. semi-causal with decision-feedback scheme), [51]. Vrsta FTR u tabeli 3.2 sadrzi
rezultate za forward-time pristup, dok vrsta BDR sadrzi rezultate sa tzv. bidirekcionim pristupom, originalno
predstavljenim u [50]. Ovi algoritmi su visoko adaptirani za primjenu u uklanjanju klikova u audio signalima. Detekcija
oStecenih odbiraka je obavljena primjenom ugrad~enih detekcionih procedura. Veliki broj osteéenih odbiraka u
razmatranom eksperimentu je znacajno redukovao performanse rekonstrukcije navedenim pristupima. Kao i u
prethodnom eksperimentu, rekonstrukcione tehnike LSAR i LSAR+SIN su pokazale u prosjeku bolje rezultate od ostalih
klasi¢nih pristupa. Prosjec¢no poboljSanje sa stanoviSta MSE, koriS¢enjem median filtra, iznosi 17.5 dB. Sli¢an rezultat je
dobijen za obije razmatrane duzine filtra. Niskopropusno filtriranje dovodi do prosje¢nog poboljsanja od 16.7 dB, za oba
razmatrana niskopropusna filtra. PoboljSanje u slu¢aju FTR i BDR algoritama je bilo zna¢ajno gore u razmatranom
eksperimentalnom kontekstu sa 50% nedostajucih odbiraka, nego sto je to slucaj kada je ovaj procenat nizi (e.g. na
primjer, za p = 10% or 15%). PoboljSanje je iznosilo samo 17.6 dB. CS rekonstrukciona tehnika zasnovana na
minimizaciji £1 norme (LASSO-ISTA) dovela je do MSE poboljsanja od 25.43 dB u prosjeku, je MSE poboljsanje
primjenom LSAR i LSAR-SIN tehnika iznosilo 21.72 dB i 24.52 dB, respektivno. Zanimljivo je uociti da je LASSO-ISTA
algoritam u prosjeku pokazao bolji rezultat u slu¢aju seta signala ,Muzika @ 16 kHz" u odnosu na LSAR-SIN pristup. U
prosjeku, prezentovani CS algoritam je u prosjeku produkovao rezultat za 1.95 dB bolji od rezultata LASSO-ISTA
rekonstrukcije. Najznacajnija razlika u rezultatima je uocljiva za set signala ,Govor @ 16 kHz". Pored”enje sa stanovista
objektivnih mjera perceptualnog kvaliteta. Za evaluaciju perceptualnog kvaliteta, i u ovom eksperimentalnom kontekstu
su koris¢enje PEMO-Q i PESQ metrike. Rezultati za set signala ,Muzika @ 16" kHz su prikazani na slici 3.9 (druga
podslika). Rezultati evaluacije perceptivnog kvaliteta za setove signala ,Govor @ 8 kHz" i ,Govor @ 16 kHz” su
prezentovani na slici 3.12. Na osnovu PEMO-Q ocjena na slici 3.9 (druga podslika) moze se zakljuciti da je prezentovana
CS rekonstrukciona tehnika, sa prosjeénom ocjenom -2.12, bolja od LASSO-ISTA algoritma (-2.48), kao i od LSAR+SIN
(-2.95) i LSAR (-3.13) algoritama. Med"utim, u slu¢aju malog broja signala, LASSO-ISTA algoritam je pokazao bolji
rezultat od prezentovane CS tehnike. Kao $to je to ve¢ nagovijeSteno MSE rezultatima u tabeli 3.2, LASSO-ISTA pristup je
bio bolji od LSAR i LSAR+SIN pristupa u ovom eksperimentu. PESQ ocjene, prikazane na slici 3.12 odgovaraju
rezultatima prezentovanim u tabeli 3.2. U slucaju seta signala ,Govor @ 8 kHz", prosje¢na PESQ ocjena kvaliteta signala
dobijenih prezentovanim CS pristupom je 2.44, i ona je bolja od odgovarajucih ocjena dobijenih u sluc¢aju drugih

algoritama:

LSAR+SIN (2.15), LASSO-ISTA (1.96) i LSAR(1.83).
Za set signala ,Govor @ 16 kHz" dobijene prosjeCne ocjene su: prezentovani CS pristup

(2.93), LSAR+SIN (2.53), LASSO-ISTA (2.13), i LSAR(1.68).
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Kao $to je primije¢eno u prethodnom scenariju, poboljSanje perceptualnog kvaliteta je vece za slu¢aj ,Govor @ 16kHz".
Muzika @ 16 kHz -5 Ukupna greska [dB] -10 -15 -20 -25 -30 10 20 30 40 50 Pretp. stepen rijetkosti K Govor @ 8 kHz -4
Ukupna greska [dB] -6 -8 -10-12-14-16 10 20 30 40 50 Pretp. stepen rijetkosti K Govor @ 16 kHz -5 Ukupna greska [dB]
-10-15-20 10 20 30 40 50 Pretp. stepen rijetkosti K Slika 3.11: Energija greske u rekonstrukciji audio signala iz setova
+Muzika @ 16 kHz', ,Govor @ 8 kHz" ,Govor @ 16 kHz": raéunata numericki (crne tacke) i u skladu za prezentovanom
teorijom (pune linije), u slu¢aju kada se impulsni Sum pojavljuje u vremenskim blokovima varijabilne duzine. Greske su
prikazane za razli¢ite pretpostavljene stepene rijetkosti. ... N M3 M5 B1 B2 £1 L LSIN MP Govor @ 8 kHz2 PESQ 101 2
345678910 Govor@ 16 kHz3 PESQ2101234... Redni broj signala 56 7 8 9 10 Slika 3.12: Perceptualna
evaluacija govornih signala koriS¢enjem PESQ metrike u eksperimentalnom scenariju sa impulsnim smetnjama
lokalizovanim u vremenskim blokovima. Rezultati su u vezi sa MSE vrijednostima iz tabele 3.2. Oznake za primijenjene
tehnike: N-zasumljeni signali, M3 i M5 - median filtri duzine 3 i 5, B1 i B2 - razmatrani Batervortovi niskopropusni filtri, £1 -
LASSO-ISTA, L - LSAR, LSIN - LSAR+SIN, MP - predlozeni MP pristup. 3.2 Dvodimenziona diskretna kosinusna
transformacija kao domen rijetkosti signala Vece je ustanovljena Cinjenica da je DCT vazna u brojnim kontekstima
primjene [21-23, 28, 29, 31, 41, 42]. Zahvaljujuéi svojstvu da digitalne slike visoko koncentriSe u manjem broju
transformacionih koeficijeanta, dvodimenziona DCT (2D-DCT) je jedna od najkoris¢enijih transformacija u kompresionim
algoritmima za digitalne slike [28]. StaviSe, pokazalo se da je ova transformacija pogodna i za rekonstrukciju digitalnih
slika sa nedostajuéim piskelima i/ili pikselima koji su oSte¢eni Sumom. Pretpostavka o rijetkosti reprezentacije slike u
domenu dvodimenzione DCT pokazala se opravdanom, [21-23]. Mjerenje koncentracije 2D-DCT koeficijenata pomocu
£1-norme i variranje vrijednosti nedostajuc¢ih odbiraka u cilju dobijanja rjeSenja sa najmanjim stepenom rijetkosti dovelo
je do razvoja veoma naprednih tehnika za kompresivno odabiranje [23,45]. U slu¢aju OMP pristupa, jasno je da se
rekonstrukcija se moze postici ukoliko su poznate pozicije komponenti signala, odnosno slike [14, 33, 36, 37]. U tom
sluéaju, prave vrijednosti koeficijenata mogu se izraunati ukoliko se identifikovane pozicije komponenti kombinuju sa
2D-DCT mjernom matricom [27, 28]. Vazno je, med~utim, naglasiti da su u sustini realne digitalne slike najées¢e samo
aproksimativno rijetke u 2D-DCT domenu [21-23, 28]. To znadi da, pored koeficijenata sa znacajnim vrijednostima koji
nose navjeci dio energije signala, mogu postojati i koeficijenti sa malim vrijednostima, umjesto koeficijenata koji bi bili
jednaki nuli. Buduci da algoritmi za rekonstrukciju rijetkih signala podrazumijevaju odred™eni stepen rijetkosti, navedene
komponente ée ostati nerekonstruisane [28, 30]. To dovodi do neizbjeznih greSaka u rekosntrukciji. Veé je ustanovljeno
da se redukcija broja dostupnih odbiraka manifestuje kao Sum u transformacionom domenu [7, 27]. Tokom
rekonstrukcije, taj Sum se u potpunosti redukuje u slu¢aju kada je pretpostavka o rijestkosti striktno zadovoljena.
Med~utim, koeficijenti sa malim vrijednostima u signalima koji nijesu potpuno rijetki ostaju nerekonstruisani, pa u
rekonstruisanom signalu/slici, njihov doprinos u vidu Suma i dalje ostaje. Ako se signal koji nije rijedak rekonstuise iz
redukovanog skupa mjerenja, tada ¢e se Sum usljed nedostajucih odbiraka u nerekonstruisanim koeficijentima
razmatrati kao aditivni $um u rekonstruisanom signalu [30]. Siroko prihvaéena literatura u oblasti kompresivnog
odabiranja, kako je ve¢ naglaseno, daje samo opSte granice za greSku u rekonstrukciji signala koji nijesu rijetki, a koji su
rekonstruisani uz pretpostavku o rijetkosti [1, 2, 4, 5, 33]. Granice za gresku u slucaju DCT i DFT razmatrane su u
kontekstu jedinstvenosti rieSenja u radu [6]. U ovoj sekciji, bice prezentovan egzaktan izraz za o¢ekivanu kvadratnu
gresku u rekonstrukciji aproksimativno rijetkih signala, odnosno signala koji nijesu rijetki u 2D-DCT domenu.
Pretpostavlja se da su ti signali rekonstruisani iz redukovanog skupa mjerenja pod pretpostavkom rijetkosti u ovom
domenu. Uticaj nedostajucih odbiraka ée i u ovom slucaju biti modelovan aditivnim Sumom [7, 29]. Sum koji potice od

nedostajuéih odbiraka u svakoj komponenti signala se modeluje kao Gausov slucajni proces, pa ¢e stoga biti izvedene
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srednje vrijednosti i varijanse odgovarajucih slu¢ajnih promjenljivih. Upravo ti rezultati ¢e biti uklju¢eni u izvod~enje
egzaktnog izraza za gresku u rekonstrukciji signala koji nijesu rijetki, a koja se sprovodi uz pretpostavku o rijetkosti.
Prezentovana teorija ¢e biti verifikovana numerickim eksperimentima sa realnim slikama. 3.2.1 Osnovne definicije
Posmatrajmo 2D diskretni signal (digitalnu sliku) dimenzija M x N, oznacen sa x(m, n). 2D-DCT ovog signala je

definisana izrazom [28] M -1

N-1X C (p,g)=x( m, n) ¢M(m, p) oN (n,q), 114

mY=03>n=0gdjesup=0,..,M-1ig=0,..,N - 1indeksi transformacionih koeficijenata, dok $M (m, p) =2 m(2m + 1)p
cos ,p£0 VM (2M) ¢N (n, q) = 2 (2n + 1)q ¥V N cos ,q #0 ( 2N ) (3.71) (3.72) predstavljaju normalizovane bazne funkcije
ove transformacije. Za p = 0 ili g = 0 ove funkcije su definisane izrazima $M (m, 0) = 1/M i §N (n, 0) = 1/N, respektivno.
Odgovarajuca inverzna transformacija ima sljedec¢uvformu: VM -1 N -1 s(m, n) = X C (p, q)¢M (m, p)oN (n, g) (3.73)
>p=05qg=0gdjejem=0,..,M-1,n=0,.. N-1.2D-DCT transformacija se moze zapisati i u matricnom obliku [28, 29]:
XC = ®x, (3.74) gdje je XC matrica 2D-DCT koeficijenata razmatranog signala, ® je 2D-DCT transformaciona matrica, dok
matrica x sadrzi odbirke posmatranog signala (odnosno, piksele digitalne slike). Za inverznu 2D-DCT vazi relacija: x =
WXC, uz ¥ = ®-1. Dvodimenzioni signal ili digitalna slika oblika: K x(m,n) = Al¢M(m,pl)¢N(n,gl) (3.75) 1=1 je rijedak u 2D-
DCT domenu ukoliko je broj nenultih 2D-DCT koeficijenata K mnogo manji od ukupnog broja piksela (odbiraka), odnosno,
ako vazi K « MN. Komponente su locirane na DCT indeksima (pl,gl) i imaju amplitude Al, I = 1,2,...,K. 3.2.2 Uticaj
nedostajucih odbiraka (piksela) U kontekstu kompresivnog odabiranja, pretpostavlja se da je samo NA < MN slucajno
pozicioniranih piksela sa indeksima (mi, ni) € {(m1, n1), (M2, n2), ..., (MmNA, nNA)} =NA < N={(0,0),(0,1),...,(M -1,
N - 1)} dostupno. Ukoliko se od dostupnih odbiraka formira vektor y sa elementima M -1 N -1 y(i) = x(mi,ni) =
XC(p,q)dM(mi,p)dN(ni,q), Yp=0 >q=0 gdjejei=0, 1, ..., NA, tada dolazimo do matri¢ne forme y = AXC (3.76) koja
predstavlja matematicki model procedure kompresivhog odabiranja, pri Cemu je A mjerna matrica dimenzija NAxM N .
Po definiciji, ona je parcijalna inverzna 2D-DCT matrica, koja sadrzi vrste matrice W koje korespondiraju pozicijama
dostupnih odbiraka (piksela). Digitalna slika x(m, n) je rijetka u 2D-DCT domenu, sa stepenom rijetkosti K, ukoliko je
samo K 2D-DCT koeficijenata tog signala razlic¢ito od nule. Nenulti koeficijenati pozicionirani na indeksima (p, q) € MK =
{(p1,491), (p2,q2), . . ., (pK, gK)} formiraju vektor XCK. Vektor 2D-DCT koeficijenata dobijen rekonstrukcijom slike, uz
pretpostavku da je ona rijetka sa stepenom K, ¢e biti oznacen sa XCR. Ovo je vektor od K rekonstruisanih nenultih
koeficijenata sa pozicija (p, q) € MNK. Digitalna slika je aproksimativno rijetka, ukoliko su koeficijenti XC(p, q), (p, k) €/ MK
malih vrijednosti, a ako su reda veli¢ine koeficijenata XC(p, q), (p, k) € MK, smatra¢emo da slika nije rijetka u 2D-DCT
domenu. Tada vektor XCK sadrzi K najvecih vrijednosti iz matrice XC. Vektor XCK produzen nulama do veli¢ine
originalne matrice XC, i zapisan u obliku matrice XC odgovaraju¢om preraspodjelom indeksa, bi¢e oznac¢en sa XKCO0. U
sklopu ove podsekcije, ispitatemo uticaj nedostajucih odbiraka (piksela) na koeficijente 2D-DCT-a. Inicijalna estimacija
koeficijenata Inicijalna estimacija 2D-DCT koeficijenata, zasnovana na {2-normi, raCuna se samo na osnovu dostupnih

odbiraka (piksela): X C 0(p, q) = x(m, n)¢M (m, p)oN (n, ) (3.77) (m3,n)eENA gdje je

p=01,..,M-1,9=0,1,...,N-1. 110
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Kao i u slucaju jednodimenzione DCT, jasno je da se isti rezultat dobija ukoliko su svi nedostupni pikseli jednaki nuli, [7].
U matri¢noj formi mozemo pisati XOC= ATy. (3.78) Koeficijenti u (3.77) predstavljaju slucajne promjenljive i, kao u ranije
razmatranim transformacijama, pokaza¢emo da su njihove statistiCke karakteristike razli¢ite na pozicijama komponenti
signala (slike), (p, q) = (pl, gl), od osobina koje imaju na pozicijama koje ne odgovaraju komponentama slike, odnosno,
(p, 9) # (pl, ql). Statisticke karakteristike 2D-DCT koeficijenata u slucaju signala (digitalnih slika) sa nedostaju¢im
odbircima (pikselima) Prvo ¢e biti razmatran slu¢aj monokomponentnog signala, a zatim i opsti slu¢aj
multikomponentnih signala. Dobijeni rezultati ¢e biti osnov za izvod~enje izraza za gresku u rekonstrukciji signala koji
nijesu rijetki, ali koji su rekonstruisani pod pretpostavkom da su rijetki. Monokomponentni signali. Prvo ée biti razmatran
slu¢aj monokomponentnog signala za (p, q) # (p1, q1), K = 1, a zatim ¢ée rezultati biti generalizovani i za
multikomponentne signale. Bez gubljenja opstosti, pretpostaviéemo jedini¢nu amplitudu komponente signala, A1 =1. 1z

(3.75) i (3.77) dobija se Varijabla XC(p, g) = ¢M (m, p1)$N (n, g1)¢M (m, p)oN

(n,q). (my,n)e NAzplgl (m,n,p, q)=¢M (m, pNN (n, q1)oM (m, 105

pP)ON (n, q) (3.79) je slucajna za slucajne vrijednsti (m, n). Prvo ¢e biti razmatrane njene statisticke karakteristike za (p, q)
# (p1, g1). Inicijalna 2D-DCT estimacija se moZze zapisati na sljedeci nacin: XC(p,q) = zp1q1(m, n, p, ). (3.80) (m3,n)eENA
Kada vazi (p,q) # (p1,91), 2D-DCT koeficijenti ne odgovaraju komponentama signala (odgovaraju CS Sumu), dok se
XCO(p,q) ponasa kao slu¢ajna Gausova promjenljiva [7,29]. Imajuciuvidudasubaznefunkcijeortogonalne, M -1 N -1
zp1gq1(m,n,p,q) =&(p - p1,9 - q1) (3.81) m¥=0 Yn=0 i da su sve vrijednosti zp1q1(m, n, p, q) jednako distribuirane,
moze se zakljuéiti da je srednja vrijednost slu¢ajne promjenljive XCO(p, q) jednaka nuli, odnosno: uXC0(p,q) = E XCO(p, q)
=0, (p,q) #(p1,q1). (3.82) U slucaju kada koeficijenti odgovaraju komponentama signala (slike), koriséenjem { }
svojstva ortogonalnosti i pretpostavke o jednakoj distribuciji vrijednosti zp1q1(m, n, p, q), dobija se da vazi pXC0(p,q) = E
X0C(p, g) = MNNA, (p, q) = (p1, q1). Za slu¢ajnu varijablu srednje vrijed{nosti nula,}varijansa je definisana sljede¢im
izrazom: (3.83) 0X2 CO (p,q) =E zp21q1(m, n, p, q) { (m,>n)eNA + zp1q1(m, n, p, q)zp1q1(, j, p, q) . (3.84) (MY,n)ENA
(i(,ji,)Yj#)e(mNA,n) } Posto se razmatra slucaj kada je (p, q) # (p1, q1), lako se zaklju¢uje da vazi: M-1 N-1 zp1q1(m, n, p,
g) = 0. m¥=0 ¥n=0 (3.85) Mnozenjem lijeve i desne strane izraza (3.85) sa zp1q1(i,j,p,q), i primjenom operatora
matemati¢kogocéekivanjanaobijestranejednakosti,slijedi: M -1 N -1 E zp1q1(m, n, p, 9)zp1q1(i, j, p, q) = 0. (3.86) { m3> =0
>n=0} gdje je (i, j) € N. Vrijednosti zp1q1(m, n, p, q) su jednako distribuirane. Stoga su ¢lanovi E{zp1q1(m, n, p,
q)zp1q1(, j, p, 9)} za (m, n) # (i, j) med usobno jednaki, i jednaki konstanti D. Ukupan broj ovih ¢lanova je MN - 1. Dalje,
na osnovu (3.86) dobijamo (M N - 1) D + E zp21q1 (m, n, p, q) = 0. Polazni definicioni obrazac varijanse sada mozemo
zapisati u obliku { } 6X2C0(p,q) = NAE{zp21q1(m, n, p, q)} + (NA2 - NA)D, (3.87) (3.88) buduci da je tacno NA
matematickih ocekivanja sa kvadratnim ¢lanovima u prvoj sumi, dok je NA(NA - 1) ¢lanova u drugoj sumsi jednako D. U
cilju odred~ivanja nepoznatog ¢lana E zp21q1(m, n, p, q) , potrebno je razmotriti viSe slucajeva, u zavisnosti od uslova
koje zadovolj{avaju indeksi kom}ponente signala: Generalni sluc¢aj: Razmatrajmo prvo najée$c¢e zadovoljeni uslov p # p1,
p#M-p1,q#ql,q#N - ql. Tada vazi: E{zp21q1(m,n,p,q)} = E{62M(m,p1)$2N(n,q1)}E{42M(m,p)$2N(n,q)} = M2N2 1
Inkorporirajuci ovaj med~urezultat u (3.87), dobija se D=- 11 M2N2 MN - 1. Dalje, na osnovu izraza (3.88), varijansa
moze biti zapisana u obliku: 62 C X0 (p,q) M2N2(MN - 1) = NA(MN - NA) . (3.89) (3.90) Ovaj rezultat vazii za (p1,q1) =
(0, 0). Za A1 # 1, rezultat je neophodno pomnoziti sa A21. Sluc¢aj 1: Kada koeficijenti nijesu na pozicijama signala, a
zadovoljavaju p = p1,q #q1, g # N - g1 dobija se E zp21q1(m,n,p1,q) = E $4M(m,p1) E $2N(n,q1) E $2N(n,q) . (3.91) {} {}
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{ { } Koris¢enjem osobine da je E{¢62N(n,q1)}E $2N(n,q) = 1/N2, dalje se moze pisati{} E zp21q1(m,n,p1,q) =N211+1.
{}[ M2 2ME $2M(m,2p1) { } ] Navedeno vazi za p1 # 0. U prethodnom izrazu je kori¢ena Cinjenica da funkcija ¢M (m,
2p1) ima srednju vrijednost jednaku nuli za slu¢ajno m. Buduci da je kosinus periodi¢na funkcija, moze se pisati:
Konac¢no, dobija se: Inkorporiranjem ovog rezul{tata u (3.87) i (3.88}) dolazimo do: E {$2M (m, 2p)} =M 1. E zp21q1 (m,
n,p1,q) = 2M 2N 2 3. (3.92) 6X2C(p,q) = 23MNA2N(M2(NM-N N-A1)), (3.93) za p1 # 0. Ukoliko, dodatno, vazip = p1 =
0, za nepoznato ocekivanje se dobija E zp21q1(m,n,p,q) = M2N2 1 (3.94) sto dalje daje rezultat (3.90). { } Slucaj 2:
Koriséenjem istih izvod~enja kao za Slucaj 1, lako se pokazuje da se, u slu¢aju kada pozicija razmatranog koeficijenta
zadovoljavap #p1,p #M - p1,q = g1 # 0, dobija rezultat (3.93). Dodatno, uslov q = q1 = 0 vodi rezultatu (3.90). Slu¢aj 3:
Posmatrajmo slucaj kada je zadovoljenop =M - p1,q #q1,q #N - g1. Dodatno, neka je zadovoljeno i p1 # 0. Nepoznati
kvadratni ¢lan tada postaje: E zp21q1(m,n,M -p1,q) =E $2M(m,p1)$2M(m,M -p1) E $2N(m,q)$2N(m,q1) {} =N 2 E $2M
(m, pT)YM2 (m, p1), 1{} { (3.95) } {} gdje je yM (m, p1) = 2 M sin 1(2m2M+1)p1 za p1 # 0 i M (m, 0) = M1 . Ovdje su
kori\éeni ide(ntiteti pM2) (m, M) = M2 i $M~(m, M) = 0 koji se pojavljuju u formuli $2M(m,M-p1), kada je izraZzena u
obliku ¢M(m,M)dM(m,p1))+ pyM(m,M)pM(m,p1). Koriséenjem identiteta za sinus dvostrukog ugla i o¢ekivanje
E{w2M(m,2p1)}=M1,analognosaslucajemocekivanjakvadratakosinusa,dobijase E x2p1q1(m,n,M -p1,q) = 2M2N2 1.
(3.96) {} Uvrstavanjem ovog med~urezultata u (3.88), dobija se sljededi izraz za varijansu: 6X2C(p,q) =
2NMA2(NM2(NM-NN-A)1), (3.97) sto vazi uz p1 # 0. Kada je p1 = 0, lako se pokazuje da vazi izraz (3.90) holds. Slu¢aj
4: U ekvivalentnom slucaju kadaje p #p1,p # M - p1,q = N - g1, rezultati su isti kao u Slu¢aju 3. Za q1 = 0, vazi rezultat
iz (3.90). Slucaj 5: Posmatra se uslov p = p1, g = N - q1. Kombinuju¢i izvod~enja predstavljena za Slu¢aj 1 i Slucaj 3, lako
se pokazuje da varijansa postaje: cX2C(p,q) = 43MNA2N(M2(NM-N N-A1)) . (3.98) Za p1 #0Iili q1 # 0 vazi izraz (3.90).
Navedeni izraz vazi i za uslov (p1, q1) = (0, 0). Slu¢aj 6: U analognom sluéaju, kada je zadovoljeno, vazi rezultat result
(3.98), a uz dodatan uslov p1 # 0iliq1 #Qili (p1, q1) = (0, 0), varijansa postaje (3.90). Slu¢aj 7: Kadajep=M-pliqg=N
- q1, nepoznato oc¢ekivanje dobija oblik E zp21q1 (m,n,M - p1,N - q1) =4M 2N 2 1 za (p1, q1) # (0, 0), $to vodi do {}
0X2C(p,q) = ANMA2(NM2(NM-NN-A)1) . (3.99) Za (p1,q7) = (0,0) vazic¢e E{x200(m,n,M,N)} = M21N2. Stoga, u slucaju
koeficijenta koji ne odgovara komponenti signala, na poziciji (M - p1,N - g1), varijansa dobija oblik (3.90). Lako se
pokazuje da je za p1 = 0ili 1 = 0 ova varijansa definisana izrazom (3.97). U svim razmatranim slu¢ajevima, za A1 # 1,
dobijene izraze treba pomnoziti sa A21. Konacno, izvedeni izrazi mogu biti objedinjeni sliede¢om relacijom: cX2C0(p,q)

= A21 NA
(MN -NA) M 2N 2( M N-1) N -1x1+1-8( pl,ql) 1

(1-8(p1,0)6(p-p1,g-)[()(Xi=02T1M-1+2(1-8(0,q1))6(p -i,g-q1)N-13i=0-12(1-6(M - p1,0))d(p - (M
=p1),q-)M-13i=0-12(1-6(0,N-q1))5(p -i,q-(N-q1)) 7 3i=0 - (1 - 8(p1,0) - 8(0, g1))6(p - (M - p1),q - (N -
q1))4-(1-56(p1,0) - 5(0,q1))d(p - p1,q - (N - q1)) 54 - (1 - 8(p1, 0) - (0, g1))5(p - (M - p1),q1) 54.(3.100) ) |
gdjeje d(p,q)=1zap=0iq=0,dokje, inace, &(p, q) = 0. Ukljucivanjem svih razmatranih specijalnih slu¢ajeva, dobija
se da je prosjecna vrijednost varijanse (3.100) konstantna i jednaka: 672X0C = A21 MN2AN(M2(MN N- -NA1))2 (M N -
241). (3.101) Kako je M N > 1, prosjecna varijansa 2D-DCT koeficijenata koji ne odgovaraju pozicijama komponente
signala se mozZe precizno aproksimirati izrazom: N2 = 6"X20C = A21 MNA2N(M2(NM -N N-A1)) . (3.102) Primjer 3.8.
Posmatra se monokomponentni signal rijedak u 2D-DCT domenu, definisan izrazom x(m,n) = A1¢p1(m,M)dq1(n,N),
(3.103) gdjeje M =16, N =20,A1 =1,p1 =9 and q1 = 16. Dostupno je samo NA = 128 slu¢ajno pozicioniranih odbiraka
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signala, i posmatra se 20000 statisti¢ki nezavisnih realizacija signala. Na osnovu inicijalnih 2D-DCT estimacija (3.77),
varijansa 2D-DCT koeficijenata je izraCunata numericki, usrednjavanjem inicijalnih estimacija iz svih realizacija. Rezultati
su prikazani na slici 3.13, i skalirani su konstantnim ¢lanom (3.90). Razmatrani specijalni slu¢ajevi su oznaceni na slici
3.13.18 (p1,q1) 16 Slucaj 2,q = q1 14 Slucaj 6, (M p1,q1) - 12 q 10 Opsti slucaj 8 Slu¢aj3,p =M - p1 Slucaj1,p=p16
Slucaj 5, (p1,N - q1) 4 Slucaj4,q=Nqg1 -2Slucaj7,(M-p1,N-q1)0..1.510.50510 15 p Slika 3.13: Varijansa
inicijalne estimacije 2D-DCT koeficijenata. Dobijena je numericki, na bazi 20000 nezavisnih realizacija
monokomponentnog signala dimenzija M x N = 16 x 20, rijetkog u 2D-DCT domenu, sa NA = 128 slu¢ajno pozicioniranih
dostupnih odbiraka. Multikomponentni signali. U slu¢aju multikomponentnih signala, posmatrana slu¢ajna promjenljiva
dobija sljedeéi oblik: K X0C(p, q) = AlpM (m, pl)¢N (n, gl)oM (m, p)oN (n, g). (3.104) (m3,n)eNA YI=11 za
multikomponentne signale vazi da su koeficijenti na pozicijama koje ne odgovaraju komponentama, odnosno (p, q) # (pl,
qgl), slu¢ajne promjenljive sa Gausovom distribucijom i srednjom vrijedno$éu nula, buduéi da su formirane sumiranjem
nezavisnih Gausovih promijenljivih sa srednjim vrijednostima nula, po indeksu I. Naime, sada nedostajuci odbirci (tj.
pikseli slike) iz svake komponente doprinose nastanku CS $uma. Sum koji potice iz svake komponente je
proporcionalan kvadratu amplitude te komponente, prateci zakonitost (3.102), sa Al, | = 1, ..., K. Dakle, rezultujuc¢a
srednja vrijednost 2D-DCT koeficijenata multikomponentnog signala (slike) moze biti zapisana u sljede¢em obliku: K
uXC(p,q) = MN Al&(p - pl, g - gl). NA (3.105) YI=1 Prosje¢na varijansa koeficijenata na pozicijama koje ne odgovaraju
komponentama signala definisana je sljedec¢im izrazom 672X0C = A2l MNA2N(M2(NM -N N-A1)) K. (3.106) YI=1 1
ovdje je vazno napomenuti da komponente slike pomnozene sa baznim funkcijama transformacije mogu uzrokovai
pojavu efekta uparivanja (coupling effect) kao i u jednodimenzionom slucaju, ukoliko su iste locirane na pozicijama koje
zadovoljavaju odred"ena svojstva. Kao posljedica toga, ovaj efekat moze uzrokovati poveéanje prethodno izvedene
varijanse na tim pozicijama. Ipak, u slu¢aju pojave ovog efekta, na primjer, na poziciji (p1, q1), i povec¢anja varijanse na
toj poziciji, istovremeno ¢e varijansa na poziciji (M - p1, N - 1) biti smanjena za istu vrijednost. Dakle, u daljim
razmatranjima se ovaj efekat moze zanemariti, buduci da izraz (3.106) vazi u srednjem, sto ¢e biti od kljuénog znacaja
za izvod~enje greske u rekonstrukciji slika koje nijesu rijetke u 2D-DCT domenu. 3.2.3 Energija greske u rekonstrukciji
signala koji nijesu rijetki Na ovom mjestu ¢e biti ekspicitno formulisan izraz za ocekivanu kvadratnu gresku u
rekonstrukciji dvodimenzionih signala (digitalnih slika), koji nijesu rijetki, a rekonstruisani su pod pretpostavkom da su
rijetki. Teorema o energiji greSke Posmatra se slika koja nije rijetka u 2D-DCT domenu, i Cije su najve¢e amplitude Al, | =
1,2,... K. Prepostavimo da je dostupno samo NA od ukupno MN odbiraka, gdje je 1 «< NA < MN. Takod~e, pretpostavimo

da je slika rekonstruisana kao da je rijetka, sa stepenom rijetkosti K. Energija greSke u K rekonstruisanih koeficijenata

XCK-XCR 22 vezana je za energiju nerekonstruisanih komponenti XKC0 - XC 22 sljede¢om relallcijom: Il || I| | XKC -
XRC 2 KN(AM(MNN--N1A)) IXKCO - XC 2 =22, (3.107) gdjeje Il Il Il Il Il | XKC - XCR KN(AM(MNN--N1A)) [=MKN+1
A21,22=(3.108) || Il Y i MN XKCO - XC 22 = A2l . (3.109) Il Il Il I=YK+1 Dokaz Smatra se da je slika (signal)

rekonstruisana pod pretpostavkom da je rijetka, sa stepenom rijetkosti K, i da je zadovoljen uslov jedinstvenosti
rekonstrukcije u CS teoriji. Broj rekonstruisanih komponenti je K . Prema (3.106), svaka nerekonstruisana komponenta
se ponasa kao aditivni Gausov Sum srednje vrijednosti nula i varijanse oN2 = A2 MNA2N(M2(NM -N N-A1)) . (3.110)
Stoga, M N - K nerekonstruisanih komponenti se ponasaju kao Sum sa varijansom MN 6T2 =. (3.111) I=YK+1 A2l
MNA2N(M2(NM -N N-A1)) Nakon rekonstrukcije, ukupna energija Suma koji potice od nerekonstruisanih komponenti
¢e biti (ukupno je K rekonstruisanih komponenti) XKC - XCR 22 = K MN2NA2 2 62T || | = KN(AM(MNN--N1A)) | MKN
Al2. (3.112) =Y +1 Sum u nerekonstruisanim komponentama se moze lako povezati sa energijom nerekonstruisanih

komponenti: XKC - XC 2 MN 2 = A2l. || I=YK+1 ZakljuCujemo da je ukupna greska u rekonstruisanim komponentama
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data relacijom || || XKC - XCR 2 2 = KN(AM(MNN--N1A)) XCK - XC 2 2, $to je i trebalo pokazatill. Il I 111111l 3.2.4
Numericki rezultati (3.113) (3.114) Teorijski izraz (3.114) ¢e biti numericki evaluiran, koriS¢enjem odgovarajuceg seta
testnih slika. Na osnovu njih, kvadratne greske se numericki racunaju za razliCite stepene rijetkosti K, po blokovima.
Pretpostavljena veli¢ina bloka je B x B. Kvadratna greska po bloku se racuna po formuli: Estat = 10 log || XCK - XCR||22
(3.115) () Originalna slika Dostupni pikseli Rekonstruisana slika Slika 3.14: Rekonstrukcija slike ,Barbara” na osnovu
60% dostupnih piksela, i sa pretpostavljenim stepenom rijetkosti K = 16 po svakom bloku dimenzija 16 x 16: Originalna
slika (lijevo); dostupni pikseli (u sredini); rekonstruisana slika (desno) za dobijanje numerickih rezultata, dok se teorijska
greska dobija primjenom desne strane izraza (3.114), odnosno, po formuli: Eteor = 10 log (K NA(B2 - 1) B2 - NA |IXCK -
XC||22) . (3.116) Za svaki pojedinacni blok posmatrane slike, greske se numericki racunaju primjenom ovih izraza, a
zatim se rezultati usrednjavaju po blokovima. Jos jedna mjera kvaliteta rekonstrukcije je i tzv. peak signal-to-noise ratio
(PSNR). U posmatranom eksperimentu, ova veli¢ina se numericki racuna po formuli P S N Rstat = 10 log ( ||XKC - XRC
[122 ) 2552 dok je njena teorijska vrijednost definisana izrazom P S N Rteor = 10 log ( K NBA2(-BN2-A1) |[XCK - XC ||22
) 2552 . (3.117) (3.118) Proracun se takod™e vrsi po svakom bloku, gdje broj 255 predstavlja maksimalnu vrijednost
piksela u slici. Ova veli¢ina ¢e biti koriSéena za dodatnu validaciju rezultata. U svim razmatranim slu¢ajevima,
rekonstrukcija je obavljena standardnim OMP algoritmom. Primjer 3.9. Razmatra se sivoskalirana slika ,Barbara”,
veli¢ine 512 x 512, standardno dostupna u softverskom paketu MATLABoR. Slika je prvo podijeljena na blokove
dimenzija B x B = 16 x 16. Slika je kompresivno odabrana, tako da je dostupno samo 60% njenih piksela. Prilikom
rekonstrukcije, pretpostavljeni stepen rijetkosti je K = 16 po svakom bloku. Originalna ,Barbara” je prikazana na slici 3.14
(lijevo), dostupni pikseli su prikazani na slici 3.14 u sredini (nedostupni pikseli prikazani crnom bojom), dok je rezultat
rekonstrukcije na Rezultati za sliku ,,Barbara” Rezultati za sliku ,,Lena” -12 Numericki rezultat -14 Numericki rezultat -14
Teorija-16 Teorija-16-18 -18 -20 -20 (a) 2 Pretpostavljeni stepen rijetkostiK 46 810121416-22(b) 24681012 14
16 Pretpostavljeni stepen rijetkosti K Slika 3.15: Greske nastale usljed nerekonstruisanih komponenti, za razli¢ite
stepene rijetkosti po bloku u slici. Zvjezdicama je ozna¢en numeric¢ki a punim linijama teorijski rezultat za (a) sliku
,Barbara” i (b) ,Lena”. Originalna slika Dostupni pikseli Rekonstruisana slika Slika 3.16: Rekonstrukcija kolorne slike
,Lena"” na osnovu 60% dostupnih piksela, i sa pretpostavljenim stepenom rijetkosti K = 16 po svakom bloku dimenzija 16
x 16: Originalna slika (lijevo); dostupni pikseli (u sredini); rekonstruisana slika (desno) osnovu redukovanog broja piksela
i uz pretpostavljeni stepen rijetkosti prikazana 3.14 (bottom). Numericki dobijena i teorijska energija greske prikazane su
na slici 3.15 (a). Prilikom racunanja greske, rekonstrukcija je obavljena uz razliCite pretpostavljene stepene rijetkosti K
po bloku, u opsegu od 1 do 16. Crvenim zvjezdicama oznacene su numericki dobijene vrijednosti, dok su teorijski
rezultati prikazani crnom linijom. Primjer 3.10. U ovom primjeru se razmatra standardna kolor (RGB) slika ,Lena”
dimenzija 512 x 512. | ova slika je podijeljena na blokove veli¢ine B x B = 16 x 16. U eksperimentu se posmatra samo
60% dostupnih piksela slike. Pretpostavljeni stepen rijetkosti je K = 16 po svakom bloku. Razmatrana ,Lena” je prikazana
na slici 3.16 (lijevo), dostupni pikseli su prikazani na slici 3.16 u sredini (nedostupni pikseli su obojeni crnom bojom).
Rezultat rekonstrukcije na osnovu redukovanog broja piskela i uz pretpostavljeni stepen rijetkosti prikazan je na slici
3.16. Moze se uociti da zadati stepen rijetkosti obezbjed uje visok kvalitet rekonstruisane slike. ,Boat” ,Pears” ,pout”
LJAutumn” ,Pirate” ,Peppers” , Lifting Body” ,Football” Slika 3.17: Set testnih slika koje se razmatraju u primjeru 3.11.
Tabela 3.3: Energija greske i PSNR za 8 razmatranih slika u primjeru 3.11. Error Testna slika Statistika Teorija PSNR
Statistika Teorija ,Boat”-19.13-19.20 81.97 82.13 ,Pout” -27.32 -27.38 80.35 80.42 ,Pirate”-10.10-10.23 70.97 71.10
,Lifting Body” -24.78 -24.86 82.97 83.11 ,Pears” -25.60 -25.67 78.77 78.86 ,Autumn” -15.80-15.88 90.81 90.92
JPeppers” -22.16 -22.22 79.16 79.23 ,Football” -18.72 -18.87 68.69 68.83 Numericki dobijena energija greske, kao i
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teorijske krive greske prikazani su na slici 3.15 (b). Prikazane greske su dobijene usrednjavanjem rezultata iz svih
blokova i svih kanala. Rekonstrukcije su obavljene za razliCite pretpostavljene stepene rijetkosti, u opsegu od 1 do 16.
Crvene zvjezdice prikazuju numericki dobijene rezultate, dok je teorijska kriva greske prikazana punom linijom. I u
slucaju kolorne slike, postoji visok stepen poklapanja ovih rezultata. Primjer 3.11. Validnost teorijskog izraza za energiju
greske testirana je i ve¢im setom od 8 standarnih sivoskaliranih slika iz softverskog paketa MATLABOR, koje su
prikazane na slici. 3.17. Svaka slika je u eksperimentu podijeljena na blokove veli¢ine B x B = 16 x 16. Rekonstrukcija je
sprovedena na bazi 60% slucajno raspored~enih dostpunih piksela slika. Prepostavljeni stepen rijetkosti, koris¢en u
rekonstrukcionom algoritmu je K = 16. Statisti¢ka i teorijska greska su racunate prema izrazima (3.115) i (3.116). U
eksperimentu je, u cilju potpunije evaluacije, racunat i PSNR, na osnovu izraza (3.117) i (3.118). Rezultati eksperimenta
prikazani u tabeli 3.3, potrvrd~uju visoko poklapanje numerickih rezultata i teorijskih izraza. Glava 4 Vremensko-
frekvencijska analiza i rekonstrukcije na bazi mjera koncentracije Furijeova transformacija obezbjed™uje jedinstveno
mapiranje signala iz viemenskog u frekvencijski domen. Frekvencijski domen pruza informacije o spektralnom sadrzaju
signala. Med~utim, buduci da se informacije sadrzane u faznoj karakteristici ne mogu jednostavno koristiti, Furijeova
transformacija gotovo da nije upotrebljiva u analizi i obradi signala sa vremenskim varijacijama spektralnih komponenti.
U cilju pracenja vremenskih distribucija spektralnih komponenti — uvodi se vremensko-frekvencijska analiza. 4.1 Kratak
osvrt na osnovne reprezentacije i koncepte 4.1.1 Kratkotrajna Furijeova transformacija i spektrogram Jedna od osnovnih
vremensko-frekvencijskih reprezentacija je kratkotrajna Furijeova transformacija (engl. short-time Fourier transform -

STFT). Ona se za signal x(t) definise sljede¢im izrazom: « ST

FT(, Q)= x(t+t)w(t)e- jotr dt (4 .1) -[ogdiejew (t 80

) funkcija prozora, koja je najcesc¢e parna funkcija sa maksimumom u T = 0. Za svaki posmatrani trenutak t, za dio
signala koji je lokalizovan prozorom centriranim oko tog trenutka racuna se odgovaraju¢a Furijeova transformacija.
Ponavljanjem postupka za svako t dobija se vremensko-frekvencijska reprezentacija signala. STFT je linearna, $to znaci
da za linearnu kombinaciju P x(t) = apxp(t) (4.2) Y p=1 vazi da je rezultuju¢a STFT linearna kombinacija odgovarajucih
STFT pojedinacnih komponenti signala: P STFTx(t,Q) = STFTxp(t,Q). Yp=1 (4.3) Originani signal x(t) se moze
rekonstruisati na osnovu STFT kao inverzna Furijeova transformacija: < x(t + T) = 1 2nw(t )-J STF T (t, Q)ejQt dQ.
(4.4) Prozori i problem rezolucije Za posmatrani trenutak t funkcija prozora odreduje veli¢inu dijela signala koji je
relevantan pri proracunu STFT za taj trenutak. Bolja vremenska rezolucija se postize odabirom prozora kraéeg trajanja.
Ako se STFT redefini$e u obliku: STF T (t, Q) = e-2jnQt X(O)W *(0 - Q)ejOtd0, « (4.5) -[~
tadaona,mimoclanae-jQt,predstavljainverznuFurijeovutransformacijuodX(0)W=(0-Q),
kojisemozetumacitikaospektarsignalax(t)kojijeograni¢enprolaskomkrozfiltarpropusnik opsega ucestanosti W+(0 - Q),
sa centralnom ucestanosc¢u Q, pri cemu W(Q) oznacava FT funkcije prozora w(t). Bolja frekvencijska rezolucija se
postize prozorom duzeg trajanja u vremenu, kojem je obrnuto proporcionalno trajanje u frekvenciji. Jedna od
standardnih prozorskihfunkcijajepravougaoniprozor: w(t ) = 1, za |t| < T { 0, ostalo T. (4.6) Njegova FT je: WR(Q) = 2
sin(QT ) Q. (4.7) Moze se uociti da ovaj prozor, koji je u vremenu ogranicen na interval (-T, T ) ima beskonacan
frekvencijski opseg. Ako se posmatra samo glavna latica u (4.7), jasno je da manje T znaci njenu vecu $irinu. U
vremensko-frekvencijskoj analizi koriste se i druge prozorske funkcije. Takav je, na primjer, Hanning-ov prozor: w(t ) = 12
(1 + cos(t/T)),{0, Cija je FT data izrazom: |t | < T ostalo T (4.8) WH(Q) = WR(Q) + WR(Q - /T) + WR(Q +/T), 1112
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4 4 (4.9) koji jasno otkriva vezu sa FT pravougaonog prozora. Navedeno je bitno u kontekstu realizacija STFT, buduci da
se STFT sa Hanning-ovim prozorom moze realizovati pomoc¢u odgovarajuc¢ih STFT sa pravougaonim prozorom, u obliku:
STFT( Q)=0.5STFTR(t, Q) + 0.25ST F TR(t, Q - /T ) + 0.25ST F TR(t, Q + /T ), a slicna veza se moze uspostaviti i
u slucaju drugih vrsta prozorskih funkcija. Efektivno trajanje i princip neodred"enosti Sposobnost vremensko-
frekvencijskih reprezentacija da razdvajaju komponente signala, odnosno, rezolucija u vremensko-frekvencijskoj ravni
zavisi od trajanja prozorske funkcije. Proizvod vremenskog i frekvencijskog trajanja je konstantno, Sto povlaci ¢injenicu
da bolja vremenska rezolucija znaci goru frekvencijsku, i obratno. U opstem sluéaju, mogu se uvesti mjere efektivnog
trajanja u vremenu i frekvenciji: T 2|w(T )|2dt © Q2|W (Q)[2dQ 6t2 = - [, 620 = - [ = (4.10) |w(T )|2dT |W (Q)[2dQ
- - [ [ Za bilo koji signal w(t ) koji zadovoljava da uslov da w(t ) |t | — 0 za T — +~ se moze pokazati da vazi da
proizvod mjera efektivnog trajanja zad\ovoljava princip neodred~enosti u obradi signala: 6T oW ? 1/2. (4.11)
Spektrogram Energetska verzija STFT, definisana u vidu kvadrata njenog modula, poznata je pod nazivom spektrogram:
SPEC(t,Q) = |STFT(,Q)I2. (4.12) U opstem slucaju, spektrogram nije linearan. Za multikomponentni signal oblika P x(t) =
xp(t), (4.13) Yp=1 spektrogram je jednak: P P P SPECx(t,Q) = SPECxp(t,Q)+ S T F Txp (t, Q)S T F Txxq (t, Q), (4.14) Yp=1
> p=1> pk#=q1 gdje desni ¢lan predstavlja nepozeljne kros-komponente, nastale usljed interakcije pojedinacnih
komponenti koja je izazvana nelinearnom formom reprezentacije (distribucije). Diskretna forma STFT Numeric¢ko
racunanje STFT na ra¢unaru podrazumijeva njenu diskretnu formu. Oznac¢imo sa xa(t) analogni signal ¢ija se
diskretizacija po vremenu i kasnjenju obavlja sa korakom At, tako da je t = nAt i T = mAt. U tom sluCaju se STFT moze
zapisati u sljedeéem obliku: = « ST F T (t, Q) = xa(t + T )w(T )e-jQt dT = xa(nAt + mAt)w(mAt)e-jOmAtAt - my =-
(4.15) Uvod~enjem oznake xa((n + m)At)At = x(n + m), i normalizacijom ugaone frekvencije w = QAt, dobija se STFT
diskretnog signala, koja je periodic¢na po frekvenciji sa osnovnom periodom 21 ST F T (n, w) = xa(n + m)w(m)e-wm.
(4.16) mY =-« Da bi se sprijecilo preklapanje STFT perioda, shodno teoremi o odabiranju, treba da bude zadovoljeno da
je perioda odabiranja: At = /Q0 ? 1/Qm, gdje je Qm maksimalna frekvencija u spektru signala xa(n + m)w(m). | pored
¢injenice da funkcija prozora ima beskonac¢an spektar, moze se pretpostaviti da se iznad neke grani¢ne frekvencije Qm
mogu zanemariti spektralne komponente signala xa(n + m)w(m). Zbog upotrebe prozora konacnog trajanja, diskretni
signal je kona¢ne duzine N = T /At. Odgovaraju¢a DFT u N tacaka za posmatrani indeks n uz w = 2Nm k vodi do
diskretne forme STFT: N/2-1 ST F T (n, k) = x(n + m)w(m)e-j 2Nt mk , (4.17) m=3-N/2 gdje se, pri numerickoj
realizaciji mogu koristiti postojece rutine za racunanje DFT (FFT). Uticaj visih izvoda faze na koncentraciju STFT
Posmatra se generalni slucaj analitickog signala x(t) = Aejo(t), gdje je ¢(t) diferencijabilna funkcija. STFT ovog signala «

STFT(1,Q) = Aejp(t+T)w(T)e-jQTdT -J= © = Ag]

(p®)+ ¢ ‘(OT+e"t) T22'+.)w (T Je-jQr dr =Aejp () F T ejo '(B)r 78

*QF T €] ok=2 @(Kk)(t) Tkk! *QF T {w(T )} [- ¥ = 2nAejp(t)5(Q - ¢'(1))*QW (Q) *Q e-jQ2/(2¢") 2mj {} {} Y ¢"(1) , gdje je

faza o(t + 1) razvijena u Tejlorov red, u okolini tacke t:

et+T)=p)+@'M)T+e"(t) 122+ ---+@k () 21
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tkk! +. .., (4.18) (4.19) (4.20) zatim *Q oznacava konvoluciju u frekvencijskom domenu, dok je F T {} oznaka za
operator Furijeove transformacije. Uticaj prozora se, dakle, manifestuje kroz rasipanje spektra oko idealne koncentracije
8(Q - ¢'(t)). Visi izvodi faze uzrokuju pojavu dodatnog rasipanja. To je rasipanje spektra usljed nestacionarnosti signala.
U krajnjem obrascu, uzet je u obzir samo drugi izvod faze, koji najviSe i utice na koncentraciju. 4.1.2 Metod stacionarne
faze i pojam trenutne frekvencije Neka se posmatra generalna forma analitickog signala: x(t) = A(t)eje(t). (4.21) Kada
FT nije moguce jednostavno odrediti analiticki, tada se, pod odred”enim uslovima, moze koristiti metod stacionarne
faze u cilju raCunanja njene aproksimacije. Neka je prozorska funkcija Sirine 2T . Ako mozemo pretpostaviti da su u

okviru prozora w(t ) varijacije amplitude male a varijacije faze gotovo linearne, odnosno, A(t) ~ A(t),

et+T) =) +¢ ‘), tadajex (t+T )=A () ejo (1) ejo ‘@) 21

(4.22) Stoga se signal u datom trenutku ponasa kao sinusoida u T domenu, sa amplitudom A(t), fazom ¢(t) i
frekvencijom ¢'(t). Dakle, prvi izvod faze, ¢'(t), u datom trenutku t, unutar posmatranog intervala u njegovoj okolini, ima
ulogu frekvencije. Metod stacionarne faze povezuje signal u viemenskom domenu sa spektralnim sadrzajem na
frekvenciji Q u obliku ¢'(t) = Q. Signal u vremenskom domenu koji zadovoljava uslove metoda stacionarne faze,
doprinosi u posmatranom trenutku t Furijeovoj transformaciji na odgovarajucoj frekvenciji: ¢'(t) = Q(t). Tada se
uspostavlja Furijeov transformacioni par oblika: = A(t)ejp(t)e-jQtdt ~= A(t0)ejp(t0)e-jQt0 21 [« Vp"(t0) (4.23) (4.24)
gdje t0 predstavlja rjesenje jednacine: ¢'(t0) = Q. Ako se posmatra integral sa lijeve strane jednacine (4.24), moze se
uociti da u slucaju stacionarnosti podintegralne funkcije ¢(t) - Qt navedena podintegralna funkcija ona ima najvedi
uticaj na vrijednost integrala. Funkcija je stacionarna ukoliko joj je prvi izvod jednak nuli. Navedno vazi zato Sto se
vrijednosti integrala na intervalima u kojima je faza nestacionarna usrednjavaju, pa integral nestacionarnog dijela,
gledano u cjelini, tezi nuli. Ukoliko vazi da je faza ¢(t) - Qt stacionarna, to znaci da se u datom trenutku t = t0 faza ¢(t)
ponasa na isti nacin kao i Qt. Drugim rijeCima, brzina promjene faze (1) jednaka je frekvenciji Q u tom trenutku: d(¢p(t) -
Qt) dt [t=t0 = 0 (4.25) odnosno, ¢'(t) = Q. Formalno govoredi, izraz ¢'(t) = Q(t) (4.26) predstavlja definiciju trenutne
frekvencije. 4.1.3 Wigner-ova distribucija Kvadratne vremensko-frekvencijske reprezentacije poznate su pod nazivom
distribucije. Generalno, zadovoljavaju niz interesantnih svojstava, med~u kojima ¢emo spomenuti energetski uslov: 1 «
% o0 210 P (1, Q)dtdQ = |x(t)|2dt = EX, (4.27) —[= [ -[~ vremenski marginalni uslov: 1 « P (t, Q)dQ = [x(t)|2, (4.28) 21 -«
i frekvencijski marginalni uslov: < P(t,Q)dt = |X(Q)[2, (4.29) -J= gdje P (t, Q) oznacava distribuciju. Med"u najznacajnijim
distribucijama koje zadovoljavaju ova svojstva ubraja se Wigner-ova distribucija (WD). Konceptualno je preuzeta iz

kvantne mehanike. Za signal x(t) ona se definise izrazom: « W D(t, Q) =

x(t+T)xx(t - T)e-jor dr. -[© 22 21

(4.30) Zbog Hermitske simetrije R(t, T) = R«(t, T ) ona je realna vremensko-frekvencijska reprezentacija. Alternativno,
moze se definisati u obliku: 1« W D(t, Q) = 21t -[= X(Q + 0/2)X*(Q - 0/2)ej0td0. (4.31) U slu¢aju linearno frekvencijski
modulisanih (LFM) signala, WD produkuje idealnu koncentraciju. Na primjer, za signal x(t) = Aejat2/2 dobija se: © « W

D(t, Q) = A2¢jatt e-jQT dT = A2e-j(Q-at)T dT = 2MA25(Q - at) (4.32) -[« -[« $to predstavlja idealnu koncentraciju
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energije signala duz trenutne frekvencije Q = ¢'(t). Wigner-ova distribucija multikomponentnih signala U opstem sluéaju

multikomponentnog signala P x(t) = xi(t) (4.33) Y p=1 Wigner-ova distribucija je data sljede¢im izrazom: P =

xp(t+T)x+p(t-t )e-jQtrdt+ P PoWD (t, Q)= T)Yp= 96

1-J= 2 2 xp(t + )xxq(t - T )e-jQt dt, Yp=1 Yqp=#1q-[~ 2 2 gdje se jasno izdvajaju korisne komponente — auto¢lanovi,
dati relacijom: P = W DAT (t, Q) = xp(t + T )x*p(t - T )e-jQt dt. 2 2 (4.34) Y p=1-]~ i kros-Elanovi, koji su nezeljene
komponente nastale usljed nelinearne prirode ove distribucije: P P = WDCT(t,Q) = Yp=1 Yqp=#1q-J xp(t + 2 )x*q(t - T
)e-jQt dt. T 2 (4.35) Pojava kros-komponenti je jedna od glavnih mana Wigner-ove distribucije. Uticaj visih izvoda faze
na koncentraciju Neka se posmatra opsti slu¢aj analitickog signala (nelinearnog FM signala): x(t) = Aejep(t), (4.36) WD
ovog signala se moze zapisati u formi « WD(t,Q) = A2ejp(t+12)e-jp(t-12)e-jQtdT (4.37) -~ Anuliranjem ¢lanova sa
parnim izvodima @(t), @"(t)41-22! . . ., dalje se dobija: W D(t, Q) = A2 ej(p'(t)T +2k=1 @((22kk++11))("t) (12 )(2k+1))e-jQt
dT 0 w0 —[eo ¥ 0 = 2A26(Q - @'(t))*QF T exp 2j ¢

(2k+1) T 2k+1 { ( Tk=1 (2k + 1)! (2 111

) )}, (4.38) odakle se zakljucuje da rasipanje energije signala oko trenutne frekvencije izazivaju samo neparni izvodi faze,
Sto znaci da se postiZe bolja koncentracija signala u odnosu na STFT. Pseudo-Wigner-ova distribucija i diskretizacija U

prakti¢nim realizacijama, WD se redefiniSe uklju¢ivanjem funkcije prozora u obliku: «

Q)= W - X + X jotdt. Tt 39) -f= () 16

) (2) (2) Ova forma poznata je pod nazivom pseudo-Wigner-ova distribucija (PWD) i ona uzima u obzir kona¢no
trajanje signala i definisana je kroz konacna kasnjenja. U praksi se najée$ée koristi diskretna forma ovako definisane
WD. Postoji viSe pristupa diskretizaciji. U daljem izlaganju bi¢e podrazumijevana ova forma Wigner-ove distribucije.
Jedan dio pristupa diskretizaciji zahtijeva duplo vecu frekvenciju odabiranja od minimalne koja je definisana Teoremom
o odabiranju, odnosno, preodabiranje signala sa faktorom 2. Za signal odabran sa korakom At, uz odgovarajucu
diskretizaciju frekvencije, uzimajuci u obzir pri tome adekvatnu diskretizaciju vremenskog kasnjenja u autokorelacionoj

funkciji, lako se dobija jedna od poznatih formi diskretne PWD: M/2-1 W Dx

(n,k)=x(n+m) x+(n- m)e-j 4Mn km, (4.40) m=}- 117

M/2 gdje su eventualno izostavljene konstante koje nastaju tokom diskretizacije, i podrazumijevan je jedini¢ni prozor
w(m) =1,-N/2<m < N/2 - 1iw(m) =0 za ostalo m, dok je -M/2 < k £ M/2 - 1. 4.1.4 Estimacija trenutne frekvencije na

osnovu diskretne Wigner-ove distribucije Posmatra se diskretna WD oblika (4.40) zasumljenog FM signala x(n) = s(n) +
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e(n) = Aejp(n) + £(n), (4.41) gdje je €(n) bijeli kompleksni Gausov Sum sa varijansom ce2 = 262, pri ¢emu su realni i
imaginarni dio Suma sa statisticki nezavisnim Gausovim distribucijama, jednakih varijansi 62 i srednje vrijednosti nula.
Za posmatrani trenutak n trenutna frekvencija (w(n) ili Q(nAt) = w(n)/At), gdje je At perioda odabiranja, estimira se na
osnovu pozicije maksimuma Wigner-ove distribucije: k™ = arg{max W Dx(n, k)}. k (4.42) Ovaj estimator je u praksi ¢esto
koriséen matematicki alat. GreSke u estimaciji mogu nastati zbog viSe razloga: bias, greske usljed varijacija unutar auto-
¢lanova signala, greske usljed diskretizacije frekvencije, i greske usljed prisustva Suma. U uslovima jakog Suma, dolazi
do greSaka u estimaciji koje su impulsne prirode, i koje nadmasuju sve druge pobrojane oblike greSaka. Estimacija
trenutne frekvencije u uslovima jakog Suma je problem koji je privukao dosta paznje u vremensko-frekvencijskoj analizi.
Estimacija trenutne frekvencije koriséenjem Wigner-ove distribucije u uslovima jakog Suma Ovdje ¢ée biti predstavljen
jedan od pristupa za IF estimaciju u uslovima jakog aditivnog $uma. Optimizacija kolonije mrava (engl. Ant Colony
Optimization) spada u klasu distribuiranih optimizacionih pristupa i to je paradigma inspirisana bioloskim procesima u
prirodi. Slijedi kratak opis algoritma koji je predloZen u radovima [234, 235]. Vremensko-frekvencijska ravan Wigner-ove
distribucije se posmatra kao pravougana mreza dimenzija N x M, sa koordinatama (n, k) € [0, N ) x [-M/2M K/2). Agenti
(mravi) se inicijalno postavljaju na slu¢ajnim pozicijama, tako da imaju slucajne orjentacije. Tranzicija agenta sa pozicije
(n', k) € [0, N') x [-M/2, M/2) na novu poziciju (n, k) desava se u svakoj iteraciji |. Jedna iteracija algoritma je zavrsena
kada se svi agenti pomjere sa starih pozicija (n’, k') na nove pozicije (n, k), ukoliko su im takve tranzicije dozvoljene u
datoj iteraciji. U svaku ¢eliju (tacku vremensko-frekvencijske ravni) koja je posje¢ena od strane agenta, dodaje se
odred”ena koli¢ina feromona. Nivo feromona koji se deponuje na poziciji (n, k) oznacéen je sa ®(n, k). U svrhu ¢uvanja
informacija o nivoima feromona u svim tackama, formira se feromonska matrica ®. U razmatranom kontekstu,
feromonska mapa ¢e biti interpretirana kao nova vremensko-frekvencijska reprezentacija na bazi koje ¢e se vrsiti
estimacija trenutne frekvencije. Na ovom mjestu vazno je istaci da ¢e ovaj pristup obezbijediti eliminaciju nepozeljnih
taCaka vremensko-frekvencijske ravni, dok se proces estimacije moze interpretirati kao svojesvrstan oblik rekonstrukcije
trenutne frekvencije, na osnovu preostalih viemensko-frekvencijskih tacaka u feromonskoj mapi. Opste pravilo tranzicije
agenta sa posmatrane pozicije (n', k') na novu poziciju (n, k) definisano je odred”enom funkcijom mijere, koja ¢e dalje biti
oznacéena sa P((nl"),k)(n, k). U nastavku ée biti opisane osnovne veli¢ine i mehanizam estimacije. Inicijalizacija. Na
pocetku ACO algoritma, u y procenata tacaka vremensko-frekvencijske ravni se slu¢ajno pozicioniraju inteligentni
agenti. Inicijalne pozicije dobijaju se generatorom slucajnih brojeva sa uniformnom distribucijom. Inicijalne pozicije su
definisane vrijednostima P (n, k) koje se ¢uvaju u pomoc¢noj matrici P, Ciji su elementi P (n, k) =, (n, k) = (n0, k0) {0, (n, k)
# (n0, k0) (4.43) gdje je r slucajni broj sa uniformnom raspodjelom iz opsega {1, 2, . . ., 8}. Svaka vrijednost r odgovara
nekoj od mogudih orjentacija agenata (1 odgovara orjentaciju gore, 2 oznacava orjentaciju lijevo-gore itd.) U svakoj
sljedecoj iteraciji, orjentacija agenta u tacki (n, k) odred™ena je pomjeranjem sa stare Celije (n', k). Ako se agent, na
primjer, pomjerio sa pozicije (n', k') = (n + 1, k) na poziciju (n, k), tada je orjentisan na gore, tj. P (n, k) = 1. Kada mrav
napusti poziciju (n, k) odgovarajuca vrijednost u matrici P se postavlja na nulu. Agenti komuniciraju kroz koncept
depozicije i evaporacije (isparavanja) feromona. Inicijalno, za sve pozicijg na kojima se nalaze agenti, postavlja se mala
konstantna vrijednost feromona, ®(0)(n, k) = ®0, (n, k) = (n0, k0) (4.44) R 0, (n, k) # (n0, k0). gdje je 0 < ®0 < 1, inicijalni
nivo fe tromona na pocetnim pozicijama agenata. Koncept depozicije i evaporacije feromona je krucijalan u kontroli
masovnog ponasanja agenata. Pravilo tranzicije agenata. Nakon inicijalizacije, u svakoj iteraciji algoritma agenti se
pomijeraju prateci strogo odred~ena pravila tranzicije. Dozvoljeno je pomjeranje sa pozicije (n', k') na jednu od tacaka iz
susjednog 3 x 3 okruzenja (n, k) € Q(n', k"). (u objasnjenju ¢e biti zanemareni iviéni efekti). Prilikom pomjeranja agenta,

vr$i se depozicija odred”enog nivoa feromona. U jednoj ¢eliji se mozZe nalaziti samo jedan agent, i pomjeranje je
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zabranjeno ukoliko su sve okolne éelije ve¢ zauzete agentima. lteracija ACO algoritma se zavrSava kada se svi agenti,
kojima je to dozvoljeno, pomijere za jednu poziciju. Odluka o pomjeranju se vrsi na osnovu nivoa feromona u susjednim
¢elijama, i orjentacije agenta [234, 235]. Agent lociran u tacki (n', k') moZe da se pomjeri na jednu od susjednih 8 lokacija
iz skupa Q(n', k"), koje su na slici 4.1 osjencene. Odgovarajuci uglovi su ©1(n, k) € {0, £45¢, +90¢, +135°, 180°}, (za

orjentaciju na gore), dok se za ostale orjentacije racunaju kao

=01 za €Q

odnosno 3 x 3 okruZenje posmatrane tacke (n’, k). Ugao utic¢e na funkciju koja, pored nivoa feromona, uti¢e na mjefu
koja definiSe tranziciju agenta. U radovima [234, 235] se koristi sljede¢a funkcija: 1, (1 /2,dO(n'k)(n, k) =1/4, () | {
1/12,1/20,

(4.45)

Za

Ova funkcija preds | Ltavlja svojevrsnu inerciju orjentacije agenta. Sljedeéi parametar koji definiSe vjerovatnocu tranzicije
jeste nivo feromona ®(n, k). Uticaj je definisan sljede¢om funkcijom: ®(n, k) B g (®(n, k)) =1+ 1 + 6d(n, k) . (4.46) ()
Velika vrijednost parametra 8 definiSe visok nivo privlacu¢eg uticaja feromona na agente. Parametar & definise
osjetljivost agenta na koncentraciju feromona. Kona¢no, mjera koja definiSe vjerovatnoéu tranzicije agenata definisana
je na sljededi Slika 4.1: llustracija orjentacije agenta. Agent je orjentisan sjeverno uz P (n’, k') = 1 uz naznaku vrijednosti d

0(n"k’)(n, k) za moguce diskretne pravce. Osjencena povrsina oznacava dozvoljeni domet pomjeranja agenta, Q

() nacin: P((nl Q g(a(l

d©®

,(n,k)€Q (n', k) (4.47) { > 0, za ostale tacke. AZuriranje feromona | Nakon tranzicije agenta na poziciju (n, k) € Q(n’,

k'), feromonski nivo se azurira po pravilu:

(4.48) gdje je € mali konstantni nivo feromona, V(n, k) je feromonski gradijent, dok je p mali pozitivni korak. Za
problematiku estimacije trenutne frekvencije, upravo je podesavanje varijabilnog dijela V(n, k) kljuéno za rjeSavanje
problema. Na kraju svake iteracije, konstantni nivo § feromona isparava iz cijele feromonske mape, odnosno, za svaku
tacku se obavlja azuriranje u skladu sa pravilom: ®(I+1)(n, k) = {{)0 o()(n, k) = € d()(n, k) =2 € d()(n, k) < E., (4.49) U

sluéaju kada je novi nivo feromon kau feromonskoj mapi na poziciji (n, k) nakon aZuriranja negativan, postavlja se na

https://app.ithenticate.com/en_us/report/42651459/similarity 84/142


https://app.ithenticate.com/en_us/report/42651459/similarity?dn=26a7fa893826d0eecad17eb619860646cbb006fb2ad2dd31c1f0c140d5793577d012c1da8ce9f6091b6d0d5fdba37498f5383dff9c75f803e1faf2f5dd16161d&dsc=1&node=37&source=561084438&id=94260
https://app.ithenticate.com/en_us/report/42651459/similarity?dn=acda61efb0054a9bc0a69987e6eea139444bb719615d64fce647958c6770c2db39ff166aac44b915ff97952aafc358e1a4e76d09519f6e3a0d983fe4d5785caa&dsc=1&node=37&source=561084438&id=94265
https://app.ithenticate.com/en_us/report/42651459/similarity?dn=a54988e2be7b670b88912ce7b5bc7fc5c43d928434b52968ab6616503fcdca3bff24aa2f3e8b1f98475590075cef8e84bea1b2c55ba7f047777f6552c6603c96&node=37&dsc=1&id=94271&source=561084438
https://app.ithenticate.com/en_us/report/42651459/similarity?dsc=1&node=37&id=94282&source=561084438&dn=31220aae0f06e28a71001a9599c916f632519b1699c8e7a5b68215144998c8306b26e8fa247fa7e4f1dee18551fc4e195d45f587fee84b17fd37d009963522f6

12/27/2018 Similarity Report
nulu. Gradijent depozicije u estimaciji trenutne frekvencije. U definiciji gradijenta depozicije feromona, u obzir treba uzeti
kontekst razmatranog problema, odnosno, estimaciju trenutne frekvencije. U tu svrhu, bi¢e uzeto u obzir nekoliko
nepobitnih ¢injenica [44]. maksimumi WD zagumljenog signala su sa velikom vjerovatno¢om dislocirani sa pozicije
trenutne frekvencije, za posmatrani trenutak n, med~utim, jedna od najvecih vrijednosti WD ¢&e ipak biti na trenutnoj
frekvenciji. Dislokacija je posljedica jakih Sumnih pikova koji svojim intenzitetom mogu prevaziéi vrijednosti auto-
¢lanova WD. Sa druge strane, varijacije trenutne frekvencije u dva susjedna trenutka nijesu biti previse velike, sto je
karakteristika zastupljena u vecini prakti¢nih primjena, [44, 235]. Uzimajuci u obzir ove Cinjenice, gradijent feromonskog

azuriranja se moze definisati na sljedeci nacin:

(4.50) gdje su: 11 1W(n,k) =WD(n+j,k+i),27 i[]=-1j3=-1zatim 11 Z(n,k) =1T9WD(n +j, k +i),iY=-1jY=-1 dok je
posljedniji ¢lan proizvoda definisan u obliku: (4.51) (4.52) A(n, k) = max W D(n +i, k + )

111 i=-11]1 W D(n + k)

+1).(4.53)

i=-11i=-1T7 1] Detaljna diskusija ovih funkcija, odnosno, objasnjenje njihove uloge u procesu estimacije trenutne
frekvencije, bice izostavljeno na ovom mjestu, pa se Citalac upuc¢uje na detaljnu diskusiju prezentovanu u [235]. Koncept
varijabilne populacije agenata. Varijacija populacije omoguéena je kroz koncepte reprodukcije, starenja i umiranja
agenata [235]. U razmatranom kontekstu, cilj je eliminisati one agente koji se kre¢u kroz nepozeljne lokacije, odnosno,
lokacije kojima odgovaraju niske vrijednosti feromona tokom veéeg broja iteracija. Kontrola populacije agenata se moze
uspostaviti na osnovu feromonske matrice ®. Na pocéetku razmatranog ACO algoritma, svakom agentu se pridruzuje
odred~eni fiksni nivo engrgije 1 + a. Oni se Cuvaju u odgovaraju¢oj pomoc¢noj matrici E, sa elementima: E(0)(n, k) = 1 + q,
(n, k) = (n0, k0) (4.54) (2 0, (n, k) #(n0, k0), gdjeje0<a<1. \ Tokom tranzicije agenta iz ¢elije (n’, k) u susjednu ¢eliju
(n, k) € Q(n', k"), vrsi se azuriranje energije po pravilu: E(I+1)(n, k) = E(I)(n’, k') + auV(n, k), (4.55) gdje se koristi gradijent
V(n, k) koji je ve¢ izraCunat za potrebe azuriranja feromonske mape. Algoritam 11 Formiranje ACO feromonske mape za
estimaciju trenutne frekvencije Input: « Matrica diskretne WD, dimenzija N x M 1: Postaviti agente na slu¢ajnim
pozicijama, (n0, k0), formiranjem pomoc¢ne matrice P po pravilu (4.43), i inicijalizovati feromonsku mapu ® i matricu
energije E, prema pravilima (4.44) i (4.54), respektivno. Formirati pomoé¢nu matricu d prema (4.45). 2: while | < Imax i n k
[P (n, k)| >N do < 0.8 <x <1, Imax je maks. br. iteracija 3: Za svaki nen} ulti > element u matrici P izraGunati mjeru
vjerovatnoce tranzicije P((nl'),k")(n, k) po (4.47), pomocu (4.45) i (4.46), i izvrSiti tranziciju agenta na susjednu c¢eliju sa
najve¢om vrijednoséu mjere P((nl'),k")(n, k), a koja pritom nije zauzeta drugim agentima. 4: Za svaku tacku vremensko-
frekvencijske mreze koju je posjetio agent u koraku 3, izracunati gradijent V(n, k) prema (4.50) i azurirati feromonsku
mapu ® prema (4.48) i matricu energije, pomocu (4.55) i (4.56). 5: AZurirati feromonsku mapu ® prema (4.49). Azurirati
matricu energije prema (4.57). Azurirati matricu pozicija P prema (4.58). 6: end while Output: - Feromonska mapa ®

Nakon toga, matrica energije se azurira tako da se napustenoj ¢eliji (n', k') pridruzuje vrijednost nula: E(I+1)(n’, k') = 0.
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(4.56) Na kraju svake iteracije, svim pozicijama (n, k) € [0, N) x [-M/2, M/2) se energija globalno umanjuje za

konstantnu vrijednost a:

(4.57) Ovom prilikom se svi agenti za koje vazi E(n,k) < 0 uklanjaju , brisanjem odgovarajuéih

elemenatamatricePzasvako

M M ako je

(4.58) Uslov prekidanja moze da bude minimalno dozvoljeni broj mrava, npr. 80%-100% od broja vremenskih tacaka N .
Opisana procedura je rezimirana u Algoritmu 11. Detaljna diskusija svih parametara, i rezultati numericke evaluacije

njihovih vrijednosti, mogu se naéi u radu [235].

IWD(n, k)] @ (n,k), Iteracija1® (n, k), Iteracija2k n (a) n 103

(b) n (c) ®(n, k), Iteracija 3 ®(n, k), Iteracija 4 d(n, k), Iteracija 5 k n (d) n (e) ®(n, k), Iteracija 6 ®(n, k), Iteracija 100 kk n
(g) n (h) n (f ) Estimacija IF 30 Trenutna frekvencija 20 10 0-10-20-30 0 50 100 150 200 250 n (i) Slika 4.2: Primjer
estimacije trenutne frekvencije pomocu Wigner-ove distribucije i ACO algoritma, u uslovima Suma velikog intenziteta: (a)
Wigner-ova distribucija zasumljenog signala; (b)-(h) izgled feromonske mape u specifi¢nim iteracijama; (i) pored~enje
rezultata dobijenih ACO pristupom (crveno), Viterbi algoritmom (plavo), maksimumi WD (isprekidana linija) i originalna
trenutna frekvencija (kruzici). Estimacija trenutne frekvencije iz feromonske mape. Feromonska mapa ® se interpretira
kao nova vremensko-frekvencijska reprezentacija, robustna na uticaj Suma. Problem estimacije trenutne frekvencije
sada postaje: k™ = arg max ®(n, k). k (4.59) Na dobijeni estimat k™ se moze primijeniti median filter, i odgovarajuca
kubi¢na interpolacija [235]. Primjer 4.1. Razmatra se sloZzenoharmonijski FM signal x(n) = exp j2 sin 13m(n + 32) +j3 sin
5n(n +32) + g(n) ((256) (256 (4.60) )) duzine Ns = 320 odbiraka, definisan u trenucima n € [-N/2,3N/2), pri ¢emu se
WD racuna za srednjih N = 256 tacaka. Signal je zaSumljen jakim aditivnim bijelim kompleksnim Gausovim Sumom g(n).
Duzina primijenjenog prozora je M = 64, a odnos signal-Sum je SNR = -2 dB. llustracija WD zaSumljenog signala, izgled
feromonske mape u karakteristi¢nim iteracijama i rezultati estimacije trenutne frekvencije prikazani su na slici 4.2. ACO
pristup obezbjed uje estimaciju uprkos relativno velikim varijacijama trenutne frekvencije i izrazenom uticaju Suma.
4.1.5 S-metod Osim u slucaju stacionarnih signala, STFT, odnosno spektrogram, u opstem slucaju karakteriSu se slabom
koncentracijom signala. Sa druge strane, STFT je linearna transformacija, pa je ne karakteriSe pojava nezeljenih kros-
¢lanova u slu¢aju multikomponentnih signala. WD posjeduje sposobnost znatno boljeg koncentrisanja komponenti
signala, a u slu¢aju LFM signala daje idealnu koncentraciju. Med"utim, i pored velikog broja pozeljnih osobina,
karakteriSe je pojava nezeljenih kros-Clanova u slu¢aju multikomponentnih signala. U cilju oCuvanja dobrih i eliminacije
losih strana ovih reprezentacija, uveden je S-metod. PWD se moze izraziti u funkciji od STFT na sljedeéi nadin: 1 « P W
D, Q)=m
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(4.61) -[~ Prethodna relacija direktno vodi do definicije nove vremensko-frekvencijske reprezentacije, poznate pod

nazivom S-metod (SM): 1 = SM(,Q) =t P (0

(4.62) -[~ gdje je P (0) frekvencijski prozor ograni¢ene $irine. U slu¢aju pravougaonog prozora sa P (0) = 0, |0] > Lp,S-

metod postaje: Lp SM(t,Q)=1n P (0

(4.63) -[Lp Ukoliko je P (0) = n&(0) S-metod se svodi na spektrogram, dok se za P () = 1 dobija WD. U slu¢aju ove
vremensko-frekvencijske reprezentacije, marginalni uslovi ne moraju biti zadovoljeni. U slu¢aju multikomponentnih
signala, S-metod omoguc¢ava dobijanje reprezentacije signala kod koje je za svaki auto-¢lan postignuta koncentracija
pseudo-Wigner-ove distribucije, dok su kros ¢lanovi ili potpuno eliminisani, ili su znacajno redukovani. Parametar Lp se
bira tako da prozor P (@) omogucava potpunu integraciju (4.63) duz autoclanova, ali da je pritom uzi od rastojanja
izmed~u auto-¢lanova, kako bi se izbjegla pojava kros-komponenti. Dakle, integracijom u izrazu (4.63) poboljSava se
koncentracija auto-Clanova sve dok @ ne postane dovoljno veliko tako da ST F T (t, Q + ©) pripada jednoj komponenti, a
ST F T =(t, Q - ©) drugoj. Tada bi integracijom njihovog proizvoda doslo do pojave kros-Clana. U slucaju preklopljenih
komponenti, do kros-¢lanova dolazi samo izmed~u njih, u posmatranom trenutku, kao sto je to bio slucaj sa
spektrogramom. Za multikomponentni signal oblika P x(t) = xp(t), (4.64) >p=1 uz pretpostavku da svakoj pojedina¢noj
komponenti xp(t) u vremensko-frekvencijskoj ravni pripada odgovarajuci region Dp(t, Q),p=1,..., P, i uz dodatnu
pretpostavku o nepreklapanju ovih regiona, vazi sljedece svojstvo S-metoda: P SMx(t,Q) = PWDxp(t,Q), (4.65) > p=1
odnosno, S-metod je jednak sumi PWD pojedina¢nih komponenti signala, ako je Sirina pravougaonog prozora P (0) za

tacku

tLQ) Lp Q) =Bp (®)-1Q -Q0p (), Q) eDm (t) {0, ostalo (t, 84

Q), (4.66) gdje je duzina p-tog regiona po frekvenciji Q za dato t oznac¢ena sa 2B(t), a centralna frekvencija sa QOp(t).

Diskretna realizacija S-metoda U diskretnoj formi, S-metod je definisan sljedeéim relacijama: Ld S

M@mKk =P () S TFT(nk+i)STFTx(nk-i) 54
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(4.67)i=y-LdLdSM (n, k) = [STF T (n,K)I2 + 2 Re [i=1S

TFT(n,k+i)STFT=*(nk-i) 68

1,(4.68) Y gdje je pretpostavljen pravougaoni prozor P (i) = 1, -Ld < i < Ld. Suma u prethodnoj relaciji omogucava
poboljSanje koncentracije spektrograma, do postizanja koncentracije pseudo-Wigner-ove distribucije. Dok je za
spektrogram period odabiranja signala u skladu sa teoremom o odabiranju, iz (4.40) je jasno da je za PWD neophodan
duplo maniji period odabiranja. S-metod zahtijeva isti period odabiranja kao i spektrogram, sto je joS jedna znacajna
prednost u odnosu na Wigner-ovu distribuciju. 4.2 Rekonstrukcija LFM komponenti ISAR signala nakon uklanjanja micro-
Doppler-a Osobina vremensko-frekvencijskih reprezentacija da koncentriSu energiju signala u okolini trenutne
frekvencije, direktno sugeriSe da ih je mogucée razmatrati u kontekstu kompresivnog odabiranja i rekonstrukcije rijetkih
signala. U ovoj sekciji bi¢e ilustrovana moguénost rekonstrukcije nedostajuéih tacaka u vremensko-frekvencijskoj ravni.
Formiranje radarskih slika je klasi¢an primjer primjene vremensko-frekvencijske analize, [193-200, 202]. Prisustvo
rotirajucih ili vibrirajuéih djelova radarske mete uzrokuje pojavu micro-Doppler (m-D) efekta, [193-200,202]. U cilju
fokusiranja radarskih slika i poboljSavanja njihove Citljivosti, ve¢ dugo je aktuelna problematika razdvajanja rigid body
(RB) i m-D dijela signala koji odgovara radarskoj meti. Rigid body predstavlja dio radarskog signala koji sadrzi
informacije o ¢évrstim djelovima posmatrane mete, koji su reflektovali poslati radarski signal. U slu¢aju kada je radarski
signal obrad”en tako da je kompenzovano ubrzanje mete - rigid body Cine stacionarne komponente. U suprotnom, on je
sastavljen od LFM komponenti, u posmatranom range-u, [193]. ViSe informacija o fizici ISAR radarskih sistema (engl.
Inverse synthetic-aperture radar) mogu se naci u literaturi [193]. Micro-Doppler djelovi signala nastaju kao posljedica
kretanja djelova radarskih meta i karakteriSe ih pretezno visok nivo nestacionarnosti. U slucaju rotirajucih i vibrirajucih
reflektora, uobiCajeno se modeluje sinusoidalno frekvencijski modulisanim komponentama. Razdvajanje RB od m-D,
zasnovano na STFT i L-statistici, prou¢avano je u radu [193], gdje je predloZena veoma efikasna tehnika koja produkuje
visoko koncentrisani RB nakon izdvajanja m-D-a. Rekonstrukcija RB u slu¢aju nekompenzovanog ubrzanja mete
razmatrano je u [193], gdje je lokal-polinomijalna Furijeova transformacija (engl. Local Polynomial Fourier Transform,
LPFT) razmatrana kao polazna reprezentacija. Takav pristup zahtijeva poznavanje parametra linearne modulacije, ili tzv.
chirp rate, kojim je neophodno obaviti kompenzaciju kretanja meta. Ovaj parametar u opstem sluc¢aju nije unaprijed
poznat, [193] i ne mozZe biti estimiran na osnovu polaznog signala. U ovoj sekciji razmotriéemo moguénosti njegove
estimacije primjenom mjera koncentracije, i upotrebe postupka u: (a) aproksimaciji RB komponenti primjenom L-
statistike i (b) njegove primjene u kontekstu egzaktne rekonstrukcije RB komponenti primjenom koncepata
kompresivnog odabiranja. 4.2.1 Model signala Razmatra se radar sa kontinualnim talasima (engl. continuous wave - CW
radar) koji Salje signale u formi N koherentnih ¢irpova (LFM komponenti). Ukoliko je udaljenost mete oznacena sa d(t), a
c predstavlja brzinu svjetlosti, tada signal koji se reflektuje od mete kasni za td = 2d(t)/c u odnosu na poslati signal. U
posmatranom modelu podrazumijevaju se standardne operacije pretprocesiranja signala (kao na primjer —
demodulacija signala na osnovni opseg), [193]. Kao $to je to standardno podrazumijevano u radarskoj literaturi [193], u
cilju analize nestacionarnosti kros-range-a radarske slike, razmatra se samo Doplerov dio primljenog signala tackaste
mete, u kontinualnom vremenu u kojem je meta u dometu radara (engl. dwell time): s(t) = oe j2d(t)w0, ¢ (4.69) gdje o
oznacava koeficijent refleksije mete a w0 oznacava frekvenciju na kojoj radar funkcioni$e. Pretpostavlja se da je vrijeme
ponavljanja impulsa Tr, sa Nc odbiraka u svakom ¢irpu, i da je vrijeme koherentne integracije (engl. coherence
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integration time — CIT ) dato izrazom Tc = N Tr . Doppler-ov dio primljenog signala, koji odgovara RB-u, moze se
modelovati kompleksnim sinusoidama [193]. Med~utim, nekompenzovano ubrzanje uzrokovacée pojavu LFM signala u
reprezentaciji RB komponenti. Pokretni djelovi mete, pretezno rotirajuéi i vibrirajuci, uzrokuju pojavu m-D, koji se
manifestuje u vidu dodatnih nestacionarnih komponenti primljenog signala. Rotirajuéi i vibriraju¢i djelovi modeluju se
sinusoidalnim FM signalima, dok je model kompleksniji u slu¢aju drugih oblika kretanja. U slucaju RB od K tacaka, i m-D
kojeg uzrokuje D reflektora, opsti model signala je [193]: K D s(n) = oBiejyBin + oRiejARi sin(wRin+06i), (4.70) Yi=1 Yi=1
gdjejen=0,...,N -1, oBi, oRi su koeficijenti refleksije RB-a i rotirajucih reflektora, respektivno, yBi odgovara poziciji
RB reflektora, ARi je proporcionalno rastojanju od rotiraju¢eg reflektora do centra rotacije. Ugaone frekvencije wRi
proporcionalne su u¢estanosti rotacije i-tog m-D reflektora. Vise informacija o ovom modelu moze se nadi u literaturi
[193]. 4.2.2 Razdvajanje stacionarnih komponenti od micro-Doppler-a Pretpostavimo da je primljeni signal s(t)
adekvatno odabran, i da se dalja obrada vrsi nad diskretnim odbircima signala s(n). lako su RB komponente u sluc¢aju
kompenzovanog ubrzanja mete stacionarne, usljed varijabilnog frekvencijskog sadrzaja micro-Doppler-a, FT je tesko
primjenjivati u analizi i obradi ovakvih signala. Stoga se koriste pristupi zasnovani na vremensko-frekvencijskoj analizi.
Kao $to je to bio slu¢aj kod DFT, DCT i Hermitske transformacije, sposobnost vremensko-frekvencijske reprezentacije da
koncentriSe signal kvantifikuje se mjerama koncentracije: p Mpp = TFR(n,k)p 1) (4.71) (3n3 pl Kod linearnih
reprezentacija moze se koristiti £1-norma, koja se dobija za p = 1, kao u slucaju | | | kompresivnog odabiranja.
Posmatrajmo drugu formu kratkotrajne Furijeove transformacije (STFT) analiziranog signala: N-1 STF T (n, k) =
s(m)w(m - n)e-j2rimk/N, (4.72) mY =0 gdje se prozorska funkcija w(m) koristi za lokalizaciju frekvencijskog sadrzaja. U
ovoj formi STFT-a za prozor vazi: w(n) # 0 za -M/2 <m < M/2 - 1 i on je dopunjen nulama do duzine signala N.

Orignalna koncentracija FT moze se dobiti iz (4.72) pomoc¢u: N-M/2 S(k) =STF T
(n,k)n=YM/2N -1N -M/2 =s (m) w(m- n)e-j2nmmk/N. (4. |E|

73) m> =0 [ n=3M/2 ] Budu¢i da vazi Nn=-MM//22 w(m - n) = const, rezultujuci prozor je veoma sli¢an pravougaonom,
s> obzirom da je, mimo prelaznih djelova od po M/2 tacaka na krajevima, konstantan u posmatranom intervalu. Stoga,
posmatrani izraz (4.73) moze se smatrati Furijeovom transformacijom analiziranog signala, sa koncentracijom koja je
bliska koncentraciji FT racunate za pravougaoni prozor. Tada se m-D komponente iz ST F T (n, k) mogu izdvojiti
sortiranjem STFT vrijednosti po viemenskom indeksu, i uklanjanjem odred”enog procenta najvecih vrijednosti.
Sumiranjem preostalih tacaka po frekvencijskom indeksu, dobija se aproksimacija Furijeove transformacije RB-a.
Algoritam za razdvajanje micro-Doppler-a od stacionarnih komponenti U slu¢aju stacionarnog RB-a, razdvajanje od m-D
moze biti obavljeno na sljedeci nacin. Za svaki frekvencijski indeks k, ozna¢imo odgovarajuéi set STFT tacaka sa: Sk =

T
FT(nKk),n=M/2,...N-M/2}. E

(4.74) Sortiranjem elemenata ovog skupa po vremenskom indeksu, dobija se skup Wk &iji su elementi Wk(ni) € Sk, ni €
{M/2,...,N - M/2}. Ovi elementi, za svako k zadovoljavaju [¥k(n1)| < |¥k(n2)| < - < |Wk(nN-M)|. (4.75) Razdvajanje RB i
m-D pomocu L-statistike podrazumijeva da se iz Wk, za svako k, odbacuje NU najvecéih i ND najmanijih elemenata. Ovo je
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vektor-kolona dimenzija M x 1. Ako je U procenat eliminisanih elemenata sa najvec¢im vrijednostima, a D procenat
elminisanih elemenata sa najmanjim vrijednostima, tada se odbacuje ukupno NU = int[(N - M )(1 - U )/100] najvecih i
ND =int[(N - M )(1 - D)/100] najmanjih elemenata, odnosno, ukupno Q = D + U procenata STFT tacaka. Za dato k, skup
dostupnih pozicija je Lk i on predstavlja podskup od {n1,n2,...,nN-M }. Skupovi Lk za svakok =0, ..., M - 1 formiraju
skup NA koji sadrzi indekse (ni, ki) dostupnih, odnosno zadrzanih, viemensko-frekvencijskih tacaka. Buduéi da vazi
N-M/2 N-M SW(k) = STFT(n,k) = Wk(ni), (4.76) n=Y M/2 ¥i=1 tada se na bazi dobijenih podskupova Lk skupa
{n1,n2,...,nN-M}, racuna L-estimacija SL(k) = ST F T (n, k). (4.77) n3 €Lk Ovo je jednostavan nacin da se izvrsi
aproksimacija RB komponenti. Stacionarne komponente su, za zadatu frekvenciju, prisutne za sve vremenske indekse.
Kako su m-D komponente vremenski promjenljive, sabiranjem STFT tacaka po vremenskom indeksu, na pozicijama RB
komponenti dobijaju se koncentrisani pikovi, usljed sabiranja koje je u fazi, ¢ak i nakon uklanjanja m-D djelova. LoSe
koncentrisane m-D komponente koje ostaju nakon uklanjanja Q% STFT tacaka se za svako k sabiraju sa razlicitim -
sluéajnim fazama, pa se stoga usrednjavaju. 4.2.3 Izdvajanje micro-Doppler-a u slu¢aju nekompenzovanog ubrzanja
radarske mete Kretanje radarske mete sa ubrzanjem uzrokuje pojavu LFM signala kao RB komponenti. U tom slucaju, u
razmatranom modelu (4.70), stacionarne RB komponete se zamjenjuju LFM siganlima koji imaju nepoznati chirp rate
parametar a. Rezultujuéi RB je nestacionaran, pa prethodno opisani postupak uklanja i njegove znacajne djelove. U cilju

eliminisanja ovog oblika nestacionarnosti, moze se koristiti LPFT oblika:
M/2-1LPF Ta (nk)=s(n+m)w(m)e-j2rf Mm k+a( Mm)2], m=>-M/2 |E|

kako bi se odredio demoduliSuéi optimalni parametar aopt = a. Ovaj parametar ne moze biti estimiran na osnovu
polaznog signala, ve¢ L-statistika mora biti involvirana u postupku pretrage. Jedan pristup je direktna pretraga u
zadatom prostoru mogudih vrijednosti parametra, i pronalazenje one vrijednosti koja odgovara najmanjoj mjeri
koncentracije RB komponenti. Numericki efikasniji pristup je kori§¢enje iterativnog algoritma koji je zasnovan na
mjerama koncentracije, a koji je inspirisan gradijentim algoritmima koji su prezentovani u prethodnim glavama ove
disertacije [195]: Korak 0: Inicijalizovati V = N/2 i a(0) = 0. Zatim, ponavljati korake 1-4, dok ne bude ispunjen

odgovarajudi kriterijum za zaustavljanje. Korak 1: Izracunati: M/2-1 LPFTa

+(nk) =s(n+ m)w(m)e-j2nf Mm k+(a+V)( Mm)2], m=>-M/2 M/ |E|
2-1LPFTa
-(n,k) =s(n+ mw(m)e-j2nf Mm k+(a-V)( Mm)2], m=3-M/2 Korak 2: |E|

Primijeniti L-statistiku na obije reprezentacije LPFTa+(n,k) i LPFTa-(n,k). Polazeéi od zadatih LPFT tacaka

Ltk(n) ={LPF Tat (n,k),n=M/2,..,N-M/2} E
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sortirati vrijednosti ovih skupova po indeksu n u cilju dobijanja novih, sortiranih skupova,

ni) € n), nj) € n), ni,nj € N - 79

2} koji za dato k zadovoljavaju: |[W+k(n1)| < [W+k(n2)| < - < [W+k(nN-M)| i |¥-k(n1)| < |¥-k(n2)| < - < |W-k(nN-M)].
Odbaciti najvecih NQ vrijednosti iz W+k(ni) i NQ vrijednosti iz W-k(nj), gdje je NQ = int[(N - M)(1 - Q)/100], dok je Q
procenat odbacenih vrijednosti. Na osnovu dobijenih podskupova L+k i L-k of {n1,n1,...,nN-M}, izraGunati SL+(k) = LP F
Ta+ (n, k), ny eLk SL-(k) = LP F Ta- (n, k). n3 €Lk (4.78) (4.79) Korak 3: Aproksimirati gradijent mjere koncentracije na
osnovu razlike M -1 M -1 V = |SL+(k)| - |SL-(k)|. Y k=0 Y k=0 Korak 4: Azurirati parametar koriS¢enjem pristupa iz
metoda najbrzeg spustanja: a(l+1) = a(l) - uVv. (4.80) (4.81) Rezultuju¢i parametar a se dalje koristi za demodulaciju
signala i uklanjanje m-D djelova, kao i za rekonstrukciju RB primjenom algoritama za kompresivno odabiranje. U
numeriCkom primjeru iz ove sekcije, koris¢en je korak p = NMQ . Indeks iteracija je oznacen sa |. 4.2.4 Rekonstrukcija
rigid body dijela signala Neka je sa sa(n) = s(n)e-j2na(n/N)2 oznacen signal koji se demoduli$e optimalnim parametrom
a. Odgovarajuci vektor signala je sa = [sa(0),sa(1),....sa(N - 1)]. Ako je WM transformaciona matrica dimenzija M x M
diskretne Furijeove transformacije, sa elementima exp(-j2nmk/M), tada se STFT demodulisanog signala N-1 ST F Ta(n,
K) = s(n + m)w(m)e-j2rtmk/N my=0 u matriénom obliku moze zapisati kao: WM 0 - - - 0 STFTa=lowM---0..1... . sa
| 00 STFTa= Wsa = WW-NT Sq, [wm ] (4.82) (4.83) gdje je Sa vektor DFT koeficijenata racunatih za signal
originalne duzine, i jedini¢ni pravougaoni prozor. Pretpostavljeno je da se STFTa(nk) racuna u tackama 0, M,
2M,...,N-M.SveSTFTvrijednostisekombinujuujedanvektor: STFTa = [STFTM (0)T,...,STFTM (N - M)T]T. (4.84)
Diskretno vrijeme 0 20 40 60 80 Frekvencija 100 120 (a) Diskretno vrijeme 0 20 40 60 80 Frekvencija 100 120 (b) Indeks
200 400 600 Frekvencija 800 1000 (c) Indeks 200 400 600 Frekvencija 800 1000 (d) Amplituda (e) 100 200 300 400 500
Frekvencija 600 700 800 900 1000 Amplituda (f) 700 200 300 400 500 Frekvencija 600 700 800 900 1000 Amplituda (g)
100 200 300 400 500 Frekvencija 600 700 800 900 1000 Amplituda (h) 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Frekvencija Slika 4.3: Razdvajanje Rigid body i m-D djelova u slu¢aju kada nije kompenzovano ubrzanje radarske mete:
(a) STFT originalnog signala, koja je izracunata kori§¢enjem izraza (4.72); (b) STFT signala demodulisanog sa pogodno
odabranim q, koris¢enjem prezentovanog algoritma; (c) sortirane vrijednosti originalnog signala; (d) sortirane vrijednosti
STFT prikazane na slici (b), (e) Furijeova transformacija originalnog signala; (f) Furijeova transformacija demodulisanog
signala; (g) Furijeova transformacija dobijena sabiranjem 40% najmanjih apsolutnih vrijednosti STFT-a demodulisanog
signala po vremenu; (h) Furijeova transformacija dobijena sabiranjem najmanjih 40% apsolutnih vrijednosti STFT-a
demodulisanog signala po vremenskom indeksu, dobijene kori$¢enjem izraza (4.77). Za svaki posmatrani trenutak,

STFT vektori su STFTM

(n)=[STFT(n,0), ....ST FT(n, 106

M - 1)], (4.85) 170 Diskretno vrijeme Indeks Frekvencija (a) Frekvencija (b) Diskretno vrijeme Diskretno vrijeme 0 50
Frekvencija 100 (c) 0 50 Frekvencija 100 (d) Amplituda (e) 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 Frekvencija Slika

4.4: STFT sa nepreklopljenim prozorom kao baza za CS-rekonstrukciju rigid body dijela signala: (a) STFT adekvatno

https://app.ithenticate.com/en_us/report/42651459/similarity 91/142


https://app.ithenticate.com/en_us/report/42651459/similarity?dn=f75d39185379fea6a22daaf2379204d993853bb4e8a179fb3c2a50cb99e54153c9ae16b3874002067929419c393fe61109a8516dee9b7df39fe78261cf2b5f75&source=598042777&id=92687&node=37&dsc=1
https://app.ithenticate.com/en_us/report/42651459/similarity?dn=1f4318705d4e4918f9f28d896a3358e33493a53f3c5bc3467891f6d46242fa338e9d6a94711680ffae42ac82105f1f083dfc5848c9ca2841e6f9db25d7502899&id=72573&source=2118818464&dsc=1&node=2909
https://app.ithenticate.com/en_us/report/42651459/similarity?dn=e61fb5cb94622b0dbd49e4e99ebdea03d3c67e5911bec40d89f16f18b4d7ad9af4fd1a2305e5adfa218dc4870b90b7cdebe69ac581e69d22e813d0fd559ad021&id=58586&source=2084801486&node=3265&dsc=1

12/27/2018 Similarity Report
demodulisanog signala (pomocéu parametra a koji je dobijen prezentovanim algoritmom za pretragu), raéunata po izrazu
(4.82); (b) STFT vrijednosti nakon sortiranja po vremenskom indeksu; (c) STFT originalnog rigid body dijela definisanog
izrazom (4.91); (d) STFT rekonstruisanog rigid body dijela, koja je racunata po izrazu (4.72) za DFT koeficijente
prikazane na slici (e) — ovaj signal je modulisan parametrom a tako da formira originalni rigid body; (e) DFT koeficijenti
koji odgovaraju stacionarnim komponentama demodulisanog signala, koji je rekonstruisan koriS¢enjem prezentovanog
CS pristupa. i oni se racunaju kao STFTM (n) = WM sa(n), (4.86) gdje je sa(n) = [sa(n), . .., sa(n + M - 1)]T . Razmatrana
notacija se lako moze generalizovati na slu¢aj STFT sa preklopljenim prozorima. Uocimo da vazi: STFTa= Wsa =
WW-N1Sa. (4.87) Ukoliko je a adekvatno odred~en, DFT vektor Sa je rijedak. Ovaj vektor se moze izraziti u 171 formi: Sa
=WN W-1STFTa. (4.88) Uvedimo notaciju A = WW-N1. Primjenjujuci tehniku za uklanjanje m-D djelova, ostaje samo
podskup vremensko-frekvencijskih tacaka koje formiraju vektor dostupnih STFT vrijednosti, u oznaci STFTCS. Elementi
ovog vektora su ST F T a(i) = ST F T (ni, ki), gdje je (ni, ki) € NA, skup vremensko-frekvencijskih tacaka koje su zadrzane
nakon primjene L-statistike (dostupne vrijednosti). One zadovoljavaju: STFTCS = ACSSq, (4.89) gdje je matrica mjerenja
ACS formirana na osnovu matrice A odbacivanjem vrsta koje odgovaraju eliminisanim vremensko-frekvencijskim
tackama. Vektor STFTCS moze biti interpretiran kao vektor dostupnih odbiraka (mjerenja) u kontekstu kompresivnog
odabiranja. Tada RB komponente mogu biti rekonstruisane rjeSavanjem minimizacionog problema [202]: min IISall1
subject to STFTCS = ACS Sa. (4.90) Problem moze biti rijeSen koris¢enjem neke od standardnih tehnika za
rekonstrukciju, na primjer, OMP algoritmom. 4.2.5 Numericki rezultati Primjer 4.2. Razmatra se signal KD s(n) =
oBiej2n[a(Nn)2+biNn]+j¢i + oRiejARisin(wRin+0i)+j2nciNn+j2ndi(Nn)2. (4.91) Yi=1 Yi=1 Ovaj signal odgovara jednom
range binu radarske slike. Prva suma odgovara modelu RB reflektora sa nekompenzovanim ubrzanjem, gdje figuriSe
nepoznati chirp rate a. Druga suma modeluje m-D. Duzina signala je N = 1024. Razmatra se RB sa K = 4 komponente.
Parametri komponenti su: oBi = [1, 0.5, 1.5, 1], bi = [125, =125, 245, -255] i ¢i = [0, 0, /4, -1/3] fori =1, 2, 3, 4,
respektivno. Nepoznati chirp rate je a = 360, dok se m-D sastoji od dvije komponente, D = 2, a njegovi parametri su oRi =
[7, 5], @i = [0, /2], ARi = [90, 160], wRi =[2.5,1.95],ci =[0,0] idi = [0, 0], za i = 1, 2, respektivno. Prvo primjenjujemo L-
statistiku za razdvajanje rigid body i m-D djelova, koriS¢enjem procedure iz odjeljka 4.2.2. Parametar a = 280 za
demodulisanje (decirpovanje) se dobija kori§¢enjem algoritma prezentovanog u sekciji 4.2.3. Rezultati su predstavljeni
na slici 4.3. Inicijalna STFT, racunata pomocu prozora Sirine M = 128 je predstavljena na slici 4.3 (a), dok je odgovarajuca
reprezentacija sa sortianim vrijednostima data na slici 4.3 (c). STFT signala deciropovanog pomocu optimalnog a
predstavljena je na slici 4.3 (b), dok je odgovarajuca reprezentacija sa sortiranim STFT vrijednostima data na slici 4.3
(d). Furijeova transformacija (DFT) originalnog signala prezentovana je na slici 4.3 (e). Odvajanje m-D i rigid body djelova
na bazi STFT ne daje zadovoljavajucée rezultate, posto su uklonjeni i veéi djelovi RB dijela. Furijeova transformacija
dobijena sabiranjem Q = 40% najmanjih apsolutnih vrijednosti sortirane STFT sa slike Fig. 4.3 (d) data je na slici 4.3 (g).
Furijeova transformacija dobijena sabiranjem STFT vrijednosti prema (4.77) prikazana je na slici 4.3 (h). Ovaj primjer
ilustruje ¢injenicu da rigid body rekonstrukcija kori§¢enjem izraza (4.77) daje visoko koncentrisane pikove. Med~utim,
ovi rezultati se mogu pobolj$ati ukoliko se problem razmatra u kontekstu kompresivnog odabiranja. STFT signala sa(n)
decirpovanog optimalnim q, racunata sa nepreklopljenim prozorima, predstavljena je na slici 4.4 (a). Ovdje je koris¢en
prozor Sirine M = 32. Procedura za L-statistiku, prezentovana u odjeljku 4.2.2, primijenjena je na ovu STFT, pri Cemu je
uklonjeno U = 40% vremensko-frekvencijskih tacaka sa najve¢im vrijednostima, i D = 20% ta¢aka sa najmanjim
vrijednostima. Nakon uklanjanja m-D dijela signala, problem (4.90) je rijeSem OMP algoritmom (Algoritam 1). Rezultati
rekonstrukcije prikazani su na slici 4.4 (e). Kako bi naglasili tacnost rekonstrukcije, na slici 4.4 (c) prikazan je originalni

rigid body definisan izrazom (4.91) in Fig. 2c. On se poredi sa nekompenzovanim rigid body dijelom koji je dobijen
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racunanjem STFT nad inverznom DFT od koeficijenata koji su prikazani na slici 4.4 (e), modulisanih optimalnim
parametrom a. 4.3 Dekompozicija multivarijantnih signala — izdvajanje i rekonstrukcija komponenti Kao sto je receno,
signali sa vremenskim varijacijama spektralnog sadrzaja ne mogu se jednostavno okarakterisati standardnom
Furijeovom analizom. Oni se uobic¢ajeno proucavaju u kontekstu vremensko-frekvencijske analize [44, 204-210].
Istrazivanjem u ovoj oblasti razvijene su brojne reprezentacije i algoritmi koji su namijenjeni za procesiranje
univarijantnih signala. Njihova uobicajena karakterizacija obavlja se kroz tzv. amplitudske i frekvencijski modulisane
oscilacije, [44], [211]. Nedavno, progres u razvoju senzorske tehnologije za multidimenzione signale propracen je
povec¢anim nauc¢nim interesovanjem za vremensko-frekvencijsku analizu multikanalnih (multivarijantnih ili
multidimenzionih) podataka. Razvoj senzorske tehnologije uzrokovao je pojavu multivarijantnih podataka. Novouvedeni
koncepti bivarijantnih i trivarijantnih oscilacija (npr. 3D inercijalni senzori, 3D anemometri [211]), ali i generalizacija ovog
koncepta na prozivoljan broj kanala, otvorili su moguénost koriS¢enja med~ukanalnih zavisnosti signala u objedinjenoj
vremensko-frekvencijskoj analizi [212—-214]. Koncept multivarijantnih modulisanih oscilacija predlozen je u [212], uz
pretpostavku da jedna zajednicka oscilacija najbolje odgovara individualnim oscilacijama iz svih kanala. Drugim
rijeCima, objedinjena trenutna frekvencija karakteriSe multikanalne podatke u smislu objedinjene frekvencije za sve
pojedinacne kanale. Ona se definiSe kao prosjecna trenutna frekvencija u svim pojedinacnim kanalima, sa pridruzenim
odgovarajucéim tezinskim parametrima. U cilju estimacije objedinjene trenutne frekvencije multikanalnih signala,
syncrosgeezed transformacija, koja spada u kategoriju visoko koncentrisanih vremensko-frekvencijskih reprezentacija,
nedavno je prosirena na multivarijantni model [211]. U cilju ekstrakcije lokalne dinamike oscilacija multivarijatnih signala
tzv. wavelet ridge algoritam je takod™e poziciniran u ovom kontekstu [212]. Drugi, veoma popularni koncept, tzv.
empirical mode decomposition — EMD, je takod™e prouc¢avan za multivarijantne podatke, [220]- [224]. Medutim,
uspjesna dekompozicija multikomponentnih signala zasnovana na EMD pristupu moguca je samo za signale koji se ne
preklapaju u vremensko-frekvencijskoj ravni. Zbog moguénosti visoko-koncentrovane reprezentacije signala, i drugih
pozeljnih osobina, Wigner-ova distribucija se uobi¢ajeno koristi u brojnim estimatorima trenutne frekvencije koji su
razvijeni u okviru vremensko-frekvencijske analize [44, 209, 210]. Med™utim, u slu¢aju multikomponentnih signala, kao
Sto je veé reCeno, pojavljuju se nepozeljni kros-Clanovi, nekada u potpunosti maskirajuci prisustvo auto-¢lanova. Usljed
toga, razvijene su brojne druge reprezentacije, sa namjerom ocuvanja koncentracije Wigner-ove distribucije i
istovremnenog suzbijanja kros-¢lanova, u koje spada i S-metod [44]. Ova reprezentacija je kori¢ena kao baza za
dekompoziciju multikomponentnih signala, [204]. Takav oblik dekompozicije omoguéava nezavisnu analizu i
karakterizaciju komponenti signala omogucavajuci estimaciju trenutne frekvencije svake nezavisne komponente [204]-
[207]. U ovoj sekciji, izu¢avacéemo Wigner-ovu distribuciju primijenjenu na dekompoziciju multivarijantnih
multikomponentnih signala. Bi¢e pokazano da jaka med~uzavisnost modulacija pojedina¢nih komponenti iz razli¢itih
kanala u objedinjenoj vremensko-frekvencijskoj analizi dovodi do redukcije nezeljenih kros-¢lanova. Matrica inverzne
multivarijantne Wigner-ove distribucije ¢e biti dekomponeovana na sopstvene vektore, koji sadrze komponente signala u
vidu njihove linearne kombinacije. Koeficijenti ove linearne kombinacije ¢e biti proglaseni za varijable minimizacije mjere
koncentracije primjenom algoritma zasnovanog na metodu najbrzeg spustanja. Ovaj algoritam trazi one koeficijente
linearne kombinacije koji daju najbolju moguéu koncentraciju pojedinacnih komponenti. Upravo zahvaljujuéi Cinjenici da
koristi med~uzavisnosti signala iz pojedinacnih kanala, ova dekompozicija ¢e biti primjenjiva i u slucaju signala koji se
preklapaju u vremensko-frekvencijskoj ravni, i to na takav nacin da integrited izdvojenih komponenti bude ocuvan.
Konvencionalna vremensko-frekvencijska analiza ne moze biti iskori$éena za razdvajanje komponenti koje se sijeku u

vremensko-frevkencijskoj ravni, a pri tome imau proizvoljne forme. Preklopljene komponente se mogu pojaviti u mnogim
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primjenama obrade signala. Na primjer, u obradi radarskih signala, ukoliko se potpis radarske mete preklapa sa klaterom
(engl. clutter). Algoritam koji ¢e biti predstavljen podrazumijeva da su dostupni signali sa med usobno nezavisnim
fazama. Oni se mogu dobiti polarizacijom, ili sistemima sa viSe antena [225]. Algoritmom se mogu tretirati i signali sa
malim varijacama frekvencije, kada su promjene amplitude istog reda kao promjene faze. Takvi su, na primjer, EKG
signali. Multivarijantne fome ovih signala se dobijaju pomo¢u viSe senzora koji su pozicionirani na razli¢itim lokacijama.
4.3.1 Multivarijantni signali i Wigner-ova distribucija Neka se razmatra multivarijantni signal a1(t)eje1(t) x(t) = [
a2(t)ejp2(t) 1. (4.92) laN (t)ejeNS (1) |11 koji je dobijen snimanjem signala x(t) ¢ije su vrijednosti kompleksne, pomocu
NS senzora, pri ¢emu svaki senzor mijenja amplitudu i fazu originalnog signala, tako da vazi ai(t) exp(jei(t)) = aix(t)
exp(joi). U slucaju kada je mjereni signal realan, uobicajeno je da se razmatra njegova analiti¢ki produzena forma x(t) =
XR(t) + jH{xR(t)}, gdje je sa xR(t) oznacen realni mjereni signal, dok H{xR(t)} oznacava njegovu Hilbertovu transformaciju.
Analiticki signal sadrzi samo komponente na nenegativnim frekvencijama, a odgovarajuca realna forma signala moze
biti jednostavno rekonstruisana. Ovakva forma signala je od velike vaznosti za interpretaciju trenutne frekvencije u
kontekstu vremensko-frekvencijskih momenata. Buduéi da se sve vremensko-frekvencijske reprezentacije mogu
posmatrati kao poravnate odnosno "glatke"(engl. smoothed) verzije Wigner-ove distribucije, polazna tacka koncepta
analize multivarijantnih signala moze biti upravo ova distribucija. Wigner-ova distribucija multivarijantnog signala x(t)
definisana je na sljedeéi nagin: = W D(Q, t) = xH (t - T)x(t + T )e-jQt dT, [-= 2 2 (4.93) gdje xH (t) oznadava Hermitsko
transponovanje vektora x(t). Inverzna Wigner-ova distribucija je data izrazom: xH (t - )x(t+) =111« 22 W D(Q, t)ejQt
dQ. (4.94) 21 |-« Centar mase na frekvencijskoj osi Wigner-ove distribucije multivarijantnog signala x(t), definisanog sa

(4.92), je dat izrazom = (Q(t)) = [--=e W D(Q, 1)dQ QW D(Q, t)dQ , odnosno, | jdt xH

1 [xH(t H d(Q -12 50

+12)|1=]0 = 2j xH(t)x(t) , (4.95) (4.96) gdje x'(t) = dx(t)/dt oznacava izvod vektora signala po vremenu. 1z izraza (4.96)
direktno slijedi izraz za trenutnu frekvenciju multivarijantnog signala, dat u sljede¢oj formi: (Q(t)) =
YNn=S1Nn=¢S1'n(at2n)(at2n)(t) . (4.97) Ukoliko je multivarijantni signal dobijen ¥ tako $to je senzorom sniman

monokomponentni signal x(t) zadat u formi ai(t) exp(ji(t)) = aix(t) exp(j¢i) gdje je

x(t) = A®) exp(p(¥) i 1dA  (0)/dt] « [dy(t)/dt, tadavazi(Q (1) =dy (1)

dt, buduci da je dei(t)/dt = dy(t)/dt. Uslov za varijacije amplituda i faza realnih monokomponentnih signala ai(t)
cos(i(t)) moze se definisati tzv. Bedrosian-ovom produktnom teoremom, [215]. Po navedenoj teoremi, kompleksni
analiticki signal ai(t) exp(jei(t)) = ai(t) cos(gi(t)) + jH{ai(t) cos(wpi(t))} predstavlja validnu reprezentaciju realnog signala
sa amplitudnim i faznim varijacijama ai(t) cos(i(t)) ukoliko je spektar dijela ai(t) nenulti samo unutar frekvencijskog
opsega |Q| < B a spektar od cos(i(t)) zauzima nepreklapajuci opseg na visim frekvencijama. Signal se moze smatrati
monokomponentnim ukoliko je spektar od ai(t) niskopropusnog tipa. Predstavljena analiza se moze lako generalizovati
na druge vremensko-frekvencijske i time-scale reprezentacije. Devijacija spektralnog sadrzaja signala od trenutne
frekvencije opisuje se lokalnim momentima drugog reda (trenutne Sirine frekvencijskog opsega). Izraz za trenutnu Sirinu
frekvencijskog opsega se dobija na osnovu: « 62Q(t)= 2rixH(t)x(t) Q2WD(t,Q)dQ-(Q(t))2 1 —J« = - ddt22 xHt - T2 x t +
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2T =0 - (Q(t))2 . (4.98) [ (xH (1))x(t() )]l | Za signal (4.92) ova veli¢ina dobija sljede¢u formu: 0Q2(t) = Nn=S1 (a'n(t))2
N-S Nn=S1 an(t)an”(t) . (4.99) ¥ 2 n=1Ya2n(t) Uopsteno govoredi, u slucaju multikomp onentnih signala, komponente
su lokalizovane oko vise od jedne trenutne frekvencije. 4.3.2 Multikomponentni signali Razmatra se multikomponentni
signal P x(t) = xp(t) (4.100) > p=1 ¢ije komponente imaju formu xp(t) = Ap(t)ejpp(t) (4.101) gdje Ap(t) oznacava
amplitude komponenti, koje imaju sporovarirajuéu dinamiku u pored~enju sa varijacijama faza pp(t), odnosno,
|dAp(t)/dt| « |dpp(t)/dt]. U posmatranom slucaju, odgovarajuéi multivarijantni signal je dat sljedeéim izrazom:
ap1xp(t)ejpp1 P x(t) = [ ap2xp(t)ej¢p2] .. (4.102) 3p=1 |c1pNS xp(t)ejopNS |11 Pojedinacne komponente x1(t), ..., xP
(t), mjerene razlicitim senzorima, razlikuju se u amplitudama i fazama, ali dijele zajednic¢ku trenutnu frekvenciju Qp(t) =
dyp(t)/dt koja odgovara (Qp(t)) u izrazu (4.97), gdje je p indeks komponente. Wigner-ova distribucija posmatranog
multivarijantnog signala je = W D(Q, t) = apiagixp(t + T2 )x*q(t - T2 )ej(¢ppi-¢gi)e-jQt dT, P P NS T p=1 Fq=1 Ji=1-Je
gdje je i indeks senzora. Ona moze biti zapisana u vidu sume kros-komponenti i auto-komponenti, odnosno P NS « W
D(Q, 1) = a2pi xp(t + T2 )x*p(t - 12 )e-jQT dt (4.103) Yp=1 Ji=1 -J P P NS = + apiaqi xp(t + 12 )x*q(t - T2
Yej(dpi-dgi)e-jQt dt Yp=1 Yqq#=p1 Yi=1 -f= = W DAT (Q, t) + W DCT (Q, t). Fazni pomjeraji komponenti
multivarijantnog signala u izrazu (4.103) se ponistavaju u auto-¢lanovima W DAT (€, t). Ovo vazno svojstvo zapravo
implicira da se auto-¢lanovi, dobijeni iz svakog kanala multivarijantnog signala, sabiraju u fazi, nezavisno od razli¢itih
inicijalnih faza u pojedina¢nim komponentama signala. U kros-¢lanovima, fazni pomjeraji se ne ponistavaju u
rezultuju¢em izrazu W DC T (Q, t), Sto vodi sabiranju koje nije u fazi. Kros-Clanovi u multivarijantnom sluc¢aju
predstavljaju sumu od NS signala sa proizvoljnim (slu¢ajnim) fazama. Posljedi¢no, kros-Clanovi ¢e biti redukovani u
pored~enju sa slucajem Wigner-ove distribucije univarijantnog signala. Dakle, za veliko NS moze se ocekivati da auto-
¢lanovi budu izrazeni, a da kros-Clanovi teze malim vrijednostima u pored~enju sa auto-¢lanovima. Ocekuje se, drugim
rijeCima, da se kros-¢lanovi, za veliki broj senzora NS, ponasaju kao Gausove slu¢ajne varijable srednje vrijednosti nula,
¢ija varijansa zavisi od vrijednosti kros-¢lanova, var{W D(Q, 1)} =6 2 (W DC T (Q, t)). Za dati signal, auto-¢lanovi su
deterministicki, buduc¢i da oni ne zavise od slu¢ajnih faza, kao $to se moze vidjeti u odgovaraju¢em dijelu izraza
posmatrane Wigner-ove distribucije W DAT (Q, t). Navedeno znaci da za veliko NS vazi: W D(Q, t) ~ N (W DAT (Q, t),
02(W DCT (Q, 1))). (4.104) 4.3.3 Inverzija i dekompozicija signala Inverzna Wigner-ova distribucija multivarijantnog
signala u analognom domenu data je sljedeéim izrazom: 1 = xH(t2)x(t1) = WD t1 + t2, Q ejQ(t1-t2)dQ. (4.105) 21 -Je (
2 ) Diskretizacijom ugaone frekvencije, Q = KAQ, i vremena, t1 = n1At, t2 = n2At, uz adekvatnu definiciju diskretnih
vrijednosti, lako se dobija: xH(n2)x(n1) = K1+1 WD (2) (4.106) K/2 n1 + n2, k ej Kri+1 k(n1-n2). k=5 -K/2 Nakon
uvod~enja sljedeée notacije: K/2 R(n1,n2) = K1+1 k=Y -K/2 WD n1 + n2, k ej Kn+1 k(n1-n2), ( 2 ) dobija se da vazi:
R(n1,n2) = xH(n2)x(n1). (4.107) (4.108) Dakle, u slu¢aju multikomponentnih multivarijantnih signala, inverzija produkuje
matricu sa elementima zadatim izrazom: NS P P R(n1, n2) = apiagixp(n1)x+q(n2)ej(¢pi-qi). (4.109) Yi=1 Yp=1 S q=1
ukoliko se sada iskoristi pretpostavka da se kros-Clanovi u Wigner-ovoj distribuciju multivarijantnog signala mogu
zanemariti u pored~enju sa auto-¢lanovima koji su sumirani u fazi, dobija se: NS P P R(n1, n2) = a2pixp(n1)x*p(n2) =
Bpxp(n1)x*p(n2) (4.110) Yi=1 3 p=1 Yp=1 gdje je Bp = Ni=S1 a2pi. Kao u slu3 ¢aju bilo koje kvadratne matrice,
dekompozicija na sopstvene vrijednosti matrice R dimenzija K x K daje K R = QAQT = Apgp(n)g+p(n), (4.111) 3p=1 gdje
Ap predstavlja sopstvene vrijednosti, dok gp(n) oznac¢ava odgovarajuée sopstvene vektore matrice R. Treba primijetiti da
su sopstveni vektori gp(n) po definiciji ortonormalni. Za P -to komponentni signal, u odsustvu Suma, elementi
posmatrane matrice su P R(n1, n2) = Apgp(n1)gp=*(n2). (4.112) 3 p=1 MoZze se razmatrati nekoliko specijalnih slucajeva:
1. U slu¢aju Wigner-ove distribucije univarijantnog signala, sam signal je jednak sopstvenom vektoru gq1(n) matrice R, sa

faktorom proporcionalnosti koji je kompleksna konstanta [204], gdje su odgovarajuée sopstvene vrijednosti A1 = Ex, A2 =
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0,...,AK=0. Cinjenica da inverzija Wigner-ove distribucije produkuje samo jednu nenultu sopstvenu vrijednost, koristi
se u provjeri da li je data posmatrana dvodimenziona funkcija validna Wigner-ova distribucija. 2. Ukoliko se komponente
multikomponentnog univarijantnog signala ne preklapaju u vremensko-frekvencijskoj ravni, tada je moguce iskoristiti
svojstvo (4.65) koje S-metod definise kao sumu (pseudo-)Wigner-ovih distribucija pojedinacnih komponenti signala
[204]: P SM(n,k) = WDp(n,k). (4.113) S p=1 Posto su nepreklapaju¢e komponente ortogonalne, dekompozicija na
sopstvene vrijednosti i sopstvene vektore u slu¢aju univarijantnih (i multivarijantnih) multikomponentnih signala ¢e dati:
Bpxp(n) = Apgp(n),p=1,2,...,P (4.114) gdje je Bp konstanta. Treba primijetiti da je, po definiciji, energija
odgovarajuéeg sopstvenog vektora jednaka 1, odnosno ligp(n)li2 = 1. MozZe se, dakle, zakljuciti da je Bpxp(n)x=p(n) =
Apgp(n) odnosno (') (Y Apgp(n) * ) (4.115) (4.116) K/2 Ap = Apgp(n) = IBpxp(n)li2 = 2 Bpx2p(n) = BpExp. (4.117)
n=y -K/2 gdje je Exp energija p-te komponente signala. Sopstveni vektor gp(n) je jednak vektoru | || sa vrijednostima
komponente signala xp(n), uz konstantu proporicionalnosti koja definiSe neodred”enost u amplitudi i fazi. 3. Ukoliko se
komponente signala xp(n) preklapaju u vremensko-frekvencijskoj ravni, tada dekompozicija signala na pojedinacne
komponente nije moguéa koris¢enjem poznatih tehnika, osim u nekim vrlo specificnim formama signala, kao sto su, na
primjer, linearni frekvencijski modulisani signali, kori§éenjem chirplet transformacije, Radonove transformacije ili sli;nih
tehnika [216], [217], ili sinusoidalno-modulisani signali, koris¢enjem inverzne Radonove transformacije [218], [219]). U
opstem slucaju, ove vrste signala ne mogu biti razdvojene (dekomponovane) na pojedinacne komponente u
univarijantnom slu¢aju. Med~utim, multivarijantna forma signala mijenja (redukuje) kros-¢lanove u Wigner-ovoj
distribuciji, otvarajuéi na taj nacin, indirektno, moguénost dekompozicije signala na komponente ¢ak i u veoma
izazovnom kontekstu komponenti preklopljenih u vremensko-frekvencijskoj ravni. 4.3.4 Algoritam za dekompoziciju
(razdvajanje i rekonstrukciju) Razmatra se multikomponentni signal zadat izrazom (4.102), ¢ije su komponente xp, za p
=1,2,...,P.Podkupovi vremensko-frekvencijskih domena komponenti, za koje su komponente razli¢ite od nule, u
oznaci Dp, mogu se djelimi¢no preklapati u viemensko-frekvencijskoj ravni. Uvedimo i realisti¢nu pretpostavku da ne
postoje komponente signala ¢iji se djelovi viemensko-frekvencijskih domena Dp potpuno preklapaju sa odgovaraju¢im
djelovima domena drugih komponenti, kao i da vazi D1 <D2 < - - - < DP, gdje je Dp povrsina dijela (podskupa)
vremensko-frekvencijskog domena Dp u kojem je p-ta komponenta nenulta. Prva komponenta signala moze se izraziti
kao linearna kompobinacija sopstvenih vektora qp sa koeficijentima n1p, tako da se dobija: x1 =n11q1 +n21g2+-- - +
nP 1gP. (4.118) Posto je realno prepostaviti da su komponente dobro koncentrisane u vremensko-frekvencijskoj ravni,
nepoznati koeficijenti np1 se mogu odrediti na osnovu mjera koncentracije. U tu svrhu, formira se linearna kombinacija
baznih vektora gp, sa tezinskim koeficijentima Bp,p=1,2,. .., P, koja ima sljedeéu formu:y = f1q1 + p2g2+-- -+ BP
gP, (4.119) i racuna se mjera koncentracije M {TFR(n, k)} vremensko-frekvencijske reprezentacije TFR(n, k)
normalizovanog signala y/llylli2. 1zbor vremensko-frekvencijske reprezentacije T F R(n, k) ovdje nije krucijalan. Moze se
koristiti spektrogram kao najjednostavnija vremensko-frekvencijska reprezentacija. RjeSavanjem problema minimizacije
mjere koncentracije, dobija se globalni minimum koji odgovara najbolje koncentrisanoj komponenti signala.
Najjednostavniji nacin za rjeSavanje ovog problema bilo bi koris¢enje ,£0-norme” kao mjere koncentracije TFR(n, k) i
direktno pretrazivanje po moguc¢im vrijednostima koeficijenata Bp,p =1, 2, .. ., P . U tom slucaju, koeficijenti np1
predstavljaju rje$enje minimizacionog problema: [n11,n21,...,nP1] = arg min ITFR(n,k)II0. (4.120) B1,...,BP Za ove
vrijednosti koeficijenata Il TFR(n, k )II0 je jednaka povrsini D1 dijela domena u najbolje koncentrisane komponente. Ako
su bilo koje dvije najmanje povrsine jednake, i dalje ¢emo nadéi jednu od njih. Treba uoditi da razmatrani minimizacioni
problem ima viSe lokalnih minimuma, buduci da ¢e koeficijenti Bpuy = B1 q1 + B2 g2 + - - - + BP gP koji odgovaraju bilo

kojoj komponenti signala xp takod™e izazvati pojavu lokalnog minimuma mjere koncentracije, koji je jednak povrsini
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dijela vremensko-frekvencijskog domena u kojem je data komponenta razli¢ita od nule. Dodatno, i bilo koja linearna
kombinacija od K < P komponenti signala xp takod™e ¢e produkovati lokalni minimum koji je jednak uniji odgovarajucih
dijelova vremensko-frekvencijskih domena u kojima su te komponente razliCite od nule. Nakon §to je najbolje
koncentrisana komponenta detektovana, odgovarajuéi sopstveni vektor q1 zamjenjuje se sa izdvojenom komponentom.
Izdvojena komponenta se tada uklanja iz preostalih sopstvenih vektora gk, oduzimanjem projekcije izdvojene
komponente na vektore gp, p =2, 3, . . ., P (procedura deflacije signala [233]). Zatim se procedura ponavlja sa novim
setom vektora gp formiranjem signalay = 292 + - - - + BP gP . Variranjem koeficijenata Bp nalazi se novi globalni
minimum mjere koncentracije, koji odgovara drugoj komponenti signala. Procedura se iterativno ponavlja P puta.
Med utim, u prakti¢nim aplikacijama ne moze da se koristi ni direktno pretrazivanje, ni ,£0-norma”, sto je diskutovano u
prethodnim poglavljima ove disertacije. U literaturi je razvijeno viSe pristupa za rjeSavanje optimizacionih problema sa
vise lokalnih minimuma. Uopsteno govorecdi, mogu se razlikovati tri velike klase ovakvih pristupa: deterministicki [229],
stohasticki [227,228] i heuristicki (npr. optimizacija mravlje kolonije [230], geneticki algoritmi, pretraga planinarenjem
[232], simulirano kaljenje [231], particle swarm optimization...). U ovoj disertaciji predstavi¢emo adaptiranu formu
gradijentnog pristupa rjeSavanju posmatranog minimizacionog problema. Kao u slu¢aju kompresivnog odabiranja i
rekonstrukcije rijetkih signala, ,{0-norma” ¢e biti zamijenjena njenim najblizim ekvivalentom — £1-normom. U nastavku
slijedi detaljan opis pristupa dekompoziciji multikomponentnih multivarijantnih signala. Procedura za dekompoziciju je
predstavljena Algoritmom 12, a odgovaraju¢a minimizacija sprovodi se Algoritmom 13. - U prvom koraku, racuna se
autokorelaciona matrica R multivarijantnog signala x(n) prema (4.107) odnosno (4.108). Broj komponenti signala P
jednak je broju nenultih sopstvenih vrijednosti matrice R. U sluCaju zasumljenih signala, postoje dva pristupa za
odred~ivanje broja komponenti: *+ Broj komponenti je pretpostavljen. Dok god je taj broj vedi ili jednak od pravog broja
komponenti P, algoritam ¢e ispravno funkcionisati, gdje ¢e Sum biti izdvojen u vidu dodatnih komponenti. + Moze se
uvesti prag koji ¢e odvojiti sopstvene vrijednosti koje odgovaraju komponentama signala od onih koje odgovaraju Sumu.
Ovaj prag odred~uje broj komponenti u dekompoziciji. - Kao vremensko-frekvencijska reprezentacija signala moze se
koristiti spektrogram, S-metod sa uzim frekvencijskim prozorom (na primjer, Ld = 1), ili bilo koja druga adekvatna
reprezentacija. Buduc¢i da su ove vremensko-frekvencijske reprezentacije kvadratne prirode, kao mjera koncentracije
koristi se ekvivalent £1-norme, definisan sa [226]: M {TFR(n, k)} = | TFR(n, k)|1/2, (4.121) ¥nY k Algoritam 12
Dekompozicija multivarijantnih signala (rekonstrukcija komponenti signala) Input: + Multivarijantni signal x(n) 1:
Izracunati S-metod SM(n,k) multivarijantnog signala x(n) i matrice R sa elementima R(n1,n2) =1 K/2 K+ 1 k=Y -K/2 SM
n1+n2, k ej K2+11 k(n1-n2), (2 ) kao u [204]. Ukoliko se koristi Wigner-ova distribucija, tada SM(n,k) treba zamijeniti sa
WD(n,k), ili se elementi matrice R racunaju kao R(n1,n2) = xH(n2)x(n1). 2: Naéi sopstvene vektore qi i sopstvene
vrijednosti Ai matrice R. 3: P « broj nenultih (odnosno, u slu¢aju zasumljenog signala - znacajnih) sopstvenih vrijednosti

4: repeat 5: NU « 0 < Broj aZuriranja

6:fori=1, 2,..., Pdo7: RijeSitiminimizacioni problemminM TFR 1P f1,..,BP{{ 69

Bpgp subject to Bi = 1 Y p=1}} gdje je M{} mjera koncentracije, TFR{} je vremensko-frekvencijska reprezentacija signala
koji je proslijed”en kao argument, dok se C = Pp=1 Bpgp VIlIIY Il 2 koristi za normalizaciju energije kllombinovanogl|
signala na 1. || Koeficijenti 1, B2, . . ., BP se dobijaju kao rezultat minimizacije. 8: if bilo koje Bp # 0, p # i then P 9: gi «—
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1Bpgp fork =iyp+=11,i+2,...,PdoC10: 11:s « qiH gk 12: gk < vV 1 1-|s|2 (qk - sqi) 13: end for 14: NU < NU + 1
15: end if 16: end for 17: until NU = 0 Output: + Broj komponenti signala P + Rekonstruisane komponente signala q1, g2, .
.., gP Algoritam 13 Procedura za minimizaciju mjere koncentracije pri dekompoziciji signala Input: * Vektori q1,q2, . . .,
gP - Indeks i gdje odgovarajuci vektor qi treba da ima fiksiran jedinicni koeficijent Bi = 1 » Zahtijevana tacnoste 1: Bp = 1
forp=i{0forp#i,forp=1,2,...,P2:Mold « « 3: A=0.1 4: repeat P 5.y — Bpgp >p=16: Mnew — M TFRy {{llylli2 }}
7:if Mnew > Mold then 8: A — A/29: Bp — Bp +yp, forp=1,2,..., P < Ponistiti posljednje aZuriranje koeficijenata P 10:
y < Bpgp 11: else >p=112: Mold <+ Mnew 13:end if 14:forp=1,2,...,P do 15:if p #ithen 16: Mr+ «— M TFR {
lyy++AAqqppli2 }} {17: Mr- — M TFRy - Aqp { { lly - Agpll2 }} 18: Mi+ «— M TFR { llyy++jjAAqqppll2 }} { 19: Mi- — M TFR
llyy--jjAAqgppli2 }} {{ 20: yp < 8A Mr+ - Mr- + jBAMi+ - Mi- Mnew Mnew 21: else 22: yp « 0 23: end if 24: end for 25:
Bp<—Bp-vyp.zap=1,2,...,P < Azuriranje koeficijenata 26: until p=1 |yp|2 je ispod zadate tacnosti € P Output: } *
Koeficijenti 1, B2, . . ., BP gdje se sumiranje vrsi po svim dostupnim vremenskim i frekvencijskim indeksima n i k. -
Minimizacija mjere koncentracije je implementirana kori§¢enjem metoda najbrzeg spustanja, koji je prezentovan u
Algoritmu 13. Ovdje se fiksiraju koeficijenti Bp = 1 i variraju realni i imaginarni djelovi preostalih koeficijenata za tA.
Zatim se racuna gradijent normalizovane mijere, yp, i dalje koristi pri aZzuriranju koeficijenata. Inicijalna vrijednost
parametra A je 0.1 i ona se redukuje kad god azuriranje koeficijenata ne vodi smanjenju mjere koncentracije. - Kada se
ekstraktuje p-ta komponenta signala, odgovarajuéi sopstveni vektor gp se zamjenjuje tom ekstraktovanom
komponentom. Izdvojena komponenta se zatim uklanja iz preostalih sopstvenih vektora gk oduzimanjem projekcije
ekstraktovane komponente na vektore gk, k=p +1,p + 2, ..., P. Na ovaj nacin, osiguravamo se da p-ta komponenta
signala nece biti ponovo detektovana. - Opisana procedura se ponavlja sve dok viSe nema azuriranja vektora gk. U
sluc¢aju dvokomponentnog multivarijantnog signala, razmatrani minimizacini problem je konveksan, sa jednim,
globalnim, minimumom. Za trokomponentni signal postoje lokalni minimumi za sve signale koji se mogu dobiti kao
suma bilo koje dvije komponente. Ovo je razlog zbog kojeg se procedura za dekompoziciju ponavlja nakon sto je
pronad~en minimum mjere koncentracije. Naime, u sljedecoj iteraciji, par komponenti koji odgovara lokalnom minimumu
se razdvajaju kao u dvokomponentnom slucaju. Za veci broj komponenti signala, broj lokalnih minimuma se povecava.
Tada je neophodan veci broj ponavljanja procedure, kako bi se komponente razdvojile iterativnim putem. Treba uociti da
gradijenti algoritam mozZze pronaci bilo koji lokalni minimum, gdje svaki od njih odgovara kombinaciji K < P komponenti
signala. Ovo znaci da svaki lokalni minimum redukuje slozenost dekompozicije vektora gp, vodeéi do potpune
dekompozicije signala iterativnim putem. Detalji su dati u Algoritmu 13. 4.3.5 Numericki rezultati Primjer 4.3. Razmatra

se realni bivarijantni signal x(t) = [x1(t), x2(t)]T, gdje je signal u i-tom kanalu definisan na sljedec¢i nacin xi

(t) = e-(t/128)2 cos (t/16)4/128 - 8n  (t/16)2/64 10

+ i (4.122) = 0.5¢

-(t/128)2 (ej ((t/16)4/128- 8m (Y/16)2/64+ ¢i)+ e-j(()/16)4/128- 8n (¥/16)2/64+ | 10

oi) = xTi(t) + x2i([t), i =1, 2,1 za -128 <1 < 128, §to je, za sluCaj prvog kanala, prikazano na slici 4.5 (a). Faze ¢1 # ¢2
predstavljaju sluc¢ajne brojeve iz intervala [0, 211, sa uniformnom raspodjelom. Buduéi da je posmatrani signal realan, u
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njegovoj Furijeovoj transformaciji, kao i u vremensko-frekvencijskim domenima, postoje dvije simetricne komponente
x71i(t) i x2i(t). Med"utim, ove komponente se djelimi¢no preklapaju, pa su stoga nerazdvojive poznatim 1 x(t) 0.5 0 -0.5
-1 (a) -100 -50 0 50 100 vrijeme Originalna i estimirana trenutna frekvencija 0.6 0.4 0.2 0 =100 -50 0 50 100 (b) TFR
analitickog signala TFR signalaemeejimrejvirv(c) frekvencija (d) frekvencija TFR sopstvenog vektora 1 TFR
sopstvenog vektora2emeejimrejvirv (e) frekvencija (f) frekvencija TFR komponente 1 TFR komponente2eme e
jmirejvirv(g) frekvencija (h) frekvencija Slika 4.5: Realni bivarijantni signal analiziran u primjeru 4.3: (a) signal
prikazan u vremenskom domenu; (b) estimacija trenutne frekvencije: crno - tacna IF, crveno - estimacija IF kori§¢enjem
analitiCkog signala, zeleno i plavo - estimacija IF zasnoavana na komponentama koje su izdvojene opisanim pristupom;
(c) PWD analitickog signala; (d) PWD originalnog signala; (e) i (f) PWD sopstvenih vektora; (g) i (h) PWD komponenti
koje su izdvojene pristupom opisanim u ovoj sekciji. 2 Spektrogram signala 1 Re{x1(t)} (a) 0 -1 100 -100 -50 0 50 100
500.30.2 0.1 [X1(jw)| time (b) eimt 0 =50 =100 1 -3 -2 -1 frekvencija 0 1 2 3 -3 -2 -1 frekvencija 0 (c) 2 3 Slika 4.6:
Dvokomponentni signal predstavljen u: (a) vremenskom domenu; (b) frekvencijskom domenu; (c) vremensko-
frekvencijskom domenu (spektrogram). tehnikama zasnovanim na ovim reprezentacijama. Razmotrimo uobicajeni
problem estimacije trenutne frekvencije signala (IF). U tom cilju, za realne signale se uobicajeno koristi njihova analiticka
forma dobijena na bazi Hilbertove transformacije. Taéna trenutna frekvencija je prikazana na slici 4.5 (b), crnom linijom.
Vremensko-frekvencijska reprezentacija (TFR) ovog analitickog signala prikazana je na slici (c). Med utim, rezultat
estimacije trenutne frekvencije zasnovan na analitickom signalu, prikazan na slici. 4.5 (b) crvenom linijom, znacajno se
razlikuje od tacne trenutne frekvencije. Naime, estimacija trenutne frekvencije zasnovana na maksimumima vremensko-
frekvencijske reprezentacije, ne prati varijacije trenutne frekvencije na odgovarajuéi nacin, buduéi da su one izgubljene u
vremensko-frekvencijskoj ravni usljed znacajnog preklapanja komponenti i Cinjenice da su varijacije amplitude i faze
signala istog reda. Zapravo, uslovi Bedrosianove produktne teoreme za amplitudu i fazu signala nijesu zadovoljeni u
ovom slucaju. Ukoliko se, sa druge strane, izracuna vremensko-frekvencijska reprezentacija originalnog signala (4.122),
dvije komponente x1i(t) i x2i(t) se preklapaju u vremensko-frekvencijskoj ravni, $to je prikazano na slici 4.5 (d). Ove
komponente su i nelinearne, te stoga, nijedna poznata tehnika ne moze biti primijenjena za njihovo razdvajanje u cilju
estimacije trenutne frekvencije. Posto se komponente znacajno preklapaju, one nijesu ortogonalne, pa zato
dekompozicija zasnovana na S-metodu [204] ne moze biti direktno primijenjena. Med~utim, klju¢no je uociti da su
znacajno izmijenjeni kros-Clanovi u Wigner-ovoj distribuciji, i da se pojavljuju samo dvije sopstvene vrijednosti razlicite
od nule. Dva odgovaraju¢a sopstvena vektora, Cije su pseudo-Wigner-ove distribucije prikazane na slikama 4.5 (e) i (f),
sadrze obije komponente, koje se pojavljuju u vidu linearne kombinacije. Kori§¢enjem algoritma 12, odnosno procedure
13, izraunati su koeficijenti B1 i B2, formirajuci linearnu kombinaciju (4.119) sopstvenih vektora. Minimum mjere
koncentracije, odnosno rijetkosti, odgovara dvijema razdvojenim komponentama, kao $to je prikazano na slikama 4.5 (g)
i (h). MozZe se uociti da je estimacija trenutne frekvencije na bazi maksimuma vremensko-frekvencijskih reprezentacija
ovih komponenti (kori§¢enjem pozitivnih djelova trenutne frekvencije), tatna do ocekivanog biasa usljed nelinearnosti
trenutne frekvencije, koji moze biti dalje redukovan kori§éenjem poznatih tehnika za estimaciju trenutne frekvencije [44].
Rezultat je prikazan na slici 4.5 (b), zelenim i plavim tackama. Primjer 4.4. Razmatra se bivarijantni dvokomponentni
signal x(t), pod pretpostavkom da svaki senzor mjeri: xi(t) = xTi(t) + x2i(t), i = 1, 2 (4.123) gdje su komponente date
izrazima: x1i(t) = 1.2e-(1/96)2e-j12n(t/16)2/25+jt3/2562+1i, x2i = 0.9e-(t/128)2e-jmt/8+j(t/16)4/100+§2i, (4.124)
(4.125) sa fazama ¢1i, $2i, i = 1, 2 koje se simuliraju kao slu¢ajni brojevi sa uniformnom distribucijom iz intervala [0, 2m].
Realni dio signala iz prvog kanala, kao i odgovarajuéa FT, prikazani su na slikama Fig. 4.6 (a) i (b), dok je multivarijantni

spektrogram prikazan na slici 4.6 (c). Moze se uociti da komponente signala ne mogu biti razdvojene primjenom
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spektrograma, a da pri tom postupku ne dod”e do znacajne degradacije autoclanova. Treba uociti da dvije komponente
signala imaju nelinearnu frekvencijsku modulaciju, te su stoga nerazdvojive pomoc¢u uobicajenim algoritmima za
dekompoziciju komponenti. Prilikom primjene prezentovanog algoritma za dekompoziciju multikomponentnih signala, u
skladu sa prezentovanom teorijom, WD signala se koristi kao inicijalna vremensko-frekvencijska reprezentacija za
dekompoziciju na sopstvene vrijednosti i sopstvene vektore. Wiger-ova distribucija analiziranog signala predstavljena je
na slici 4.7 (a), dok su sopstvene vrijednosti autokorelacione matrice R prikazani na slici 4.7 (b). Uocava se da postoje
dvije nenulte sopstvene vrijednosti. Njima odgovaraju dva sopstvena vektora koji sadrze linearnu kombinaciju
komponenti signala. Za posmatrani signal se racuna vremensko-frekvencijska reprezentacija, a zatim primijenjuje
prezentovana procedura za minimizaciju, u cilju nalazenja koeficijenata koji prave linearnu kombinaciju sopstvenih
vektora (4.119) sa najboljom koncentracijom komponenti. Numericki eksperimenti su pokazali da se veoma sli¢cne
performanse minimizacionog postupka primjenom Algoritma 13 ukoliko se Wigner-ova distribucija, spektrogram i S-
metod koriste kao vremensko-frekvencijske reprezentacije posmatranih sopstvenih vektora. Na slici 4.7, prikazani su
rezultati dobijeni primjenom WD. U cilju bolje vizuelne prezentacije rezultata, na slikama 4.7 (c) i (e) je prikazana PWD
racunata sa Hanning-ovim prozorom duzine 256, za svaki od razmatranih sopstvenih vektora, iako se u minimizacionoj
proceduri koristila WD. Sli¢ni rezultati dobili bi se primjenom bilo koje druge vremensko-frekvencijske reprezentacije u
minimizacionom koraku. Pseudo-WD svake razdvojene komponente je prikazana na slikama 4.7 (d) i (f), za signale x1i(t)
i X2i(t), respektivno. Primjer 4.5. Razmatra se multivarijantni trokomponentni signal x(t) za brojem kanala NS = 4,
Wigner-ova distribucija signala 200 100 mi 0 t -50 Sopstvena vrijednost 150 50 100 e 50 1000 (a) -3 -2 -1
frekvencija0 12 3 (b) 510 15 20 25 30 Indeks sopstvene vrijednosti PWD prvog sopstvenog vektora PWD prve
komponente e m e it m it frekvencija (c) (d) frequency PWD drugog sopstvenog vektora PWD drige komponente e e m
imt e jirv frekvencija (e) (f) frekvencija Slika 4.7: Dekompozicija bivarijantnog dvokomponentnog signala iz primjera
4.4: (a) WD analiziranog signala; (b) Sopstvene vrijednosti autokorelacione matrice R; (c) i () PWD prvog i drugog
sopstvenog vektora; (d) i (f) PWD izdvojenih komponenti signala. pri ¢emu je signal iz i-tog kanala definisan izrazom xi(t)
=xT1i(t) + x2i(t) + x3i(t),i=1,..., 4, (4.126) pri cemu su komponente x1i(t) i x2i(t) date relacijama (4.124) i (4.125),za i =
1,...,4,dok je tre¢ca komponenta data sljedeéim izrazom: x3i = 0.9e-(t/128)2e-jmt/8+j(t/16)4/100+¢3i, (4.127) pri
¢emuionaima fazu ¢3i,i=1,.. ., 4 koja je simulirana kao slu¢ajni broj sa uniformnom 189 2 0 Re{x1(t)} (a)
Spektrogram signala (c) 0.3 0.2 0.1 =100 -50 [X1(jw)| 0 vrijeme 50 100 (b) eimt 0 -50 -100-210050-3-2-10123
-3 -201 -1 frekvencija 2 3 frekvencija Slika 4.8: Multivarijantni signal sa tri komponente, razmatran u primjeru 4.5, sa
NS = 4, prikazan u: (a) vremenskom domenu; (b) frekvencijskom domenu; (c) vremensko-frekvencijskom domenu
(spektrogram). raspodjelom, iz intervala [0, 2m]. Signal iz prvog kanala, njegova FT i multivarijantni spektrogram
prikazani su na slikama 4.8 (a)-(c), respektivno. Wigner-ova distribucija analiziranog signala, ¢ija je matrica R predmet
dekompozicije na sopstvene vrijednosti i sopstvene vektore, prikazana je na slici 4.9 (a). Dobijene sopstvene vrijednosti
prikazane su na slici 4.9 (b), dok slike 4.9 (c), (e) i (g) prikazuju pseudo-Wigner-ove distribucije sopstvenih vektora koji
imaju najvece sopstvene vrijednosti na slici 4.9 (b), i ilustrujuci ¢injenicu da komponente nijesu razdvojene. Naime, kao i
u prethodnom primjeru, komponente koje se sijeku nijesu ortogonalne, pa kao posljedica toga, svaki razmatrani
sopostveni vektor sadrzi linearnu kombinaciju komponenti signala. Na dobijene sopstvene vektore, primjenjuje se
predlozena minimizaciona procedura, u cilju nalazenja seta koeficijenata linearne kombinacije sopstvenih vektora koji
daje najbolju koncentraciju komponenti signala. Sve tri komponente signala su uspjesno ekstraktovane, i one su
prikazane na slici 4.9 (d), (f) i (h). Primjer 4.6. Razmatra se multivarijantni signal x(t), sastavljen od tri komponente koje

se sijeku i dvije komponente koje se ne sijeku u vremensko-frekvencijskoj ravni, dat izrazom:
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Xi(t) = x1i(t) + x2i(t) + x3i(t) + x4i(t) + x5i(t). 81

(4.128) Signali u svakom od NS = 3 kanala definisani su na sljedeci nacin: x1i(t) = e-(t/96)2ej(-T(t/16)2/5+¢1i) (4.129)
x2i(t) = 1.2e-(t/96)2ej(ri(t/16)3/32+3m(t/16)2/10+2i) (4.130) x3i(t) = 0.9e~(t/128)2ej(r(t/16)4/200+1t/8+3i) (4.131)
x4i(t) = e-(t/16)2ej(3mt/4+4i) (4.132) x5i(t) = e—-(t/96)2ej(-6m(t/16)2/25+mt/4+¢5i) (4.133) gdje i = 1, 2, 3 oznacava
indeks kanala. U ovom primjeru, S-metod se koristi kao inicijalna 190 Wigner-ova distribucija signala 300 100 m
sopstvena vrijednost 250 200 e 50 150 eijrv 0100 -50 50 -100 (a) -3 -2 -1 frekvencija01230(b) 510152025 30
indeks sopstvene vrijednosti PWD sopstvenog vektora 1 PWD komponente Temeejmirejvirv (c) frekvencija (d)
frekvencija PWD sopstvenog vektora 2 PWD komponente2emeejmirejvirv (e) frekvencija (f) frekvencija PWD
sopstvenog vektora 3 PWD komponente 3emeejmirejvirv(g) frekvencija (h) frekvencija Slika 4.9: Dekompozicija
multivarijantnog signala iz primjera 4.5, koji ima tri komponente (autoélana) i NS = 4 kanala: (a) Wigner-ova distribucija
signala; (b) sopstvene vrijednosti autokorelacione matrice R; (c), (e) i (g): PWD prvog, drugog i treceg sopstvenog
vektora; (d), (f) i (h) PWD svih izdvojenih komponenti. vremensko-frekvencijska reprezentacija, i prikazan je na slici 4.10
(a). Buduci da je posmatrani signal sa tri kanala, a ima pet komponenti, primjena S-metoda u ovom kontekstu je od
klju¢nog znacaja. S-metod moze izdvojiti sve nepreklapaju¢e komponente u jednoj realizaciji. Zatim, se dostupne
realizacije koriste samo za preklapaju¢e komponente. Dekompozicija na S-metod signala 4 x 10 51e00 3 m e ijrv 0
-100 sopstvena vrijednost 2 1 (a) -3 -2 -1 freOkvencija1l 2 3 0 (b) 510 15 20 indeks sopstvene vrijednosti PWD
sopstvenog vektora 1 PWD komponente Temeejmirejvirv(c) frekvencija (d) frekvencija PWD sopstvenog vektora
2 PWD komponente2emeejimrejvirv (e) frekvencija (f) frekvencija PWD sopstvenog vektora 3 PWD komponente
3emeejimrejvirv(g) frekvencija (h) frekvencija PWD sopstvenog vektora 4 PWD komponente4emeejimrejv
i rv (i) frekvencija (j) frekvencija PWD sopstvenog vektora 5 PWD komponente 5emeejmirejvirv (k) frekvencija (I)
frekvencija Slika 4.10: Dekompozicija multivarijantnog signala iz primjera 4.6 sa N = 3, zasnovana na S-metodu kao
polaznoj transformaciji: (a) S-metod analiziranog signala; (b) sopstvene vrijednosti autokorelacione matrice R; (c), (e),
(9), (i), (k) PWD sopstvenih vektora koji odgovaraju najve¢im sopstvenim vrijednostima; (d), (f), (h), (j) i (I) PWD
izdvojenih komponenti. S-metod signala 4 x 10 51e00 m e irv 0 j eigenvalue 32 1 -100 (a) 0 -3 -2 -1 freOkvencijal 2 3
(b) 510 15 20 eigenvalue index PWD sopstvenog vektora 1 PWD komponente Temeejimrejvirv(c) frekvencija (d)
frekvencija PWD sopstvenog vektora 2 PWD komponente2emeejmirejvirv (e) frekvencija (f) frekvencija PWD
sopstvenog vektora 3 PWD komponente 3emeejimrejvirv(g) frekvencija (h) frekvencija PWD sopstvenog vektora
4 PWD komponente4emeejimrejvirv(i) frekvencija (j) frekvencija PWD sopstvenog vektora 5 PWD komponente
5emeejimrejvirv (k) frekvencija (I) frekvencija Slika 4.11: Dekompozicija zasumljenog multivarijantnog
petokomponentnog signala iz primjera 4.6 sa NS = 3, zasnovana na S-metodu kao inicijalnoj reprezentaciji: (a) S-metod
analiziranog signala; (b)sopstvene vrijednosti autokorelacione matrice R; (c), (e), (g), (i), (k) PWD sopstvenih vektora koji
se odnose na pet najveéih sopstvenih vrijednosti; (d), (), (h), (j) i (I) PWD izdvojenih komponenti signala. sopstvene
vrijednosti i sopstvene vektore inverzne autokorelacione matrice S-metoda, R, daje pet sopstvenih vektora, koji
odgovaraju najve¢im sopstvenim vrijednostima prikazanim na slici 4.10 (b). Budu¢i da su dvije nepreklopljene
komponente med~usobno ortogonalne, i ortogonalne sa ostatkom presjec¢enih komponenti, na osnovu teorije iz [204],
postoje tacno dva sopstvena vektora koji odgovaraju ovim komponentama (po jedan sopstveni vektor za svaku od dvije

komponente). Pseudo-Wigner-ove distribucije ovih sopstvenih vektora prikazane su na slici 4.10 (c) i (i). Dakle, ove dvije
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komponente su jednostavno izdvojene, sto je i prikazano na slici 4.10 (d) i (j). Tri preostale komponente se dobijaju na
osnovu adekvatne linearne kobinacije preostala tri sopstvena vektora, koriS¢enjem koeficijenata Bi koji se dobijaju
minimizacijonom procedurom koja je predstavljena u ovoj sekciji. PWD tri preostala sopstvena vektora prikazane su na
slici 4.10 (e), (9) i (k), dok su odgovaraju¢e razdvojene komponente, dobijene na osnovu adekvatne linearne kombinacije
sopstvenih vektora, prikazane na slici 4.10 (f), (h) i (I). Isti eksperiment je ponovljen za zaSumljeni signal x"(t) = x(t) +
g(t). Signal iz svakog kanala ostecéen je aditivnim, bijelim, kompleksnim Gausovim sumom srednje vrijednosti nula, sa
identi¢cnom raspodjelom realnog i imaginarnog dijela, pri éemu oba dijela imaju istu varijansu 62 = 0.152. SNR za jednu
(linearnu) komponentu je 7.13 dB, Sto je relativno niska vrijednost. Rezultati dobijeni primjenom predloZenog algoritma
za dekompoziciju prikazani su na slici 4.11, koja ilustruje robustnost algoritma na uticaj aditivhog Gausovog Suma.
Zakljucak Disertacija sadrzi veéi broj originalnih doprinosa u oblasti rekonstrukcije signala koiji su rijetki ili visoko
koncentrisani u razli¢itim transformacionim domenima: Furijeovom, Hermitskom, zatim u domenima jednodimenzione i
dvodimenzione diskretne kosinusne transformacije kao i u vremensko-frekvencijskim domenima, uklju¢uju¢i Wigner-ovu
distribuciju, S-metod i kratkotrajnu Furijeovu transformaciju. Rezultati teze nijesu ograniceni iskljucivo na rekonstrukciju
u kontekstu kompresivnog odabiranja. Pokazalo se da mjere koncentracije, kao fundamentalan koncept vezan za
transformacione domene signala, mogu biti iskoriS¢ene i u optimizaciji parametara tranformacija, uklanjanju Suma ili
dekompoziciji nestacionarnih signala koriS¢enjem vremensko-frekvencijske analize. Navedeno znaci da se koncept
mjera koncentracije moze koristiti u kontekstu razli¢itih problema. Rezultati primjene predlozenih algoritama na realne
signale - biomedicinske, audio signale, digitalne slike, telekomunikacione signale itd., koji su predstavljeni u tezi,
dodatno potkrepljuju ovu €injenicu. Drugi aspekti prakticnih primjena predmet su buducih istrazivanja autora teze. U
kontekstu kompresivnog odabiranja, pored sli¢nosti nekih opstih koncepata, odred~ene specificnosti transformacija
zahtijevaju razvijanje posebne teorije koja ée osvijetliti proces rekonstrukcije, uticaj nedostajuéih odbiraka u signalima,
kao i performanse algoritama za rekonstrukciju. Jedan od fundamentalnih izazova koji je ova teza postavila i kojim ¢e
se njen autor baviti u buducim istrazivanjima - jeste mogucnost generalizacije predstavljenih rezultata. | pored velikog
broja doprinosa, koji su publikovani kroz veéi broj radova u renomiranim ¢asopisima, i koji su izloZeni na ve¢em broju
uglednih med~unarodnih konferencija, istrazivanja u sklopu ove teze otvorila su brojna nova pitanja i istrazivacke
izazove. U daljem radu planira se nastavak istrazivanja u svim razmatranim oblastima. Autor disertacije je ve¢ zapocCeo
prosirivanje prezentovane teorije na Hermitsku transformaciju drugog tipa, u smislu razvoja algoritama za optimizaciju
njenih parametara i analize uticaja nedostajucih odbiraka. Jedan dio najnovijih rezultata u rekonstrukciji signala koji se
odabiraju mimo uniformnog vremenskog grida nije uklju¢en u ovu disertaciju. Moguénost dekompozicije
multivarijantnih signala otvorila je prostor za istrazivanje prakti¢nih primjena, i ispitivanje moguc¢nosti dekompozicije
koriséenjem naprednih algoritama, kao Sto su geneticki algoritmi. NarocCito je interesantno ispitivanje moguénosti
primjene dekompozicione tehnike na EKG i neke vrste telekomunikacionih signala. Uklanjanje Zaklju¢ak impulsnih
smetniji u audio signalima, odnosno, moguénost njihove rekonstrukcije, otvorio je dodatne istrazivacke teme i u ovoj
oblasti. To se prevashodno odnosi na mogucnost razvijanja algoritama za detekciju impulsnih smetnji, koji bi bili
zasnovani, na primjer, na diferenciranju signala i detekciji impulsa pomo¢u mjera koncetracije u DCT domenu. Uticaj
kvantizacije na kvalitet rekonstrukcije signala primjenom komporesivnog odabiranja nije razmatran u tezi, a nesumnjivo
postoji moguénost uspostavljanja veze izmed~u ovog fenomena i greSke u rekonstrukciji zaSumljenih signala i signala
koji su aproksimativno rijetki, a koji su rekonstruisani pod pretpostavkom rijetkosti. Jos jedna vrlo insteresantna
istrazivacka tema jeste i rekonstrukcija signala koji nijesu na frekvencijskom gridu diskretne Furijeove transformacije.
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