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Zakoni odt¥anja u okviru stohasti¢kih i deterministickih modela
Conservation laws in the framework of stochastic and deterministic
models

Trenutno, faste interesovanje za istra¥ivanja u polju stohasti¢kih parcijalnih difetencijalnih
jednadina, a posebno stohastickih zakona odrzanja. Ovo je motivisano mnogobrojnim
primjenama u biologiji, finansijama, istra¥ivanju poroznih sredina, i, u opstem, u svim situacijama
kada ne moZemo parametre koji upravljaju procesima odrediti precizno, odnosno u sistemima
koji mogu biti pod uticajem $uma. U mnogim sluéajevima prisustvo $uma moZe dovesti do novih
fenomena. Mi éemo se, za pocetak, baviti dinamikom interakcije izmedu dvije tre¢nosti u
poroznoj stedini, u trodimenzionom slucaju. Poznato je da dinamikom intetfejsa izmedu dvije
nesmijesljive teénosti razli¢ith gustina u poroznoj sredini upravljaju Darsijev zakon, zakon
odr¥anja mase i nesmjeljivost. U dvodimenzionom sluéaju, ovo ponafanje je istraZeno ( sa
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matematiCke tacke gledista), ali, posto metod za istraZivanje ovog ponasanja u dvodimenzionom
sluca]u koristi funkciju toka, koja ne posto]1 u dimenzijama veéim od dva, potrebno je razviti
novi metod kako bi opisali ponafanje u trodimenzionom slucaju. Nakon toga, ispitujemo
postojanje tjesenja skalarnih zakona odrZanja sa fluksom koji nije neprekidan. Za razliku od
slucaja u kome je fluks neprckidan pitanja egzistencije i jedinstvenost rjeécnja kao i egzistencije
tragova entropijskih rjeSenja su jo§ uvijek otvorena u sluéaju kada fluks ima prekide, pa mi
trazimo uslove pod kojima skalarni zakon odrZanja sa prekldmrn fluksom dozvol]ava bar jedno
slabo rjesenje. Na kraju, razmatracemo problem postojanja i jedinstvenosti tjesenja jedne klase
stohastickih zakona odrZanja na Rimanovim mnogostrukostima. Problemi egzistencije i
jednistvenosti tjeSenja stohastickih zakona odrZanja su do sada razmatrani iz raznih uglova, ali se
metodi koji su koriSteni ne mogu direkno prmijeniti na nad problem, zbog strukture same
mnogostrukosti na kojoj trazimo rjeSenje. Zbog toga, potrebno je razviti novi metod za
dokazivanje egzistencije i jednistvenosti rjesenja nase klase jednacina na mnogostrukosti

Problemi toka u poroznim sredinama su nezaobilazni u veéini grana industije i nauke. U [2],
autori istrazuju razvoj interfejsa izmedu dvije nesmjesljive te¢nosti, uproséavajuéi jednadine koje
upravljaju procesima odgovarajuéim Grinovim funkcijama, $to im omoguéava da odrede oblik
intetfejsa bez rjeSavanja toka fluida na Citavoj oblasti. U [3], pored ispitivanja oblika intetfejsa,
autorl istraZuju uticaj odvoda/izvora na ponasanje interfejsa i daju odgovarajuée numericke
ptimjere. Dalje, posto su skalarni zakoni odrZanja sa prekidnim fluksom netrivijalna generalizacija
skalarnih zakona odtZanja sa gletkim fluksom, oni opisuju razliéite fenomene u veoma
hetrogenim sredinama. U [25] je dat sveobuhvatan concept ( poznat kao entropijsko rjesenje)
koje void do dobt postavljenosti zakona odrZzanja sa regularnim koeficijentima. Ispostavilo se da
je veoma nettivijalno prosiriti ovaj koncep u slucaju kada fluks ima prekide, i viSe zanimljivih
pristupa problemu se mogu nadi u [5], [6], koji prilagodavaju ptistup u [25]. Oblast stohastiCkih
parcijalnih jednacina, odnosno stohastickih zakona odrzanja se veoma brzo razvija u poslednje
vrijeme. Objavljeni su mnogobrojni rezultati vezani za postojanje rjesenja ovih jednacina. U [11],
autori razmatraju nelinearne stohasticke zakone odrzanja, daju ogranicenja aproksimacija pri
metodi nestajuée viskoznosti, i kotisteéi ova ogranicenja izvode teotiju o egzistenciji stohastickih
entropijskih tjeSenja. U [12], dokazano je da je Kodijev zadatak za petiodiéne, multi-
dimenzionalne zakone odtZanja sa stohastickim upravljanjem i Sumom ima jedinstveno rjesenje (
karaktetizovano kineti¢kom formulacijom problema). Dalje, u [22] je razmatran Kosijev problem
za semilinearnu stohasticku parcijalnu diferencijalnu jednacinu kojom upravljamo konacno-
dimenzionim Vinerovim procesom, 1 dokazana je egzistencija neprekidnog jakog rjesenja pod
uslovom da su koeficijenti dovoljno glatki i imaju ograniCene izvode. Sto se mnogostrukost tice,
u [68] je dokazana egzistencija globalnog slabog rjeSenja stohastiCke talasne jednacine ,
kori$éenjem metoda konstruisanja slabih rjeSenja stohastickih parcijalnih diferencijalnih jednacina
koje se ne oslanjaju na teoteme o reprezentaciji martin

U ovoj doktorskoj disertaciji razmatramo zakone odrZanja i neke njihove primjene.
Za pocetak, istraujemo dinamiku kretanja fluida u poroznoj sredini, u trodimenzionalnom
slu¢aju. Nasa hipoteza je da ée se vth granice interakcije izmedu dvije teCnosti kretati nadolje ako
je tei fluid iznad lakSeg i obtatno. Cilj je dobiti metod kojim ée se rigorozno dokazati ovo
SVOjstvo. o . ' .
Nakon toga, bavimo se skalarnim zakonima odtZanja sa fluksom kojt ima prekide. Hipoteza je da
skalarni zakon odrzanja
ou + divg f(x,u) =0,

gdie je fEBV(Rd;C(Rd)), i vazi maxpemanlfE D] €L (RY) i fxA) =0 z
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A€ (a,b) ze neko a,b € R. Nasa hipoteza je da ova jednadina, uz dodatne uslove
nedegenerisanosti i sa pocetnim uslovom U ima bar jedno slabo tjesenje. Cil; istraZivanja je nadi
te dodatne uslove koji moraju biti zadovoljeni kako bi bar jedno slabo tjefenje postojalo, kao i
dobiti novi metod za dokazivenje egistencije rjeSenja kori$éenjem modifikacije H-mijera i
kineticke formulacije.
Za kraj, razmatramo skalarni zakon odrZanja sa stohasti¢kim upravljanjem

du + divy f(x,u)dt = ¢(x,w)dW,,x € M,t > 0,
sa pocetnim uslovom U na glatkoj, kompaktnoj Rimanovoj mnogostrukosti (M, g), gdje je W,

Vinerov proces, a X = f(x, ) vektorsko polje na M za svako £ iz skupa realnih brojeva, a @
funkcija iz prostora Cg(M, R). Hipoteza je da rjeenje ove jednadine na zadato] mnogostukosti
pod zadatim uslovima postoji i da je jedinstveno. Cilj istraZivanja je naéi uslove postojanja
rjeSenja, izvesti kineticku formulaciju problema i dokazati da je pod dobijenim uslovima rjeSenje
jedinstveno.

elssE R a LRI e e S = S =
Razmatramo ponasanje intetfejsa izmedu dvije nesmjesljive tecnosti razli¢itih gustina, kojim
upravljaju Darsijev zakon, zakon odrZanja mase i nesmjefljivost. Na§ metod se zasniva na
pracenju kretanja tacaka sa interfejsa. Kretanje interfejsa je opisano transportnim jednadinama i
tacke se kre¢u duZ karakteristika. Posto je brzina kojim se tacke sa intetfejsa krecu nepoznata, nas
metod Ce ih zamijeniti odgovarajucim funkcijama Grinovog tipa. Vazno svojstvo nafeg metoda
je sto izbjegava kotiS¢enje funkcije toka, koja ne postoji u dimenzijama veéim od dva.

U dtugom dijelu tada bavimo se stohastickim zakonima odt¥anja sa prekidnim fluksom. Zelimo
nai uslove pod kojima ranije opisana jednalina ima bar jedno slabo rjefenje. Na§ metod se
zasniva na metodi nestajuée viskoznosti, i zatim dokazivanju da je dobijena familija
aproksimativnih tjesenja jako L%oc prekompaktna. Glavni alat pri dokazu konvergencije ée biti
dobijanje kineticke formulacije problema, a zatim primjena H-mjera i H-distribucija kako bi
dobili prekompaktnost familije aproksimativnih rjeSenja.

Na kraju se bavimo stohastickim zakonima odrZanja na glatkim, kompaktnim mnogostrukostima.
Posto je jednacina koju razmatramo nelinearna hiperboli¢ka jednadina, u opstem slu¢aju rjeSenje
ne mora biti neprekidno. Zbog toga moramo razmatrati slaba tjefenja jednaéine, §to moZe biti
problematicno sa stanovista jedinstvenosti rjesenja, jer moZemo konstruisati viSe slabih tjesenja
jednacine koja zadovoljavaju isti pocetni uslov. Mi moramo izolovati rjeSenja koja su fizi¢ki
moguéa, pa uvodimo uslove dozvoljivosti rjeSenja entropijskog tipa. Ptvo ih moramo uvesti
lokalno, a zatim pomoéu uslova geometrijske kompatibilnosti dokazati da ovi uslovi vaZe i
globalno, odnosno na cijeloj mnogostrukosti.

Nakon toga, moramo izvesti kineticku formulaciju problema, koju éemo koristiti u dokazima
postojanja i jedinstvenosti tjeSenja. Jedinstvenost tjesenja, nakon izvedene kineticke formulacije
problema, dokazujemo koris¢enjem metoda dupliranja promjenljivih. Zbog prirode rjesenja ( kao
§to smo rekli, tjeSenje moze imati prekide) i strukture mnogostrukosti, moramo koristiti
aproksimaciju tjesenja neprekidnim funkcijama, i dokazati da pod zadatim uslovima takav niz
tjeSenja stvarno konvergira ka slabom tjeSenju jednacine.

Nakon toga, moramo dokazati da zadati pocetni uslov postoji rjeSenje izvedenog kinetiCkog
problema, a samim tim i tjeSenje poletne jednacine. Kotistiéemo princip nestajuée viskoznosti, i
koristeéi aproksimacije Galerkina dokazacemo postojanje niza aproksimativnih rjesenja, koje ce
konvergirati ka rjeSenju jednacine po nekom podnizu.
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Kao sto smo naglasili, polje sto kih zakona odranja se brzo razvija, i stohasti¢ki zakoni
odrzanja na mnogostrukostima su jos uvijek nedovoljno istrafeni. Uvedéemo novi metod kojim
se analizita kretanje dvije nesmjeSive te¢nosti u potoznoj sredini; fenomen koji se opisuje
specijalnim slucajem zakona odtZanja --Datsijevim zakonom. Zatim éemo dokazati egzistenciju
rjeSenja skalarnog zakona odrfanja s prekidnim fluksom koristeéi modifikaciju H-mjera i
kineticke formulacije. U posljednjem dijelu disertacije, pokazaéemo dobtru postavljenost za
Kosijev problem za stohasticki skalarni zakon odtZanja na mnogostrukosti, U disertaciji se
prepliéu fazne matematicke oblasti poput diferencijalne geometrije, stohastitke analize,
funkcionalne anali ja te parcijalnih diferencijalnih jednadina.
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