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| Multivariate logistic distribution specified by its characteristic
function — contribution to the theory and practice

Proucavanje kopula funkcija i njihova primjena pocela je pedesetih godina XX vijeka kada je
Sklar objavio rad u kome je formulisao i dokazao teoremu kojom se viSedimenzione apsolutno-
neprekidne raspodjele na jedinstven nadin povezuju sa kopula funkcijama (u nastavku kopula). U
slucaju diskretnih raspodjela jedinstvenost ne vai, pa ¢emo ovdje i u nastavku pominjanjem
raspodjele misliti na raspodjele apsolutno neprekidnog tipa. Kopule su veoma vazno orude u
proucavanju zavisnih slucajnih promjenljivih. Isti slu¢aj je sa zavisno$¢u u odnosu na kvadrant.
Naime, mjere zavisnosti kao $to su Spearman ro, Kendalov tau ili Dzinijev koeficijent se
efektnije proudavaju ukoliko imamo poznatu kopulu. § druge strane poznavanje kopula
omogucava i proucavanje zavisnosti na repu raspodjele (engl. tail dependence). Dakle, kopule
omogucavaju fleksibilniji pristup proucavanju visedimenzionalnih raspodjela. S druge strane
kopula nalaze i praktiénu primjenu u gotovo svim ostalim naukama.

Logisticka raspodjela koristi se u mnogim oblastima kao §to su logisticka regresija, logit modeli,
neuronske mreze. Osim primjene u fizici, sportskom modeliranju sve veéu primjenu ima i u
finansijama. Logisticka raspodjela ima deblji rep od normalne raspodjele pa je dosljednija realnim
podacima i daje bolji uvid u vjerovatnoéu ekstremnih dogadaja.

Proucavanje raspodjele linearne kombinacije slu¢ajnih veli¢ina koje imaju logisti¢ku raspodjelu i
konstrukcija odgovarajuce kopule potrebno je radi boljeg modeliranja brojnih dogadaja iz oblasti
finansija.

Poznato je da linearne kombinacije slu¢ajnih promjenljivih nalaze Siroku prakti¢nu primjenu.
Prvi korak u istraZivanju jeste proucavanje linearne kombinacije nezavisnih logisti¢kih slu¢ajnih
promjenljivih.
U tadu [2], bez gubljenja opstosti, posmatrali smo sluéajnu promjenljivu Z = aX + bY gdje su X
1Y dvije nezavisne logisticki raspodijeljene slucajne promjenljive, dok su a i b realni brojevi. Cilj
je da se nadu tacna funckija raspodjele i gustina slucajne promjenljive Z. Kori$¢enjem Melinove i
inverzne Melinove transformacije (Teorema 2 u [2]) pokazali smo da je funkcija raspodjele
izrazena u obliku Foxove - H funkcije. Ovaj rezultat se moze lako uopstiti ako se posmatra i
slucajna promjenljiva Z koja je izrafena kao linearna kombinacija n nezavisnih logistickih
slu¢ajnih promjenljivih. [4]
U radu [2] data je i gustina slu¢ajne promjenljive Z. Sljedeci korak bio je izra¢unavanje percentila
koji odgovaraju raspodjeli slu¢ajne promjenljive Z. S obzirom da ni u jednom dostupnom
softveru nije postojao algotitam za izratunavanje vrijednosti Foxove H funkcije morali smo da
razvijemo poseban program. Ovaj cilj je ispunjen kroz softver Mathematica. Na taj nacin
omogucili smo i prakti¢nu primjenu rezultata koje smo dobili u [2].
U nastavku smo i rezultat iz [2] ilustrovali koristedi odgovarajuce podatke iz finansija. Naime,
neka je p, zakljuéna cijena zaliha (engl. closing price of a stock) u trenutku t tada se stopa
povrata iz trenutka t — 1 u trenutak t (engl. return rate) definiSe kao

R=REP-1

Dt-1

Pottfolio predstavlja skup finasijske imovine koja je sastavljena od razli¢itih finansijskih
instrumenata (zalihe, obveznice, ke, stopa povrata). Iz finasijske literature [15] je poznato da se
ukupni portfolio moze izraziti kao linearna kombinacija pojedinih finasijskih instrumenata. Tako
se portfolio koji se sastoji od dva instrumenta X i Y moze izraziti kao
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Z=aX+DbY,

gdie je 0<a,b<11i a+b=1. Razmatramo mjeseCne zakljuéne cijene zaliha za
Johnson&Johanson i General electric i posmatramo linearnu kombinaciju njihovih stopa
povrata. Parametti su ocijenjeni metodom maksimalne vjerodostojnosti i sada je potrebno da se
utvedi da i se raspodjela tako dobijenih stopa statisticki znacajno razlikuje od logisticke
raspodjele. S obzirom da su parametti ocijenjeni racunamo bootstrap p vrijednost testa
Kolmogorov Smirnov. U tu svrhu pravimo 10000 treplikacija. Pokazuje se da se za obje stope
povrata moze tvrditi da se njihova rapodjela statisticki znacajno ne razlikuje od logisti¢ke. Sada je
moguce generisati slucajnu promjenljivu Z odnosno portoflio koji se sastoji od stopa povrata.

S obzirom na to da smo za potrebe rada [2] izardili numericki algoritam za racunanje vrijednosti
Foxove H funckije potrebno je bilo utvtditi i pouzdanost naseg algotitma. U tu svrhu koristili
smo numericko invertovanje karakteristicne funkcije ¢iji je algotitam ve¢ implementiran u
MATLAB-u. S obzitom da je Z linearna kombinacija nezavisnih logisti¢ki raspodijeljenih
slucajnih promjenljivih lako dolazimo do karakteristicne funkcije slucajne promjenljive Z .
Uporedni rezultati pokazuju visoku pouzdanost rezultata koji se dobijaju primjenom algoritma za
racunanje Foxove H funkcije. Svi rezultati uporedivanja dati su u [1].

Dalji rad podrazumijeva nalaZenje raspodjele slu¢ajne promjenljive
Zy=aX +bY,

u slucaju kada su X 1Y zavisne logisticke slucajne promjenljive. S obzitom da u literaturi ima
veoma malo radova posvecenoj viSedeminezionalnim logistisckim raspodjelama (iskljucujuci
standardnu dvodimenzionalnu logisticku raspodjelu) cilj je da nademo metod za konstrukciju
dvodimenzionalne logisticke raspodjele koja ¢e nam omoguditi proucavanje raspodjele slu¢ajne
promjenljive Z;. U tom cilju posmatrali smo funkciju

o(ty,t;) =2etmttem) B(1 — gy ty, 1 —ioyty, 1+ i0 ty +i0yt,),
gdje je i imaginarna jedinica, B je dvodimenzionalna beta funcija, 07,0, > 0, m; i m, su realni
brojevi. Pokazuje se da prethodna funkcija zadovoljava uslove Bohnerove teoreme i da je to
karakteristicna funkcija. Takode, marginalna karakteristicne funkcije odteduju logisticke
raspodjele Log(my, af) i Log (m;, 0£) redom. Dakle, prethodno definisana funkcija ¢ (ty, t;)
jeste karakteristi¢na funkcija dvodimenzionalne logisticke raspodjele. Lako se moze utvrditi da se
funkcija @(t1,t;) moZe uopstiti da bude karakteristiéna funckija n dimenzionalne logisticke
raspodjele. Odredivanje gustine svodi se na odredivanje inverzne Futijeove transformacije
karakteristiéne funckije @ (t;, t;). Analititko rjeSenje ovog problema nije moguée, pa smo za ove
potrebe uradili numericki algoritam za invertovanje Furijeove transformacije. Ovaj algotitam se
prvi put javlja u literaturi. Algoritam je implementiran u MATLAB-u. Sada imamo moguénost da
dobijemo i graficku reprezentaciju funckije raspodjele i gustine raspodjele slucajne promjenljive
Z1. U nastavku ¢emo izraditi numericke metode za odredivanje kopule koja ¢e nam omoguditi da
proucimo stepen povezanosti slucajnih promjenljivih X 1 Y. Koristicemo Pirsonov koeficijent,
Spearmanov ro i Kendalov tau.
Prethodno ée nam omoguéiti da primjenljujemo logisticku raspodjelu i u sluéaju zavisnosti
slucajnih promjenljivih.
Na ovaj nacin rezultati do kojih dodemo otvori¢emo siroku primjenu, jer do sada nije bilo sli¢nih
rezultata u literaturi.

S obzirom na to da viSedimenzionalnoj logistickoj raspodijeli nije posvecena dovoljna paznja u
literaturi (izuzimajudi nekoliko sporadnih slu¢ajeva u kojima je razmatrana dvodimenzionalna

Obrazac PD: Prijava teme doktorske disertacije 3/8



.' UNIVERZITET CRNE GORE
Obrazac PD: Prijava teme doktorske disertacije
UCG

standardna logisticka raspodjela [10], [12], [13], [14]) mi ¢emo uvesti uopstenu dvodimenzionalnu

raspodjelu preko njene karakteristicne funkcije. S tim u vezi nameéu se sledeéi ciljevi istrazivanja:
® odredivanje gustine i funkcije raspodjele sluéjnog vektora (X; , X5), gdje X; ima logisticku

raspodjelu Log(m;,07), m; € R,0; >0, i =1,2,kada je viSedimenzionalna logisticka

raspodijela specifikovana svojom karakteristi¢énom funkcijom;

* dizajniranje algoritma za numeri¢ko odredivanje dvodimenzionalne logisticke raspodjele
iz odgovarajuce karakteristiéne funkcije;

® konstrukcija odgovarajuée kopula funkcije;

* dizajniranje algoritam za numericko rac¢unanje kopula funkcije i mjera zavisnosti kao §to
su Spearman ro, Kendalov tau;

* odredivanje funkcije raspodjele i gustine linearne kombinacije n nezavisnih logistic¢kih
slucajnih promjenljivih;

* dizajniranje algoritma za numericko ratunanje Fox-H funkeije;

* odredivanje raspodjele linearne kombinacije n zavisnih logistickih slucajnih
promjenljivih;

® ptimjena dobijenih rezultata na relanim podacima u finansijama.

T %

Materijali, metode i plan istragivanja | e
Prvi korak u istrazivanju je odredivanje karakteristiéne funkcije ¢@(ty,t;), t;,t, ER , za

dvodimenzioni sludjani vektor ( X;,X,), edje X; : Log(m;,02), m; ER,0; >0, i = 1,2.
Nakon toga slijedi ptimjena metoda za invertovanje odgovarajuée karakteristiéne funkeije u cilju
dobijanja gustine i funkcije rapodjele slu¢ajnog vektora. Gustina slucajnog vektora ( Xy, X,) data
je izrazom

1

+oo
452 ff e~ it 2+ 2222 (¢, 1)) dt, dt,.
—c0

Jasno je da se prethodni integral u slu¢aju kada je

¢(t1, tz) =2 ei(t1m1+t2m2) B(l - 01 tll 1-1i 0, tz, 1+ (2] tl +i ()] tz),
ne moze rijesiti analiticki. Ovaj problem nam otvara mogucnost da se invertovanje Furijeove
transformacije treba uraditi numericki. U literaturi ne postoje numericki algoritmi za invertovanje
viSedimenzionalnih karakteristi¢nih funckija. Rjesenje ovog problema omogudi¢e proucavanije ne
samo dvodimenzionalne logisticke raspodiele, veé i drugih raspodjela specifikovanih na ovaj
nacin. Algoritam za numeri¢ko ra¢unanje funkcije raspodjele i funkcije gustine dvodimenzione
logisticke raspodjele iz odgovarajuée karakteristi¢ne funkcije imace sljedeée korake:
Korak 1: GeneriSe se matrica X = (x4 ) ¢iji su elementi vektori dimenzija (N X 1). U
elementima matrice X  ée se racunati vrijednosti za funkciju raspodjele/funkciju gustine
slucajnog vektora ( Xy, X3);
Korak 2: Generisanje kataktetistiéne funkcije

@(ty,ty) = MM P(1 — j g t )W (1 —i0)[(L+io, t; +i G ),
gdje se za numericko izratunavanje gama funkeije koristi Lanczos aproksimacija.
Korak 3: Numeri¢ko izra¢unavanje marginalnih funkcija raspodjele i funkcija gustine slucajnog
vektora (X;,X,) definisanih sa

oo

i .
pdfy,(x1) = - f Re(e™™*1 cfy (1)) dt,
(4]
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e cfy (t)
t

It + 31 =
cdf, () =5 = [ Img( ),
0

gdje je cfx, (t) marginalna karakteristi¢na funkcija za slutajnu promjenljivu X;, definisana sa
cfx,(t) = @(t;,0). Funkcija raspodjele i funkcija gustine slucajne promjenljive X, definise se
na isti nacin, s tim da se generise u vrijednostima vektora x;.

Korak 4: Numericko izracunavanje dvodimenzione funkcije raspodijele i funkcije gustine
definisanih sa

cdfy, x,(x) = > 2" 72 T) dt, dt,,

1 o ~00 9!
pafx, x,(x) = oz f f Re (e™™t @(t)) dt, dt,,
0 0

gdje je x' oznaka za transponovanu matricu X.

cdfy, (x1) + cdfy,(x)) 1 1 foofooRe (e—ix’t o(t)
o Jo

U radovima [5] i [6] data su neka pravila za numericko invertovanje visedimenzionalne
karakteristiéne funkcije, $to ce biti osnova za dalji razvoj odgovarajuéeg algotitma. Numericku
integraciju zasnova¢emo na primjeni tapeznog pravila. Algoritam ée biti implementiran u
MATLAB-u i omogucice proucavanje slucajnog vektora ¢ija je raspodjela specifikovana
karakteristicnom funkcijom. Primjenom pomenutog algoritma dobi¢emo odgovarajuce funkciju
raspodjele i gustine.

Dalje, primjenom Sklar teoreme iz [7] dobijeni algoritam ¢emo dalje prosiriti tako da, pored
funckije raspodjele i gustine, rauna i odgovarajuéu kopulu. Alogritam za generisanje
dvodimenzionalne logisticke kopule imaée sljedeée korake:
Korak 1: Generisanje nizova U = (Uy, Uy, ..., Uyp) i V = (V1, V5, ..., V) slucajnih brojeva iz
intervala (0,1);
Korak 2: Primjena metoda inverzne transformacije za generisanje vrijednosti iz marginalnih
raspodjela X1 i Xp, pri ¢emu je Xy =F 1 (U) i X, =G (V), gdje su F(x;) i G(x3)
marginalne funkcije raspodjele slu¢ajnog vektora (Xq,X>).
Korak 3: Genrtisanje kopula funkcije C(U,V) = H(F™* (U),G™* (V)), gdie je H(xy,%3)
funkcija raspodjele slu¢ajnog vektora ( Xy, X3).
U [7] je data veza izmedu Kendal tau koeficijenta i kopula funkcije, gdje se vtijednost za Kendal
tau moZe dobiti znajuci ocekivanu vrijednost za kopula funkciju. Za ra¢unanje Spearmanovog ro
koeficijenta koristiéemo marginalne raspodjele kopula funkcije. Odgovarajuci algoritam za
racunanje pomenutih mjera zavisnosti sadrZace sljedece korake:
Koraka 1: Generisanje vrijednosti za Kendal tau koeficijent T, definisan sa
AT C(U, 1)
Tc = 4 — 1;
n*xm
Korak 2: Genetrisanje vrijednosti za Spearmanovog ro koeficijent p¢ definisan sa
P ST F(xh) G(x?)
Pc = 12 — 3;
nxm

Na taj nacin za odgovatajuéu kopulu imacemo i njene Kendal tau i Spearman ro koeficijente.
Koris¢enjem Fréchet-Hoeffding granica za kopula funkciju moéi éemo izvesti i granice u kojima
¢e se kretati spomenuti koeficijenti mjera zavisnosti. [11]

Sljede¢i korak bio bi generisanje slucajnih brojeva iz logistitke raspodjele primjenom
karakteristicne funkcije. Taj postupak takode ¢e biti potebno implementirati u MATLAB-u. Ovo
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U radu [3] sluéajni vektor iz logiticke raspodjele je predstavljen preko Gausovog sluéajnog
vektora i Kolmogotov-Smirnov slucajne promjenljive. Koristeci rezultate iz tog rada kao i nasa
algoritamska rjesenja bicemo u mogucnosti da uporedimo efikasnost dvije razlitite metode.

U radu [2] proudavali smo linearnu kombinaciju nezavisnih logistickih slucajnih promjenljivih.
Pokazali smo da se raspodjela linearne kombinacije izraZava u obliku Fox H funkcije. Za dalji rad
neophodno nam je bilo da razvijemo algoritam za numericko raCunanje vrijednost Fox H
funkcije.

Dalji  postupak podrazumjeva nalazenje raspodjele za linearnu kombinaciju dvije zavisne
logisti¢ke slucajne promjenljive. Kako do sada nije bilo softverskih rjeSenja za izracunavanje
dvodimenzionalne logisticke raspodijele, dobijeni rezultat omogucice Siroku primjenu.

Bice potrebno pronaéi realne podatke iz oblasti finansija koji ée u najboljoj mjeri pokazati znacaj
naseg istraZivanja.

L L T S e e e
Visedimenzionalna logisticka raspodjela koju proucavamo u ovoj disertaciji pojavljuje se prvi put
u literaturi. Raspodjela je odredena svojom karakteristi¢nom funkcijom. Da bi se odredila

omoguciti i $iroku prakti¢nu ptimjenu dobijenih teorijskih rezultata,

ViSedimenzionalna logisticka raspodjela i logisticka kopula omogucéi €e i proucavanje linearne
kombinacije logisti¢kih sluéajnih promjenljivih. Treba napomenuti da se linearne kombinacija
sluéajnih promjenljivih koristi u analizi portfolia [15]. Prvi korak bice proucavanje linearne
kombinacije nezavisnih logistickih slu¢ajnih promjenljivih, ¢ija se taéna raspodjela izraZava u

obliku Fox H funckije [2l. U tom cilju razvili smo i algotitam za numeri¢ko iztacunavanje
vtijednosti Fox H funckije, koji se javlja prvi put u literaturi.

Razmatranje linearne kombinacije zavisnih logistickih slucajnih promjenljivih otvari¢e moguénost
za modelovanje brojnih _ﬁnansjjskih problema.

(dati spisak objavljenih radova kandidata)

1. Bozidar V. Popovi¢, Andjela Mijanovié¢, Viktor Witkovsky, Distribution of a linear
combination of generalized logistic random variables and its application, Journal of Statistical
Computaion and Simulation (u procesu recenzovania)

BoZidar V. Popovi¢, Andjela Mijanovi¢, Ali I. Genc, O linear combination of generalized

logistic random variables with an application to financial returns, Applied Mathematics and

Computation 381:125314, September 2020

3. Luka Bulatovi¢, Andjela Mijanovié, Nikola Trajkovié, Balsa Asanovié, Vladimir Bozovi¢,
Automated eryptoanalysis of substituion aaper using Hill climbing with well designed heuristic function,
Mathematica Montisnigri 44:135-143, January 2019

)

Popis literature
(do 30 referenci)
1. Bozidar V. Popovic, Andjela Mijanovi¢, Viktor Witkovsky, Distribution of a linear

Obrazac PD: Prijava teme doktorske disertacije 6/8



., UNIVERZITET CRNE GORE
UCG Obrazac PD: Prijava teme doktorske disertacije

r combination of generalized logistic random variables and its application, Journal of Statistical

Computaion and Simulation (u procesu recenzovanija)

Bozidar V. Popovig, Andjela Mijanovi¢, AliI. Genc, On linear combination of generalized

logistic random variables with an application to financial returns, Applied Mathematics and

Computation 381:125314, September 2020

3. Balakrishnan, N., Ma Chunsheng, Wang Renxiang, Logistic vector random Jields with Iogistic
direct and cross covariances, Journal of Statistical Planning and Inference 109—1 18, 2015

4. N. Balakrishnan, A. Stepanov, On the Use of Bivariate Mellin Transform in Bivariate Random
Sealing and Some Appliations, Methodology and Computing in Applied Probability, 16:
235-244, 2014

5. Shephard, N.G, Numerizal integration rules for multivariate inversions, Journal of Statistical
Computation and Simulation, 39: 37-46., 1991

6. Shephard, N.G., From Characteristic Function to Distribution Function: A . imple Framework for
the Theory, Econometric Theory, 7: 519-529, 1991

7. Roger B. Nelsen, An introduction 15 copulas, Springer-Verlag Betlin, Heidelberg, 978-0-387-
28659-4, 2006

8. Barabesi, L.; Pratelli, L., Universal methods Jor generating random variables with 4 given
characteristic function, Journal of Statistical Computation and Simulation, 85: 1679-1691,
2015

9. Luc Devroye, On the coniputer generation of random variables with a &iven characteristic function,
Computers & Mathematics with Application, 7: 547-552, 1981

10. Chin Diew Lai, N. Balakrishnan, Continuons Bivariate Distributions: Second Edition, Springet-
Verlag New York, 978-0-387-09613-1, 2009

11. Zhang, Zhigiang, Yang, Xiaoyi, Constructing Capulas on the Parabolic Boundary of Kendall's
Tan-Spearman's Rho Region, 2010 First ACIS International Symposium on Cryptography,
and Network Security, Data Mining and Knowledge Discovety, E-Commerce and Its
Applications, and Embedded Systems, 2010

12. Batry C. Atnold, Distributions with Logistic Marginals and/ or Conditionals, IMS T ecture
Notes--Monograph Series, 28: 15-32, 1996

13. Henrick J. Malik and Bovas Abraham, Multivariate Logistic Distributions, The Annals of
Statistics, 1: 588-590, 1973

14. Mir M Ali, N.N Mikhail, M.Safiul Haq, A class of bivariate distributions including the bivariate
logistic, Journal of Multivariate Analysis, 8:405-412, 1978

15. David R. Anderson, Dennis J. Sweeney, Thomas A. Williams, Essentials of Modern Business

Statistics, South-Western College Pub, 2018

P

Doc. dr Bozidar Popovi¢ /%j/fby/]f /

Prof. dr Sini$a Stamatovi i o SN P
Mr Andela Mijanovi¢

Odgovorno izjavlju
drugom fakultetu.

jem da doktorsku disertaciju sa istom temom nisam prijavio/la ni na jednom

U Podgorici,

Obrazac PD: Prijava teme doktorske disertacije 7/8



., UNIVERZITET CRNE GORE
UCG Obrazac PD: Prijava teme doktorske disertacije

10.5.2021. god.

d g@’a IW@%&?{? o

Obrazac PD: Prijava teme doktorske disertacije 8/8



