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Ocjena magistarskog rada pod nazivom

Optimalni stohastcki procesi potrosnje s neopadajuéim ograni¢enjem
u modelima s diskretnim vremenom

kandidatkinje Jovane Dubak

Na LXVII sjednici vije¢a odrzanoj 24.9.2021. godine imenovani smo u komisiju za ocjenu
magistarskog rada pod nazivom Optimalni stohastcki procesi potrosnje s neopadajucim
ogranicenjem u modelima s diskretnim vremenom kandidatkinje Jovane Dubak. Vijeéu
podnosimo sljededi

1IZVJESTAJ

1. Temarada

Tema pripada oblastima Matematike finansija i Optimalne stohastitke kontrole. Jedan od
klasi¢nih problema kojima se bavi finansijska matematika se ti¢e izbora optimalnog nivoa
potro$nje u modelu finansijskog trZiSta. Problemi ovog tipa se mogu formulisati kao problemi
stohastike kontrole (Merton 1969), pri gemu su u literaturi jako utemeljeni modeli u kojima
je finansijsko trziste predstavljeno u diskretnom vremenu, a elementi modela su predstavljeni
kao stohastitki procesi s konacnim ili prebrojivim brojem stanja; optimalnost se u tim
slu¢ajevima moze na prirodan natin formulisati kao kriterijum maksimizacije ili minimizacije s
eventualnim ograni€enjima koja imaju jasnu interpretaciju u kontekstu finansijskog trzista. U
ovom radu se razmatra vise problema stohastitke kontrole u modelima finansijskog trZista s
diskretnim vremenom i konacnim brojem stanja, od kojih najsloZeniji ukljuéuju ograniCenja
neopadajuceg tipa.



2. Predmet rada

Model finansijskog trzista koji se razmatra u radu je uveden na standardan naéin koji je u
skladu s relevantnom literaturom: bankovni i cjenovni procesi su predstavljeni kao stohasticki
procesi u disktretnom vremenu, pri éemu je data vjerovatnosna mijera na skupu sa konacnim
brojem stanja, kao i odgovarajuca filtracija. Na prirodan nacin se uvode neophodni osnovni
pojmovi neophodni  za formulaciju  problema, ukljuéujuéi  strategije trgovanja,
samofinansiraju¢a ograniCenja, vrijednosni proces, arbitrazu i ekvivalentne martingalne
mijere. Proces potrosnje je uveden kao predvidiv stohasticki proces i razmatra se u paru sa
samofinansiraju¢om strategijom trgovanja, a uvodi se i funkcija korisnosti koja dozvoljava
preciznu formulaciju problema ulaganja i potro$nje. Rad na koncizan nacin uvodi i osnovne
elemente teorije stohastiCkih procesa koji rad Cine potpunijim. Izlaganje pocinje
razmatranjem modela s konaénim vremenskim horizontom, a zatim se analiza prosiruje na
beskonatni (prebrojivi) slucaj.

Prvi problem optimizacije koji se razmatra je problem optimalnog ulaganja u finansijskom
trzi¢tu sa kona&nim vremenskim horizontom: nadi optimalni par stohastickih procesa (H,C)
gdje je H-C samofinansirajuci par potrosnje-ulaganja koji je dopustiv. Kriterijum optimizacije
je maksimiziranje ukupne olekivane diskontovane koristi u odnosu na ranije uvedenu
konkavnu funkciju korisnosti. Ovaj standardni problem optimainog ulaganja se moize rijesiti
na vite nacina, a u radu je predstavijeno rjedenje koje problem zamjenjuje ekvivalentnim
problemom izbora procesa C, pri €emu se ogranicenje dopustivosti zamjenjuje jednakos¢u
koja oekivanu ukupnu potrosnju (u odnosu na rizik neutralnu mjeru) izjednaCava sa pocetnim
bogatsvom. Rjesenje tog probelma se na elegantan natin oslanja na LagranZove mnotzitelje;
ovo je tehnika koja Ce biti koriétena i u sloZenijim problemima. Kljuni objekat koji se
pojavljuje u analizi je proces gustine N date vjerovatnosne mjere u odnosu na ekvivalentnu
martingalnu mjeru.

U sljedeéoj fazi rada, posmatra se uopétenje finansijskog trZista koje ukljutuje beskonacni
vremenski horizont i prebrojiv broj stanja svijeta. Uop3tavaju se ranije uvedeni pojmovi i
predstavlja se verzija prethodno razmatranog problema optimizacije u uopstenom kontekstu.
RjeSenje se, grubo govoredi, moze nacina nacin koje je analogan slu¢aju sa konaénim brojem
perioda. U radu je rie$enje predstavljeno u potpunosti sa jasnom naznakom razlika u odnosu
na prethodni slucaj.

Posljednje uopstenje koje se posmatra se tiCe samog problema: u prethodno uvedenom
modelu finansijskog trzista posmatra se problem iz prethodnog poglavlja sa dodatnim
ograni¢enjem — zahtijeva se da proces potro$nje bude neopadajuci. Ovakvo ogranicenje, koje
ne zavisi samo od trenutne vrijednosti procesa, ve¢ od cijele istorije vrijednosti procesa koji
su elementi modela, na znacajan natin usloZnjava analizu. Prilagodavanje prethodne analize
na ovaj slucaj je netrivijalan problem koji je do sada u literaturi demonstriran samo u slucaju
s neprekidnim vremenom. Koriééenje ideja iz neprekidnog vremena u modelu s diskretnim
vremenom zahtijeva tehnitku pripremu rezultata o sumiranjima koji su, jako koriste



elementarne tehnike, nestandardni i zathijevaju preciznost. Nakon toga, uz uvodenje dodatne
pretpostavke o strukturi procesa gustine N, rad identifikuje kandidatsko rjeSenje za uopSteni
problem: optimalni proces potro$nje se trazi u klasi teku¢ih maksimuma rjesenja problema
bez neopadajuceg ogranicenja. Ovaj neo&ekivani rezultat je zatim formalno predstavijen kao
teorema verifikacionog tipa koja potvrduje da je predlozeni proces zaista optimalan. Dokaz
teoreme je slozen i svodi se na seriju transformacija i dokazivanja nejednakosti koje garantuju
optimalnost i predstavljen je u potpunosti s detaljnim komentarima.



3. Organizacija i sadrZaj rada

Rad je napisan na 85 strana, i sadri uvod, tri poglavlja, zaklju¢ak i tri dodatka.

U prvoj glavi je predstavljen model finansijskog trZista sa konaCnim brojem perioda. Uvedeni
su osnovni pojmovi i predstavljeni prvi rezultati koji se titu problema optimalne potrosnje. U
poglavlje je uklju¢en dokaz optimalnosti identifikovanog procesa potrodnje, ukljucujuciilemu
koja koristi Fenchel-Legendre transformaciju konkavne funkcije.

U drugom poglavlju je predstavljen model sa beskona&nim brojem perioda, kao i verzije
tvrdenja o optimalnoj potrosnji u uopstenom modelu.

Treée poglavije predstavlja srz rada i tice se problema potrodnje u modelu sa beskonaénim
brojem stanje sa neopadajucim ogranitenjem. Poglavlje sadrzi opis problema, heuristicku
identifikaciju kandidatskog rjesenja problema neopadajuce potro3nja, kao i potpun dokaz da
je identifikovano rjeSenje zaista optimalno. Poglavlje sadrZi i tehni¢ko potpoglavlje koje
predstavlja rezultate o sumiranjima nizova i redova koji su koristeni u dokazu.

Dodaci na koristan nacin predstavljaju osnovne elemente teorije slugajnih procesa i
stohasticke optimizacije, kao i dodatne objaSnjenja vezana za Fenchel-Legendre
transformaciju. '



4. Zakljucak

Rad je napisan jasnim jezikom, matematicka izlaganja su precizna, a dono3enje zakljucaka je
korektno. Postignut je planirani cilj istraZivanja: prilagodavanjem rezultata iz modela sa
neprekidnim vremenom po prvi put su predstavljeni rezultati u modelima sa diskretnim
vremenom koji se ti¢u optimalne potro3nje s neopadajucim ograni¢enjem.

Predlatemo Vijeéu da odobri javnu odbranu magistarskog rada pod nazivom Optimalni
stohastéki procesi potrosnje s neopadajuéim ogranicenjem u modelima s diskretnim
vremenom kandidatkinje Jovane Dubak.
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