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NASLOVPREDLOZENETEME -
Grani¢na svojstva kvazikonformnih harmonijskih preslikavanja u

prostoru

Boundary behaviout of quasiconf
TR RO e 5

ormal harmonic mappings in space

Kvazikonformna preslikavanja u ravani su nastala kao priro

preslikavanja. Danas je ova oblast aktivno podrudje istra

dno 'ﬁop‘sten].e“ péjfﬁa- konformnih
zivanja i stijeCe se u parcijalnim

i dry,

diferencijalnim jednacinama, topologiji, dinamici

Lipschitz neprekidnosti kvazikonformnih harmonijskih pres
unaptijed zadatim svojstvima izazvao je veliko interesovanj

kompleksne analize (svako harmonijsko preslikavanje u ravni

O.Martio je prvi izucavao kvazikonformna harmonijska preslikavanja. Od tada problem Hélder i

manje ima analognih rezultata u prostoru (u R™, zan = 3), 1

i antianaliticke funkcije). Zato, za tjeSavanje odgovarajuéih prd

oblastima. Finski matemati¢ar

ikavanja izmedu oblasti u ravni sa
e matematicara. Medutim, osjetno
arocito zbog nedostatka tehnika iz
se moze napisati kao zbir analiticke
blema u prostoru je neophodno da
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se razviju nove pogodne tehnike. Sve to zajedno ¢&ni problem teZim, ali tada eventualno
tjeSavanje i odgovarajuéi pristup mogu biti kotisni i za ostale probleme iz srodnih oblasti.

ptilogu poveéanom interesovanju za ovu teoriju je isla i klasitna teorema Liouvillea: Konformno

preslikavanje definisano u nekoj oblasti u R™, za n >

transformacije. Mobiusovo preslikavanie je preslikavanije ge
homotetijom i invetzijom na sferama. Ova trivijalnost f:
prostoru je predstavljala dodatni motiv da se matemad
kvazikonformnih preslikavanja.

> Je restrikcija jedne Mobiusove

Kako su konformna preslikavanja u ravni i harmonijska, finski matematicar Martio je u [19] prvi
izucavao kvazikonformna harmonijska preslikavanja. Jedan| od bitnijih rezultata za ovu klasu
preslikavanja je rad Pavloviéa [24], gdje je dokazano |da kvazikonformno harmonijsko
pteslikavanje u ravni iz jedini¢kog diska na sebe je bi-Lipschitz neprekidno. Od tada, u ravni, su
ostvareni znacajni rezultati u vezi sa problemom Hglder i Lipschitz neprekidnosti
kvazikonformnih harmonijskih preslikavanja. To podrazumijeva razlidite uslove na domenu, i
narocito na kodomenu preslikavanja. Kalaj kroz radove [12] i [13] dokazuje Lipschitz
neprekidnost kvazikonformnog harmonijskog preslikavanja |izmedu oblasti sa CY? granicom,
Cime se uopstava rezultat iz [24] . U [14] je dokazana a- Hélder neprekidnost kvazikonformnih
harmonijskih preslikavanja f izmedu oblasti sa (1 granicom, za svako @ <1, ali tako da
Holder koeficijent ne zavisi od preslikavanja f, veé samo| od a, nekih odredenih osobina
kodomena (1 i vrijednosti £(0). Ovaj rezultat predstavlja uopstenje dobijenih rezultata u radu
[26] za konformna pteslikavanja. Dalje, u radu [17] je, izmedu ostalog, dokazana Lipschitz
neprekidnost kvazikonformnog preslikavanja f iz jedinitkog| diska D u (2 Zotdanovu oblast,

pod uslovom da je Af € LP(D ), zap > 2. Drugi interesantni rezultati u ravni se mogu naéi u
tadovima [5], [16],[18], [22].

U prostoru, kao §to je veé naglaSeno ima manje rezultata. U fadu [3] autori dokazuju Lipschitz
neprekidnost kvazikonformnog harmonijskog preslikavanja jz jedini¢ne lopte na sebe, $to
parcijalno generalizuje pomenuti rezultat Pavlovica u [24]| U [1 1] autor dokazuje da je
kvazikonformno preslikavanje jediniéne lopte u oblasti sa| C2 granicom, koje zadovoljava

Poasonovu diferencijalnu nejednacinu, Lipschitz neprekidno, U prostoru mozemo izdvojiti i
_rgdove [2], [1 5], [20].

Glavni ciljevi disertacije su:
1) Ispitivanje Lipschitz neptekidnosti kvazikonformno

2 harmonijskog preslikavanija iz
jedinicne lopte u R™ na prostornu oblast ) sa C1® g

ranicom.

2) Ispitivanje Hélder neprekidnosti kvazikonformnog

3) Ispitivanje Lipschitz neprekidnosti kvazikonformno

jedini¢ne lopte u R™ na prostornu oblast () sa C* gt

harmonijskog preslikavania iz
inicom.
2 preslikavanja f koje
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zadovoljava uslov Af = 9.gdicje g ELP,zap > n, iz jedini¢ne lopte u R™ na
prostornu oblast  sa C1* granicom,

Napomena: Rezultat 1) je veé ostvaren kroz autorski rad [9] i dat je potvrdan
odgovor.

Po geometrijskoj  definiciji sa po;mom Eamkonformnog preslikavanja se podrazumijeva
homeomotfizam f : U - V (UiV su oblasti u R™) koji ¢uya orijentaciju i koji ostavlja kvazi-
invarijantnim modul svake familije krivih iz G, 4. postoji konstanta K > 1 td.

%M(I‘) < M(f()) < kM(D),

za svaku familiju krivih T iz G. Napominjemo da je modul krivih invarijanta za konformna
preslikavanja, §to gorenavedenu definiciju ¢ini pritodnom. Ispostavlja se da kvazikonformna
preslikavanja moZemo definisati i preko metricke definicije koja se zasniva na ogranidenost
dilatacije, ¢ime se pokazuje da kvazikonformnost je lokalng svojstvo. U nasim istraZivanjima
f+U =V je kvazikonformno preslikavanje ako je homeomotfizam koji je apsolutno neprekidan
na linijama, i za koji postoji K > 1 tako da je
If'(0)] < R'l(f'(x)), za x € U,

gdieje |f'(x)]| = lilllp1|f,(x)hl norma preslikavanja f'(x), a l(f'(x)) = lliz?=f1|f,(x)hl'

Sve ove definicije su ekvivalentne [1,25].

Od velikog znacaja za dokaz naih hipoteza i postavljenih pfoblema jeste i jedna generalizacija
dobro poznate Hardy-Littlewood teoreme [10] u prostoru.| Rezultat je objavljen u radu [9.
Ovom teotemom, za harmonijsku funkcijuu:B <R > R,ine s = 0B, se daje veza izmedu
H-Hoélder koeficijenta (u < 1) u odnosu na tadku n, tj.

X |si [u(n) —u(®)]

£esé#n In — |-
i vrijednosti
Y= sup (1—|x*#|Vu(x)|,
x€[0,n)
kroz sljedecu nejednakost:

1

EX sSY <X,

gdje konstanta C zavisi samo od y. Dokaz smo izveli primijenom Poasonovog integrala. Naime,

svaka funkcija u: B € R™ — R, gdje je u harmonijska u jedinicnoj lopti B, a neprekidna u

B=Bu S, se moZe zapisati u sljedeéem obliku

1-—|x)?

ulx) = | ———— u(&)do(

@ = | Zoom u©do@

gdje je 0 normalizovana povrdinska mjera na S.

o
-

Osim navedene generalizacije Hardy-Littlewood teoreme, u [9] smo dokazali i odgovarajuéu
verziju teoreme u sluéaju da je u > 1. Ako za fiksirano 1 € S, imamo nejednakost

lu@) —w(@®)l < Mip-¢|#,za g € s,

onda je |Vu(x)| < C, za x iz dusi [0,7), gdje je C konstanta koja zavisi samo od y i M.

Kada je u pitanju Hélder neprekidnost kvazikonformnih pteslikavanja iz jedini¢ne lopte u
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tu, onda neizostavan je rezultat teoreme Mos

0, jea-H

i u prostoru [8].: K kvazikonformno

1
Slder neprekidno, gdje je @ = K i-n,

Za dokaz rezultata 1) kotidéena je tehnika koja omogud
neprekidnosti u jedini¢noj lopti B, imajuéi kao bazni slud
dobili primijenom Morijeve teoreme. Koristedi usloy (1
granicu kodomena lokalno predstavimo kao grafik C1® fyn]|

ava sukcesivno poboljsanja Hélder
aj B-Holder neprekidnost koju smo
* granice kodomena, moZemo da
tcije. To omoguéava da u odnosu na

jednu fiksiranu tacku n—ta koordinata funkcije f bude (1 +
osnovu naSe Hardy-Littlewood teoreme daje ograni
kvazikonformnost preslikavanja f moZemo tu nejednakost d
f a koristedi pogodne izomettije nejednakost se prenosi i n
U ovom momentu, naga Hardy-Littlewood teorema nam
naseg preslikavanja u Citavoj lopti (krenuli smo iz B-H¢
ptimijenom ovog postupka, zakljuCujemo da je f p-Holder neprekidno za sve p € (0,1).
Prelazak iz Holder neprekidnosti u Lipschitz neprekidnost je|ostvateno na analogan nacin kao za
preostale iteracije, osim $to smo koristili verziju Hardy-Littlewood teoreme za slucaj u > 1.

a)B-Holder neprekidna u S, $to na
Cenost vrijednosti Y. Koristedi

obiti i za ostale koordinate funkcije
sve ostale tacke iz jedini¢ne lopte.

Ider neprekidnosti). Sukcesivnom

Sto se tide hipoteze/problema
i
neprekidnost preslikavanja f, za neko
funkcije f. Zbog uslova B

2) nas cilj je da parcijalno gengralizujemo navedene rezultat u [14]
26] iz ravni u prostoru. Dodatna pretpostavka, u oddosu na te radove, je f- Hélder
B € (0,1). Ideja se zasniva na posmatranje n-te kordinate
-Holder neprekidnosti ispostavlja sq da funkcija

(1 = x5 ()
uzima vtijednost nula na sfesi S, pa se odgovarajudi supremuy
To, na osnovu pomenutog uopstenja Hardy-Littlewood teores
preslikavanja f;,, sa Holder koeficijentom koji zavisi od nav
nejednakosti se prenose i na ostale koordinatne fun}
preslikavanja f. Ocekuje se da, zbog kompaktnosti granice i |
navedeni supremum mo%e biti kontrolisan nezavisno od
supremum/maksimum i nezavisno od preslikavanija f.

m dostiZe u unutrasnjosti lopte B.
me, povlaci @-Holder neprekidnost
rdenog supremuma. Odgovarajuée
ccije  kotistedi kvazikonformnost
«vazikonformnosti pteslikavanija f,
tacke iz lopte gdje se dostiZe taj

Za hipotezu/problem 3
f preko Poasonovog
sa Gtihovom funkcij

) uslov Af = g, edje je g € LP, ¢emo
jezgra i odgovarajuée Grinove funkcije.
e mozemo “kontrolisati” i tako uopstiti
usl

koristiti za reprezentaciju funkcije
Déekujemo da dio koji je povezan
rezultat iz [9], i generalizovati i
oV na granici kodomena).

uopétiti pomenuti rezultat iz [17], gdje je uzet jaci uslov (C2

sti kvazikonformnih harmonijskih
nedutim u prostoru je nedovoljno
e samo generalizaciju rezultata iz
postignutih rezultata, Kroz nove

Kao $to je nagladeno, Ispitivanje Holder i Lipschitz neprekidno
preslikavanja je tema koja je imala dosta paZnje u slucaj ravni, 1
istraZena. Dokaz pojedinih tvrdenja i u prostoru bi omogudilo
tavni, ve¢ u nekim sludajevima i uopstenije i poboljsanje ve¢
razvijene tehnike u prostoru odgovarajuéi pristup moe biti kotistan i za ostale slicne probleme.
Sa druge strane, u pojedinim situacijama mo%emo ukazati i na sytinske razlike koje donosi prelaz
iz ravni u prostor, zbog kojih se neka tvrdenja ne mogu generalizovati.
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