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T gehed skt e e e
MSc Anton Gjokaj pristupio je odbrani polaznih istraZivanja sprovedenih u okvira izmde
doktotske disertacije pod nazivom “Granina svojstva kvazikonformnih harmonijskih
preslikavanja u prostoru* dana 24.03.2022. godine u 10h, pred komisijom u sastavu:
- Dt Dordije Vujadinovié, vanredni profesor Prirodno-matemati¢kog  fakulteta
Univerziteta Crne Gore |
- Dr Marijan Markovi¢, vantedni profesor Prirodno-matematickog fakulteta Univerziteta
Ctne Gote

- Dr David Kalaj, redovni profesor Pn'rodno—matemﬁtiékog fakulteta Univerziteta Crne
Gore (mentor) :

Komisija je imenovana na sjednici Vijeéa Ptirodno-Matemati¢kog fakulteta, odrzanoj 24.12.2021.
godine. Kandidat je precizno izloZio osnovnu temu disertacije i dosadasnje rezultate na kojima se
bazira istmzivanje, kao i predstavio svoje rezultate i koriStene metode, Komisija je zakljucila da
ovo istrazivanje predstavlja doprinos oblasti kvazikonformnih harmonijskih preslikavanja u
prostoru. Komisija je, uzimajuéi u obzir kvalitet sprovedenih istraZivanja i odgovore na
postavliena pitanja, jednoglasno donijela odluku da je kandidat uspje$no odbranio polazna
istrazivanja. Odbrana je zavrena u 10hi 55 minuta.
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B1. ObrazloZenje teme

Kvazikonformna preslikavanja u ravni su nastala kao pritodno uopitenje pojma konformnih
preslikavanja. Danas je ova oblast aktivno podrudje istraZivanja i srijede se u patcijalnim
diferencijalnim jednadinama, topologiji, dinamici i drugim- oblastima. Finski matematiéar
O.Martio je prvi izu¢avao kvazikonformna harmonijska preslikavanja. Od tada problem Hélder i
Lipschitz neprekidnosti kvazikonformnih harmonijskih preslikavanja izmedu oblasti u ravni sa
unaprijed zadatim svojstvima izazvao je veliko interesovanje matemati¢ara, Medutim, osjetno
manje ima analognih rezultata u prostoru (u R™, zan > 3), narodito zbog nedostatka tehnika iz
kompleksne analize (svako harmonijsko preslikavanje u ravni se mo¥e napisati kao zbit analititke
Iantianaliticke funkcije). Zato, za tjesavanje odgovarajuéih problema u prostoru je neophodno da
se razviju nove pogodne tehnike. Sve to zajedno &ni problem teZim, ali eventualno rjesavanie i
odgovarajudi pristup mogu biti kotisni i za ostale probleme iz srodnih oblast.

B2. Cilj i hipoteze

S obzirom na to da je kvazikonformnim preslikavanjima u prostoru posvecena manja paZnja u
odnosu na slucaj ravni, prirodno se nameée potreba da se razvijaju nove tehnike kako bi se
generalizovali i eventualno poboljfalji neki poznati rezultati iz ravni u prostoru R™,n > 3, Cil;
istrazivanja je ispitivanje Lipschitz i Holder neprekidnosti kvazikonformnih harmonijskih
preslikavanja izmedu prostotnih oblasti. To podrazumijeva odredivanje potrebne glatkosti na
granici odgovaraju¢ih oblasti kako bi preslikavanje bilo Lipschitz neprekidno, odnosno Holder
neprekidno. i

Postavljene hipoteze su:

1) Kvazikonformno harmonijsko preslikavanja iz jedinicne lopte u R™ na prostornu oblast
2 sa C** granicom je Lipschitz neptekidno. i

2) Kvazikonformno preslikavanje f iz f-Bloch harmonijskog prostora, 8 € (0,1), izmedu
jedinicne lopte i prostorne oblasti sa C* granicom je a-Holder neprekidno, a €
(0,1 = B), sa uniformnim Holder koeficijentom koji ne zavisi ni od f, ni od f3.

3) Kvazikonformno harmonijsko, Lipschitz neprekidno preslikavanje f izmedu jediniéne
lopte i prostorne oblasti sa C* granicom je a-Holder neprekidno, a € (0,1), sa
uniformnim Holder koeficijentom koji ne zavisi od f. '

4) Kvazikonformno preslikavanje f koje zadovoljava uslov 4 f=9,¢dicjeg €LP,zap >
M, iz jedinicne lopte u R™ na prostornu oblast Q) sa € l'f’ granicom je Lipschitz
neprekidno. ‘

Napomena: Rezultat hipoteze 1) je veé ostvaren kroz autorski rad.
B3. Metode i plan istraZivanja
Po geometrijskoj definiciji sa pojmom kvazikonformnog ' preslikavanja se podrazumijeva

homeomotfizam f : U = V (U iV su oblast u R™) koji ¢uva otijentacijy i koji ostavlja kvazi-
invarijantnim modul svake familije krivih iz G, tj. postoji konstanta K = 1 td. ]
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%M(r) < M(f (1)) < kM(D),

za svaku familiju krivih I iz G. Napominjemo da je modul krivih invarijanta za konformna
preslikavanja, $to gorenavedenu definiciju ¢ini pritodnom. Ispostavljia se da kvazikonformna
preslikavanja moZemo definisati i preko metricke definiciie koja se zasniva na ogranicenost
dilatacije, ¢ime se pokazuje da kvazikonformnost je lokalno svojstvo. U nasim istraZivanjima
f:U =V je kvazikonformno preslikavanje ako je homeomorfizam koji je apsolutno neprekidan
na linijama, i za koji postoji K = 1 tako da je 3
If' ()l < Ki(f'(x), za x€ U,
gdje je |f'(x)| = Iil|1p1|f'(x)h| norma preslikavanja f'(x), a l(f'(x)) = !}l?_fl|f’(x)h|

Od velikog znacaja za dokaz hipoteza kandidata jeste i jedna generalizacija u prostoru dobro
poznate Hardy-Littlewood teoreme. Ovom generalizacijom, za harmonijsku funkciju u: B c

R" > R,in €S = 0B, se daje veza izmedu u-Holder koeficijenta (U < 1) na § u odnosu na
tackun, j. 3
[u(n) —u()|

X = —_—
£ES, &= I?? = ﬂ# |

1 vrijednosti

Y= sup (1- |x|)1”“|Vu(x)l,
X€E[0M) !
kroz sljedecu nejednakost:

1
=X =V < CX,
C

gdje konstanta C zavisi samo od . Kandidat je dokaz izveo primijenom Poasonovog integrala.
Naime, svaka funkcijau:B € R™ - R, gdje jeu harmonijska u jedini¢noj lopti B, a neprekidna
uB = BU S, sc mo%e zapisati u sljedeé¢em obliku |

_iri-Ixp? ?
ue) = | T o)

gdje je 0 normalizovana povrSinska mjera na S.

Osim navedene genemlizacije Hardy-Litdewood teoteme; kandidat dokazuje odgovarajuéu
vetziju teoreme i u slucajudaje p > 1. Ako za fiksiranon € S, imamo nejednakost

lu(m) —w(@®| < Mln -, za ¢ €5,
onda vazi [Vu(x)| < C, za x iz duzi [0,7), gdje je € konstanta koja zavisi samo od i M,

Kada je u pitanju Hélder neprekidnost kvazikonformnih jpreslikavanja iz jedinicne lopte u
jedini¢nu loptu, onda neizostavan je rezultat teoteme Moti u prostoru: K kvazikonformno

1
sitjektivno preslikavanje f: B € R™ = B, (0) = 0, je a-Hélder neprekidno, gdje je @ = K1-n,

sa Holder koeficijentom koji zavisi samo od K.

Za dokaz rezultata 1) kori$¢ena je tehnika koja omoguéava sukcesivio poboljanje Holder
neprekidnosti u jedini¢noj lopti B, imajuéi kao bazni sluéaj B-Hélder neprekidnost koja se dobija
primijenom Morijeve teoreme. Kotiste¢i uslov C** granice kodomena, granica kodomena se
moZe lokalno predstaviti kao grafik C** funkcije. To omoguéava da u odnosu na jednu fiksiranu

tatku n—ta_koordinata funkcije f bude (14 a)f -Hélder neprekidna u S, §to na osnovu
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generalizacije  Hardy-Litlewood  teoreme daje ograni¢enost vrijednosti Y, Koristed]
kvazikonformnost pteslikavanja f ta nejednakost se moze dobiti i za ostale koordinate funkcije
f, a kotisted pogodne izometrije nejednakost se prenosi i m sve ostale tadke iz jedini¢ne lopte,
Na taj nacin, generalizacija Hardy-Littlewood teotema daje (1 + &) f—Holder neprekidnost
pocetnog preslikavanja u ¢itavoj lopti (iz B-Holder neprekidnosti se dodo do (1 + a)p-Hélder
neprekidnosti). Sukcesivnom ptimijenom ovog postupka, zakljucuje se da je f u-Hélder
neptekidno za sve p € (0,1). Prelazak iz Holder neprekidnosti u Lipschitz neprekidnost
kandidat ostvaruje ma analogan nadin kao za preostale iteracije, osim §to koristi verziju Hardy-
Littlewood teoreme za sludaj u > 1. ‘

Sto se tice hipoteze/problema 2) kandidat planita da parcijalno generalizuje rezultate iz ravni u
prostoru. Dodatna ptetpostavka, u odnosu na tezultate ostvarene u ravni je uslov 8- Bloch
prostora za preslikavanje f, za neko f € (0,1). Ideja se zasniva na posmatranje n-te kordinate
funkcije f. Zbog uslova §-Bloch prostora ispostavlja se da funkcija
(1~ D= [£, Gl

uzima vijednost nula na sfeti S, pa se odgovarajué supremum dostie u unutrasnjost lopte B.
To, na osnovu pomenutog uopitenja Hardy-Littlewood teoreme, povlaéi a-Holder neprekidnost
preslikavanja f,,, sa Holder koeficijentom koji zavisi od navedenog supremuma. Odgovarajuée
nejednakosti se prenose i na ostale koordinatne funkcije koristeéi kvazikonformnost
preslikavanja f. Ocekuje se da, zbog kompaktnosti granice i kvazikonformnosti preslikavanja f,
navedeni supremum moze biti kontrolisan nezavisno od tacke iz lopte gdje se dostize taj
suptemum/maksimum i nezavisno od preslikavanja f.

Za hipotezu/problem 4) uslovAf = g, gdje je g € LP, kandidat ée Koristiti za reprezentaciju
funkcije f preko Poasonovog jezgra i odgovarajuée Grinove funkcije. Ocekuje se da dio koji je
povezan sa Grinovom funkcije moze biti “kontrolisan” i tako se uopstiti rezultate iz ravni gdje je
uzet jaci uslov (C? uslov na granici kodomena). |

B4. Nau¢ni doprinos

Kao $to je naglseno, ispitivanje Hélder i Lipschitz neprekidnost kvazikonformnih harmonijskih
preslikavanja je tema koja je imala dosta paZnje u slu¢aj ravni, medutim u prostoru je nedovoljno
istraZena. Dokaz pojedinih tvrdenija i u prostoru bi omogucilo ne samo generalizaciju rezultata iz
ravni, ve¢ u nekim slucajevima i uopstenje i poboljsanje ve¢ postignutih rezultata. Kroz nove
razvijene tehnike u prostoru odgovarajuéi pristup moze biti kotistan i za ostale sli¢ne probleme.

Sa druge strane, u pojedinim situacijama se moze ukazati i na sustinske razike koje donosi prelaz

iz ravni u prostot, zbog kojih se neka tvrdenja ne mogu generalizovati.
B5. Finansijskai organizacionaizvodljivost istraZivanja

Misljenje komisije je da kandidat uz sopstvene napote i podrsku  Prirodno-Matematic¢kog
fakulteta moZe obrezbijediti odgovarajuée organizacione uslove za izradu ove doktotske
disertacije.
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nosti teme i rada kandidata, nakon detaljnog razmatranja prijave teme i
javne prezentacije programa istraZivanja, smatra da je predmet istrazivanja kandidata matematicki
sadrZajan, originalan, aktuelan i da odgovora nivou istraZivanja za doktorsku disertaciju. Takode,
komisija je mislienja da prezentovani novi rezultati predstavljaju  doprinos u izuéavanju
kvazikonformnih harmonijskih preslikavanja u prostoru, §to potvrduje i publikovanje rada u
Casopisu Potential Analysis. ‘

Stoga komisija predlaze Vijecu Prirodno-matemati¢kog fakulteta da se podrzi prijava disertacije
kandi ‘

A
For,
'\M’J\p\k “ s \‘;j\_g_a

DEKAN

U Podgorici,
28.03.2022.
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PRILOG

Da li je uslov u definiciji kvazikonformnih
preslikavanja u prostoru motivisan definicijom
kvazikonformnih preslikavanja u  ravni  sa
dilatacijama?

Pojasniti  strategiju kori§éenja uslova Bloch
prostora kod hipoteze 2,

Koji bi bio sustinski problem da se uopsti
rezultat hipoteze/rezultata 1 i na oblast sa Dini
glatkom granicom (umjesto C** granicom)?
Obasniti kotis¢enje Motijeve teoreme.

Da li ste razmatrali uopstenje rezultata 1 za
slucaj kada je i domen preslikavanja oblast sa
CM* granicom?

Zasto nije ptirodno oekivati da vai rezultat 1
za slucaj kada je domen preslikavanja oblast sa
C* granicom?

Sta predstavlia do kod Puasonovog integrala?
Koja je veza izmedu ACL (apsolutna
neptekidnost po linijama) i diferencijabilnosti?
Sta se moze reéi za co-Lipschitz neprekidnost u
slucaju preslikavanja iz kruga u konveksnu oblast
sa C! etanicom?

Moguénost  uopstenja, tvrdenja na  klasu
plurtharmonijskih preslikavanja u prostoru,
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