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Pregled disertacije (bibliografski podaci o disertaciji i sazetak disertacije)
Doktorska disertacija * Zakoni odrianja u okviru stohastickib i determiistickih modeld” kandidata
MSc Nikole Konatara se sastoji 12 rezimea, abstract-a na engleskom jeziku, predgovora,
cetrt poglavlja 1 spiska literature sa 83 bibliogratske jedinice.

Kandidar istrazuje svojstva zakona odrzanja u okviru nekoliko deterministckih i
stohastickih modela. Preciznije, kandidat istrazuje tri problema: kretanje granice izmedu
nemeshivih - fluda, postojanje rjesenja za zakon odrzanja sa  prekidnim  fluksom
(takozvanim  Carathcodory-jevim  fluksom), 1 postojanje 1 jedinstvenost rjesenja za
stohasticki skalarni zakon odrzanja na Riemann-ovo] mnogostrukosti. U nastavku je dat
detaljan prikaz disertacije.
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Disertacija se sastoji iz ¢etiri poglavlja. U prvom, uvodnom poglavlju kandidat je izlozio
dio matematickog aparata potrebnog za rad na zadacima disertaciie. Bududi da su problemi
kojima se kandidat bavi zahtjevaju znanje iz oblasti Funkcionalne analize, Parcijanih
diferencijalnih jednacina, Diferencijalne geometrne 1 Stohastike, posebno Tto-ove teorie,
dati su osnovni pojmovi i tvrdenja vezani za potrebne oblasti, radi kompletnosti disertacije.
I2 Funkcionalne analize kandidat daje osvrt na Banach-ove prostore, Kojt zauzimaju bitno
mijesto u matematici, lincarne operatore, kao 1 pojmove dualnog prostora i razli¢ite tipove
konvergencije u Banach-ovim prostorima. Nakon t ga kandidat daje pregled teorije vezane
za Skalarne zakone odrzanija (parcijalne diferencijalne jednacine prvog reda). Skalarni
zakoni odrzanja se koriste za modeliranje mnogih prirodnih procesa, pa izucavanijc
njthovih svojstava ima mnogobrojne primjene u prirodi 1 industriji. Poznato je da, u opstem
slucaju, zakoni odrzanja ne dozvoljavaju glatka (neprekidno-diferencijabilna) riesenja, pa
se uvodi pojam slabog rjesenja parcijalne diferencijalne jednacine, koiji se zasnovan na
poymu slabe konvergencye u Banach-ovim prostorima. Medutim, tu nastaje problem
jedinstvenosti rjiesenja, tj. slabo riesenje skalarnog zakona odrzanja ne mora biti jedinstveno
odredeno. Zbog toga je Kruzkov uveo pojam entropijskog riesenja skalarnog zakona
odrzanja i dokazao da je entropijsko rjesenje skalarnog zakona odrZanja skoro svuda
jedinstveno.  Dalje, kandidat uvodi osnovne poimove 1 tvrdenja iz Teorije vierovatnoce,
kao 1 pojam Wiener-ovog procesa. Stohasticki procesi su neizostavni u modeliranju. Buduéi
da s¢ u standardnim modelima ne mogu ta¢no predvidjed svi dogadaji koji uticu na proces,
stohasticki procesi se koriste za modeliranje ,.Suma®™ u modelima. Specijalno mjesto u
stohastici zauzima Ito-ova teorija, koja ima vazne primjene u finansijskoj matematici. Na
kraju, kandidat izlaZze osnovne pojmove i postulate diferencijalne geometrije 1 teorije
mnogostrukosti.

Drugo, trece i cetvrto poglavlie predstavljaju originalne rezultate kandidata, koii su
objavljeni u ¢asopisima sa SCIE liste.

U drugom poglavliu, pod nazivom Dinamika trodimensionag toka u poroznos sredini, kandidat
s¢ bavi odnosom, odnosno promjenom granice izmedu dvije nemijesliive tec¢nosti u
poroznoj sredini. Kandidat daje model kojim se opisuje kretanje granice izmedu fluida, i
razmatra promjenu te granice u trodimenzionom slucaju,

U trecem poglavlju, pod nazivom Skalarni sakoni odrianja sa Charatheodory-jevim [lnksom,
kandidat razmatra skalarne zakone odrzanja kod kojih fluks ima prekid. Zbog prekida u
fluksu javljaju se problemi pri ispitivanju egzistencije i jedinstvenosti riesenja koje nemamo
u slucaju neprekidnog fluksa, jer u tom sluéaju problem nije dobro postavljen (u smuslu
definicije koju je dao Hadamard). Problemi ove g tipa se istrazuju veé dugo vremena, i
kandidat j¢ u svom radu uspio da dokaze postojanje ricsenja za klasu zakona odrzania sa
prekidnim fluksom.

Cetvrto poglavlie, pod nazivom [edinstrenost i ¢
na Riemann-ovim mnogosirukostina, je posveceno ispitivanju svojstava stohastickih skalarnih
zakona odrzanja. Kao §to smo rekli, skalarni zakoni odrzanja u opstem slucaju ne dopustaju
klasi¢na (neprekidno diferencijabilna riesenja), a kod stohasti¢kih zakona odrzanja situacija

gistencija stobastickih skalamib zakona odranja

se jos vise komplikuje zbog prisustva nedeterministickog ¢lana. Kandidat je dao novi dokaz
jedinstvenosti 1 egzistencije rjeSenja za klasu stohastickih skalarnih zakona odrzania.
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2. Vrednovanje disertacije

2.1. Problem (navesti nerijesena 1 kontraverzna mishenja o istrazivackom problemu 1

dosadasnjim pokusajima rjesavanja problema, rjesenja do kojih su dogh drugr autort,
ocjenu osnove disertactie u skladu sa radovima 1 istraziy anpma kandidata 1 nacin
njthove veze sa samom disertacijom)
Centralna tema disertacije su zakoni odrzanja, koji se koriste za me deliranje razlicitih
prorodnih i drustvenih fenomena. Neki od primjera su tok u poroznoj sredini i tok
saobracaja. Zato j¢ ovo je oblast koja s¢ intenzivno razvija.
Disertacija predstavlja znaéajan doprinos u ovom smijeru, jer sadrzi veliki broj
orginalnih rezultata. Kao $to je navedeno, kandidat je istrazivao tri problema: problem
toka u poroznim sredinama, problem postojanija rjesenja za skalarni zakon odrzanija sa
prekidnim fluksom i problem postojanja 1 jedinstvenosti riesenja za stohasticki zakon
odrzanja na mnogostrukosti.
U prvom dijelu, odgovoreno je na pitanje formalno matematickog opisa kretanija fluida,
odnosno odnosa izmedu nemjesljivih fluida u poroznoj sredini. Time je uopsten
rezultat Koj je postojao za istt problem u dvije dimenzije. Napominjemo da su technike
koriscene u dvodimenzionom i trodimenzionom sluéaju znacajno razli¢ite. Metod koii
j¢ razvijen u ovom dijelu disertacije je dobra osnova za mogucu numericku simulaciju
trodimenzione dinamike dva nemijesljiva fuida. Kandidat j¢ dao stre e matematicki
dokaz da se vrh interfejsa izmedu dvije tecnosti u trodimenzionoj sredini krece nade lje
u slucaju kada je teza tecénost iznad lakse.
Drugi dio je posvecen skalarnom zakonu odrzanja:
diu+ div, f(x,u) =0

sa Caratheodory-jevim fluksom (fluks zadovoljava uslove Al. f € BV (R%; C(RY))

- x|11ia4xM]|f(x,A)| € LY (RY)i A2.f(x,4) =0 kada A ne pripada (a, b) 7a neko
E| =N,

a,b € R ). Ovo zahtijeva poznavanje i primjenu suptilnih metoda iz funkcionalne
analize poput H-mjera 1 H-distriibucija. Kandidat je uspio da preformuliée problem
tako da omoguéi kombinaciju H-mjera 1 H-distribucija. To j¢ svelo pranjc cgzistencijc
riesenja na ispitivanje nosaca pripadnih H-mjera i H-distribucija. Zahvaljujué uslovu
nedegenerisanost, kandidat je dobio da su nosaci trivijalni §to implicira postojanje
rjesenja razmatrane jednacine.
Posliednyt dio disertacije je matematicki najkompleksniji jer ukljuéuje kombinaciju tri
matematicke discipline: diferencijalnu geometriju, stohasticku analizu i parcyalne
diferencijalne jednacine. Razmatra se Cauchy-jev problem

du + divy f(x,u)dt = ®(x,u)dW,, xE M, t =0

Us=o = Up(x) € L7 (M)

na glatkoj, kompaktnoj, d-dimenzionoj mnogosturkost (M, g), gdie je W Wienerov
process. Kandidat je formulisao jednacinu na mnogostrukosti koristeéi pojam izvoda
na Riemann-ovo; mnogostrukosti. Zatim je u model uveo 1 stohasticke elemente
dodajudi izvor/ponor na desnu stranu jednacine u obliku Wiener-ove mjere. Na kraju
j¢ preformulisao zakon odrzanja preko takozvane kineticke formulacije 1 u kombinaci
sa dupliranjem  promjenljivih  dokazao jedinstvenost riesenia. Napominjemo da
¢injenica da se radi o jednacini na mnogostrukosti uz prisustvo stohastickih elemenata
znacajno komplikuje analizu, 1 u tom smislu kandidat je pokazao znacajnu tehnicku
viestinu u okviru date teorije. Za dokaz egzistencije, prilagoden je metod Galerkin-a,
¢ime je problem sveden na riesavanje sistema stohastickih diferencijalnih jednacina.
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Kandidat odlicno barata veoma komplikovanim matematickim aparatom koji uklucuje
[to-ovu analizu, analizu na mnostrukostima kao i tehnike iz siroke teortje zakona
odrzanja.

1o
1o

-Cilievi 1 hipoteze disertacije

Glavni ciljevi disertacije su:

-Ispitati ponadanje interfejsa izmedu dva nemjesljiva fluida u poroznoj sredini

-Naci uslove postojanja rjesenje skalarnog zakona odrzanja sa Carathcodory-jevim
fluksom, i dokazati egzistenciju koriséenjem H-myjera 1 [-distribucija .

-Naci  kineticku  formulaciju  stohastickog  zakona odrzanja na Riemann-ovo;
mnogostrukost

-Dokazati egzistenciju i jedinstvenost rjesenja skalarnog zakona odrzanja na
mnogostrukosu

Bitne metode koje su primijenjene u disertaciii 1 njithovu primjerenost. Ako je
primijenjena nova ili dopunjena metoda, opisite §ta j¢ novo

Rezultat disertacije 1 njthovo tumacenje

Prilikom izrade disertacije kandidat je koristio razli¢ite metode iz realne i stohasticke
analize.

Kod 1spitivanja interfejsa izmedu nemjeslivih fluida u i dimenzije, zbog
nemogucénost primjene funkcije toka koja je bila bitna u dvodimenzionom slu¢aju, primjenom
Green-ove formule pokazano je da priusak moze odigrati ulogu funkcije toka. U kombinaciji sa
metodom karakteristika 1 teorjom distribuctja, teorijski je opisano kretanje fluida.

Caratheodory-jeva funkena je funkena koja je neprekidna po jednoj, a myerljiva po
drugoj promjenljivoj. To su funkcije niske regularnosti, §to znacajno otezava riesavanic jednacina
koje th mmaju za kocficijente. Sa druge strane, one moguéavaju da opisivanje fenomena u
heterogenim sredinama, $to ih ¢ini zanimljivim za istrazivanje. Kako s¢ ne mogu primijenit
standardni metodi kod zakona odrzanja (poput pomijeranja promjenljivih), moraju se uvesti
sustinski nove metode koje zalaze u teoriju mijere i teoriju distribucija, te Fourier-ovu analizu.
Kandidat j¢ u ovom dijelu disertacije koristio najsavrementije metode poput teorje H-mjera (prvi
put uvedene 1991.) 1 H-distribucya (uvedene 2011.). T jedan 1 drugi pojam kombinuju teoriju mjere
1 distribuctja sa teorijom Lagrange-ovih operatora mnozenja (Lagrange multiplier operators).

U poshedmem dijelu disertacije, kombinovane su tri razlicite matematicke discipline:
osnove Riemann-ove geometrije na mnogostrukostima, stohasticka analiza i teorija hiperbolickih
parcijalnih diferencijalnih jednacina. Napominjemo da u okviru analize na mnogosturkostima
divergencija se lokalno izrazava preko Cristoffel-ovih simbola, §to je prvi usloznjavajuci moment.
Osim toga, jednacina sadrzi i Wiener-ov process, pa je ncophodna upotreba Ito-ove teorije. lako
okvir koji ukljucuje 1 mnogostrukosti 1 stohasticku analizu znacajno usloznjava problem, on je
znacajan jer omogucava modcliranje u neravnim sredinama i sa sluéajnim dogadajima. Bitne
metode korstene za dokazivanje jednistvenosti su svodenje zakona odrzanja koji je u osnovi
modcla na takozvanu kineticku formulaciju, dupliranje promjenljivih 1 standardne metode
konvergencije u teoriji mjere i distribucije. Za dokazivanje egzistencije, koridcena je stohasticka
varjanta standardnog Galerkin-ovog metoda, u okviru kojeg se problem svede na konaéno-
dimenzionalni sistem stohastickih diferencijalnih jednacina, a zatim se dokaze konvergencija ka
rjesenju orginalnog problema.

U zakljucku, kandidat je pokazao sistematican pristup u bavljenju nauénim radom, éto
je potvrdeno samostalnim objavljivanjem rezultata u renomiranim nauénim ¢asopisima.
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2.4. Zakljucci (usaglasenost sa rezultatima i logicno izvedeno tumacenije)

Dati zakljucci unutar ove doktorske disertacije su dati logickim slijedom. Tvrdenija su
dokazana koriséenjem matematickog aparata, a proizilaze iz jasno potkrijeplienth i
obrazlozenih ¢injenica.

3. Konaéna ocjena disertacije

3.1. Usaglasenost sa obrazlozenjem teme
Disertacija je u potpunosti usaglasena sa obrazlozenjem teme.

3.2. Mogucnost ponovljivost
Ponovljivost rezultata dobijenih u disertaciji j¢ moguca, uz postovanje metodologije i
zadatith uslova.

3.3. Buduéa istrazivanja
Oblast disertacije je veoma plodna za dalje istrazivanie, a sam problem je moguce
prosiriti na ispitivanje svojstava §ire klase zakona odrzanja slablienjem nekih uslova.

3.4. Ogranicenja disertacije 1 njthov uticaj na vrijednost disertacijc
Nema posebnih ogranicenja.

Orginalni nau¢ni doprinos

U disertaciji su predstavljeni novi metodi i rezultati u okviru deterministickih i stohastickih zakona
odrzanja. Istrazivanje je sprovedeno u cilju ke mkretnog objasnjavanja prirodnih fenomena (prvi
dio disertaciie), kao i teorijskih rezultata za zakone odrzanja u deterministickom (drugi dio
disertacije) i stohastickom slucaju(treci dio disertacije). U pogledu ostvarenog naucnog doprinosa
izdvajamo sljedece:

e Matematicki opis dinamike interfejsa izmedu nemieéljivih fluida.

* Dokaz cgzistencije rjesenja zakona odrzanja sa prekidnim fluksom.

o  Kombinovanje H-mjera 1 H-distribucija.

® Postavljanje zakona odrzanja na mnogostrukost sa ukljuéenim stohastickim fenomenima.
® Razvijanje metoda stohasticke analize u okviru skalarnih zakona odrzanja.

* Dokaz dobre postavlienost Cauchy-jevog problema za skalarni zakon odrzanja na

mnogostrukost sa stohastickim forsingom.

Rezultat, koji predstavliaju orginalni doprinos disertacije, su poblikovani u tri samostalna rada u
casopisima sa SCIL histe.

Misljenje i prijedlog komisije

Na osnovu prethodno recenog, Komisija konstatuje da doktorska disertacija kandidata MSc Nikole
Konatara ispunjava sve tormalne, pravne i sustinske uslove, kao i sve kriterijume koji se primjenjuiju
priikom vrednovanja doktorske disertactje. Komisija smatra da doktorska disertacija ima orginalni
nauéni doprinos, koji se ogleda u teorijskom doprinosu teoriji deterministickih i stohastickih
zakona odrzanja. :

Imajuci u vidu kvalitet ostvarenoh rezultata, Komisija sa zadovoljstvom predlaze Vijec¢u Prirodno-
matematickog fakulteta i Senatu Univerziteta Crne Gore da prihvad doktorsku disertaciju pod
nazivom Lakoni odrianja u okvirn stohastickih @ deterministickih modela* kandidata MSc Nikole
Konatara 1 odobri njenu javnu odbranu.

Izdvojeno misljenje

(popuniti ukoliko ncki ¢lan komisije ima izdvojeno misljenic)

Ime 1 prezime
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Napomena

(popuniti po potrebi)

Prof. dr Oleg Obradovi¢, Prirodno-matematicki  fakulrer,
Univerzitet Crne Gore, Crna Gora

Prof. dr Darko Mitrovi¢, Prirodno-matematicki  fakulrer, :KZ{
Univerzitet Crne Gore, Crna Gora

Prof. dr David Kalaj, Prirodno-matematicki fakultet, Univerzitet
Crne Gore, Crna Gora - =

Docent dr Goran Popivoda, Prirodno-matematicki  fakultet,
Univerzitet Crne Gore, Crna Gora 7 ~

| Prof. dr Sanja Konjik, Prirodno-matematicki fakultet, Univerzitet u )
| Novom Sadu, Srbija CAPNUBUNL

U Podgorici,
28.10.2022.

DEKAN

MP
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