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Predmet: lzvjeStaj o ocjeni doktorske disertacije i predlog Komisije za
odbranu doktorske disertacije

U skladu sa ¢lanom 41, stav 11, Pravila doktorskih studija, Komisija za ocjenu doktorske
disertacije imenovana odlukom Senata na sjednici odrzanoj 23. 6. 2023. godine, dostavila je 19.
7. 2023. god. lzvjestaj o ocjeni doktorske disertacije pod nazivom , Grani¢na svojstva
kvazikonformnih harmonijskih preslikavanja u prostoru® kandidata mr Antona Pokaja.

Na osnovu Clana 42 Pravila doktorskih studija, 1zvjeStaj komisije i doktorska disertacija stavljeni
su na uvid javnosti u Centralnoj univerzitetskoj biblioteci dana 20. 7. 20283. godine.

U predvidenom roku od 15 dana nije bilo primjedbi javnosti.

Komisija za doktorske studije PMF-a prosljeduje na razmatranje VijeCu Prirodno-matemati¢kog
fakulteta dostavljeni lzvjestaj i podnosi

PREDLOG

sastava Komisije za odbranu disertacije
1. Dr Darko Mitrovié, redovni profesor Prirodno-matematickog fakulteta Univerziteta Crne Gore

2. Dr Miodrag Mateljevié, redovni profesor MatematiCckog fakulteta Univerziteta u
Beogradu

3. Dr Dordije Vujadinovi¢, vanredni profesor Prirodno-matematic¢kog fakulteta Univerziteta
Crne Gore

4. Dr Marijan Markovié vanredni profesor Prirodno-matematickog fakulteta Univerziteta Crne
Gore

5. Dr David Kaljaj, redovni profesor Prirodno-matematickog fakulteta Univerziteta Crne Gore
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Dekan
Prof. dr Miljan Bigovic

Postovani profesore Bigovicu,

U prilogu akta dostavljamo Vam doktorsku disertaciju mr Antona Dokaja pod
naslovom: ,Graniéna svojstva kvazikonformnih harmonijskih preslikavanja u
prostoru® i Izvjestaj o ocjeni doktorske disertacije koji su u skladu sa ¢lanom 42 stav
3 Pravila doktorskih studija dostavljeni Centralnoj univerzitetskoj biblioteci
20. 07. 2023. godine, na uvid i ocjenu javnosti.

Na navedeni rad nije bilo primjedbi javnosti u predvidenom roku od 15 dana.

Molimo Vas da nam nakon odbrane, a u skladu sa ¢élanom 47 Pravila doktorskih
studija, dostavite konacnu verziju doktorske disertacije.

S postovanjem,
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Milica Barac
Administrativna asistentkinja
Tel: 020 414 245

e-mail: cub@ucg.ac.me
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SENATU UNIVERZITETA CRNE GORE

PREDMET: Ocjena doktorske disertacije Antona Gjokaja

Na sjednici Senata Univerziteta Crne Gore odrZanoj 23.06.2023. godine imenovana je Komisija
u sastavu: dr Darko Mitrovi¢, redovni profesor Prirodno-matematickog fakulteta Univerziteta
Crme Gore, dr David Kalaj, redovni profesor Prirodno-matemati¢kog fakulteta Univerziteta Crne
Gore, dr Miodrag Mateljevié, redovni profesor Matematicko g fakulteta u Beogradu, dr Pordije
Vujadinovi¢, vanredni profesor Prirodno-matematickog fakulteta Univerziteta Crne Gore | dr
Marijan Markovié, vanredni profesor Prirodno-matematickog fakulteta Univerziteta Crne Gore

Cji je zadatak da ocijeni i pregleda doktorsku disertaciju pod nazivom “Granicna Svojstva
kvazikonformnih harmonijskih preslikavanja u prostoru” kandidata MSc Antona Gjokaja.

Komisija je pregledala tekst disertacije i Vijeéu Prirodno-matematickog fakulteta i Senatu
Univerziteta Crne Gore podnosi sljedeéi

IZVJESTAJ
Pregled disertacije

Kandidat MSc Anton Gjokaj je 2019. godine upisao doktorske studije matematike.
PoloZio je sve ispite koji su predvideni Planom doktroskih studija koji su usvojeni na Prirodno-
matematickom fakultetu u Podgorici. Nakon uspjesne odbrane polaznih istraZivanja 2022.
godine, odobrena mu je izrada doktorske disertacije “Granicna svojstva kvazikonformnih
harmonijskih preslikavanja u prostoru .

U ovoj doktorskoj disertaciji kandidat ispituje Lipschitz i Holder neprekidnost
kvazikonformnih harmonijskih preslikavanja iz jedini¢ne lopte B < R™ u prostornu oblast i
generalizuje poznate rezultate iz ravni.

Disertacija se sastoji od rezimea, abstracta na engleskom jeziku, predgovora, tri glave,
12 slika, spiska specijalnih oznaka i spiska literature.

Prve dvije glave imaju uvodni karakter i sadrze poznate rezultate koje se odnose na
teortju Laplaceove i Poissonove jednadine (prva glava), odnosno kvazikonformnih
preslikavanja (druga glava). Rezultati su ilustrovani dodatnim primjerima i djelimi¢no
prikazani na originalan nacin zbog potrebnih modifikacija koje se odnose na rezultate
istrazivanja.



Prva glava je posvecena rjesavanju Dirichletovog problema za jedini¢nu loptu B i
odgovaraju¢eg nehomogenog Dirichletovog problema za loptu, odnosno rjeSavanju Poissonove
parcijalne diferencijalne jednacine u slabom smislu. Prvo su uvedena harmonijska
preslikavanja, dokazana je Greenova reprezentacija a zatim razmatran Dirichletov problem za
loptu i nehomogeni Dirichletov problem u slabom smislu.

U drugoj glavi je izloZen pregled osnovnih pojmova iz teorije kvazikonformnih
preslikavanja u prostoru. Najprije je dat geometrijski pristup kroz formulaciju pojma modula
krivih, a zatim 1 analiti¢ki pristup, uz dokaz osnovnih svojstva i uz dodatne primjere. U drugom
djelu ove glave, izu¢avajuéi modul krivih, odnosno utvrdeéi njegova svojstva i posmatrajuci
familije krivih koje spajaju komponente povezanosti Grétzschovog i Teichmiillerovog prstena,
dat je dokaz Morijeve teoreme za kvazikonformna preslikavanja iz B u B, koje centar slikaju u
sebe. Ovim dobro poznatim rezultatom se obezbjeduje a-Holder neprekidnost preslikavanja, za

1
a = K1-n, sa Holder koeficijentom koji zavisi samo od K.

Treca glava predstavlja dokaze hipoteza doktorske disertacije, originalne rezultate
kandidata koji su objavljeni u ¢asopisima sa SCIE liste. UopsStena je Hardy-Littlewood teorema
1 za prostor, kroz dvije razli¢ite verzije. U slu¢aju kada je slika prostorna oblast sa
C1* granicom, Lipschitz neprekidnost je dokazana i u sluéaju kvazikonformnih preslikavanja
koja su harmonijska, i u sluéaju kada se uslov harmoniénosti (da je Laplasijan jednak nula)
zamijeni uslovom da je Laplasijan iz L? prostora. U slucaju kada kodomen je prostorna oblast
sa C* granicom, ukazano je na primjere zbog kojih ne vazi Lipschitz neprekidnost i dokazana 1€
Hélder neprekidnost sa uniformnim koeficijentom za tu familiju preslikavanja.

Vrednovanje disertacije

Centralna tema ove disertacije je ispitivanje modula neprekidnosti kvazikonformnih
harmonijskih preslikavanja iz jedini¢ne lopte prostora u oblast sa granicom odredene glatkosti.

Imajuéi u vidu da analiticka preslikavanja u ravni su i harmonijska, finski matematicar
O. Martio je prvi izucavao kvazikonformna harmonijska preslikavanja kao generalizaciju
analitiCkih preslikavanja u ravni. Od tada problem Hélder i Lipschitz neprekidnosti
kvazikonformnih harmonijskih preslikavanja izmedu oblasti u ravni sa unaprijed zadatim
svojstvima izazvao je veliko interesovanje matematitara,

Bitan trenutak u intenzitetu razvoja ove oblasti predstavlja rad M. Pavloviéa
iz 2002. godine, gdje je izmedu ostalog dokazano da kvazikonformna harmonijska
preslikavanja iz jedini¢nog diska D u sebe su bi-Lipschitz neprekidna. Nakon toga, niz
matematicara (D. Kalaj, M. Mateljevi¢, K. Astala, D. Partyka, M. Arsenovié itd.) se posvetio
radu na ovoj temi i dobijeni su interesantni rezultati kroz uop§tavanje rezultata na razne oblasti
u ravni (na primjer izmedu oblasti sa granicama C1% glatkosti, odnosno oblasti sa granicama



C* glatkosti) ili kroz olakSavanje uslova harmoni¢nosti funkcije (Laplasijan funkcije pripada
nekom integrabilnom prostoru).

Medutim, osjetno manje ima analognih rezultata u prostoru (u R™, zan >
3), narocito zbog nedostatka tehnika iz kompleksne analize (svako harmonijsko
preslikavanje u ravni se moZe napisati kao zbir analiticke i antianaliticke funkcije).
Ovom disertacijom se uopstavaju rezultati iz ravni u prostor R™, a u nekim
slucajevima i poboljiavaju postojeéi oslabljenjem uslova glatkosti na granici slike. Stoga,
disertacija predstavlja znacajan doprinos u 1izuCavanju grani¢nih svojstva kvazikonformnih
harmonijskih preslikavanja. Kandidat odli¢no barata veoma komplikovanim matemati¢kim
aparatom koji ukljucuje Poissonov integral i modul krivih, i koristi interesantne matematicke
tehnike i pristupe u dokazivanju teorema.

Zakljucak: Prilikom izrade disertacije kandidat je koristio razligite metode realne
analize.

Znacajnu ulogu u dokazivanju rezultata disertacije ima Hardy-Littlewood teorema, koja
je u ovoj disertaciji uop§tena za harmonijske funkcije iz jedini¢ne lopte B prostora R™. Teorema
daje vezu izmedu koeficijenta u-Hélder neprekidnosti na sferi u odnosu na tacku n ES
harmonijske funkcije u = u(x), tj.

lu() —u(§)l

1l
fes,é#n ln — &lx (1)

1 vrijednosti

sup (1 = lIx)*#Ivu()l.  (2)

x€[0,n)

Konkretno, ovom teoremom se dokazuje direktna zavisnost (ekvivalencija) izmedu
ograniCenosti jedne 1 druge vrijednosti. Dokaz je izveden primjenom Poissonovog integrala.
Naime, svaka funkcija u: B € R™ — R, gdje je u harmonijska u jedini¢noj lopti B, a neprekidna

uB = BUS, se moZe predstaviti u sljede¢em obliku
1 — lixlI?
= —_— d :
ue) = | s u©)do(®)

gdje je 0 normalizovana povrSinska mjera na S.

Osim navedene generalizacije Hardy-Littlewood teoreme, dokazana je 1 odgovarajuéa
verzija teoreme u slucaju da je 1 > 1. Ako za fiksirano 1 € S, vazi nejednakost

lu() —u(El < Mip - &l#,  za¢es,



onda je IVu(x)ll < C, za x iz duzi [0, ), gdje je C konstanta koja zavisi samo od uiM,

Dakle, teorema donosi ekvivalenciju izmedu dva uslova, pri ¢emu jedan se odnosi na
sferu, a drugi na unutranjost lopte B. Nacin na koji se ta veza koristi predstavlja glavni
momenat u dokazu rezultata (1) i (3). Naime, kandidat koristi Jednu zanimljivu tehniku koja
omogucava sukcesivno pobolj§anja Holder neprekidnosti u Jedini¢noj lopti B, imajuéi kao
bazni slucaj B-Hélder neprekidnost koje se dobija primjenom Morijeve teoreme. Koristeéi
uslov C1* granice kodomena, granica kodomena se moZe lokalno predstaviti kao grafik C1%
funkcije. To omogudéava da n—ta koordinata funkcije f u odnosu na jednu fiksiranu tacku bude
(1 + a)B-Holder neprekidna u S, $to na osnovu pomenute Hardy-Littlewood teoreme daje
ogranicenost vrijednosti (2). Koriste¢i kvazikonformnost preslikavanja f tu nejednakost
kandidat prvo prenosi i na ostale koordinate funkceije f, a koriste¢i pogodne izometrije i na sve
ostale tacke iz jedini¢ne lopte. U tom momentu, Hardy-Littlewood teorema daje (1 + a)f-
Holder neprekidnost preslikavanja u &itavoj lopti. Sukcesivnom primjenom ovog postupka,
kandidat dobija da je f u-Holder neprekidno za sve y € (0,1). Prelazak iz Holder
neprekidnosti u Lipschitz neprekidnost je ostvaren na analogan nacin kao za preostale iteracije,
osim $to se u tom slucaju koristi Hardy-Littlewood teorema za slucaj pu > 1.

U zakljucku, kandidat je pokazao sistemati¢an pristup u bavljenju nau¢nim radom, $to je
potvrdeno i objavljivanjem nau¢nih radova.

Na osnovu prethodnog, Komsija konstatuje da doktorska disertacija kandidata MSc
Antona Gjokaja ispunjava sve formalne, pravne i sustinske uslove, kao i sve kriterijume koji se
primjenjuju prilikom vrednovanja doktorske disertacije. Komisija smatra da doktorska
disertacija ima originalni nauéni doprinos, koji se ogleda u teorijskom doprinosu teoriji
kvazikonformnih i1 harmonijskih preslikavanja.

Imajuci u vidu kvalitet ostvarenih rezultata, Komisija sa zadovoljstvom predlaze Vijecu
Prirodno-matematickog fakulteta i Senatu Univerziteta Crne Gore da prihvati doktorsku
disertaciju pod nazivom “Granicna svojstva kvazikonformnih harmonijskih preslikavanja u
prostoru” kandidata MSc Antona Gjokaja i odobri njenu javnu odbranu.

Podgorica, 05.07.2023. godine KOMISTJA:
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vanredni profesor Prirodno-matemati¢kog fakulteta Univerziteta Crne Gore
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OCJENA DOKTORSKE DISERTACIE

OPSTI PODACI O DOKTORANDU

Titula, ime 1 prezime MSc Anton Gjokaj
Fakultet Prirodno-matematicki fakultet
Studijski progtam Matematika
Broj indeksa 2/19
MENTOR/MENTORI
Prirodno-matematicki ~ fakultet,
Prvi mentor Prof. dr David Kalaj Univerzitet Crne Gore, Crna
Gora
Drugi mentor - .

KOMISIJA ZA OCJENU DOKTORSKE DISERTACIJE

Prof. dr Darko Mitrovié Iirlrc)dno-mafemattckl fakultet, Univerzitet
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Prof. dr Marijan Markovié
J Crne Gore, Crna Gora

.. C Prirodno-matematicki f: verzi
Prof. dr Pordije Vujadinovié dno-matematicki fakultet, Univerzitet
Crne Gore, Crna Gora

Datum znacajni za ocjenu doktotske disertacije

Doktorska disertacija i Izvjestaj Komisije dostavljen Biblioteci
UCE

Javnost informisana (dnevne novine) da su Doktorska
disertacija i Izvjestaj Komisije dati na uvid

Sjednica Senata na kojoj je izvtseno imenovanje Komisije za

: : 4 23.06.2023.
ocjenu doktorske disertacije uba02

Uvid javnosti

U predvidenom roku za uvid javnosti bilo je primjedbi? |
OCJENA DOKTORSKE DISERTACIJE
1. Pregled disertacije (bibliografski podaci o disertaciji i saZetak disertacije)

Kandidat MSc Anton Gjokaj je 2019. godine upisao doktorske studije matematike.
Polozio je sve ispite koji su predvideni Planom doktroskih studija koji su usvojeni na Prirodno-
matemati¢kom fakultetu u Podgorici. Nakon uspje$ne odbrane polaznih istrazivanja 2022.
godine, odobrena mu je izrada doktorske disertacije “Granicna svojstva kvazikonformnih
harmonijskih preslikavanja u prostoru .

U ovoj doktorskoj disertaciji kandidat ispituje Lipschitz i Holder neprekidnost

Obrazac D3: Ocjena doktorske disertacije 1/7
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’_generalizuje poznate rezultate iz ravni.

Disertacija se sastoji od rezimea, abstracta na engleskom jeziku, predgovora, tri glave,
12 slika, spiska specijalnih oznaka i spiska literature.

Prve dvije glave imaju uvodni karakter i sadrze poznate rezultate koje se odnose na
teortju Laplaceove i Poissonove jednaéine (prva glava), odnosno kvazikonformnih
preslikavanja (druga glava). Rezultati su ilustrovani dodatnim primjerima i djelimi¢no
prikazani na originalan nadin zbog potrebnih modifikacija koje se odnose na rezultate
istrazivanja.

Prva glava je posvecena rjeSavanju Dirichletovog problema za Jedini¢nu loptu B i
odgovarajuc¢eg nehomogenog Dirichletovog problema za loptu, odnosno rjeSavanju Poissonove
parcijalne diferencijalne jednacine u slabom smislu. Prvo su uvedena harmonijska
preslikavanja, dokazana je Greenova reprezentacija a zatim razmatran Dirichletoy problem za
loptu i nehomogeni Dirichletov problem u slabom smislu.

U drugoj glavi je izloZen pregled osnovnih pojmova iz teorije kvazikonformnih
preslikavanja u prostoru. Najprije je dat geometrijski pristup kroz formulaciju pojma modula
krivih, a zatim 1 analiticki pristup, uz dokaz osnovnih svojstva i uz dodatne primjere. U
drugom djelu ove glave, izuavajuéi modul krivih, odnosno utvrde¢i njegova svojstva i
posmatrajuci familije krivih koje spajaju komponente povezanosti Grotzschovog i
Teichmiillerovog prstena, dat je dokaz Morijeve teoreme za kvazikonformna preslikavanja iz
B u B, koje centar 0 slikaju u sebe. Ovim dobro poznatim rezultatom se obezbjeduje a-Holder

1
neprekidnost preslikavanja, za @ = K1-n, sa Holder koeficijentom koji zavisi samo od K.

Treca glava predstavlja dokaze hipoteza doktorske disertacije, originalne rezultate
kandidata koji su objavljeni u ¢asopisima sa SCIE liste. Uopstena je Hardy-Littlewood teorema
1 za prostor, kroz dvije razliCite verzije. U slucaju kada je slika prostorna oblast sa
C'* granicom, Lipschitz neprekidnost je dokazana i u slucaju kvazikonformnih preslikavanja
koja su harmonijska, i u slucaju kada se uslov harmoni¢nosti (da je Laplasijan jednak nula)
zamijeni uslovom da je Laplasijan iz LP prostora. U slu¢aju kada kodomen je prostorna oblast
sa C* granicom, ukazano je na primjere zbog kojih ne vazi Lipschitz neprekidnost i dokazana
je Holder neprekidnost sa uniformnim koeficijentom za tu familiju preslikavanja.

2.  Vrednovanje disertacije
2.1. Problem (navesti nerijeSena i kontraverzna misljenja o istrazivackom problemu i

dosadasSnjim pokuSajima rjeSavanja problema, rjesenja do kojih su dosli drugi autori, ocjenu
osnove disertacije u skladu sa radovima i istraZivanjima kandidata i nacin njihove veze sa
samom disertacijom)

Centralna tema ove disertacije je ispitivanje modula neprekidnosti kvazikonformnih
harmonijskih preslikavanja iz jedini¢ne lopte prostora u oblast sa granicom odredene glatkosti.

Obrazac D3: Ocjena doktorske disertacije 2/
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Imajuci u vidu da analiti¢ka preslikavanja u ravni su i harmonijska, finski matematicar
O. Martio je prvi izudavao kvazikonformna harmonijska preslikavanja kao generalizaciju
analitickih preslikavanja u ravni. Od tada problem Hélder i Lipschitz neprekidnosti
kvazikonformnih harmonijskih preslikavanja izmedu oblasti u ravni sa unaprijed zadatim
svojstvima izazvao je veliko interesovanje matematiéara.

Bitan trenutak u intenzitetu razvoja ove oblasti predstavlja rad M. Pavlovica
iz 2002. godine, gdje je izmedu ostalog dokazano da kvazikonformna harmonijska
preslikavanja iz jedini¢nog diska D u sebe su bi-Lipschitz neprekidna. Nakon toga, niz
matematiCara (D. Kalaj, M. Mateljevi¢, K. Astala, D. Partyka, M. Arsenovié itd.) se posvetio
radu na ovoj temi i dobijeni su interesantni rezultati kroz uopstavanje rezultata na razne oblasti
u ravni (na primjer izmedu oblasti sa granicama C1% glatkosti, odnosno oblasti sa granicama
C* glatkosti) ili kroz olakSavanje uslova harmoni¢nosti funkcije (Laplasijan funkcije pripada
nekom integrabilnom prostoru).

Medutim, osjetno manje ima analognih rezultata u prostoru (u R™, za n >
3 ), naroCito zbog nedostatka tehnika iz kompleksne analize (svako harmonijsko
preslikavanje u ravni se moZe napisati kao zbir analiticke i antianaliticke funkecije).
Ovom disertacijom se uop$tavaju rezultati iz ravni u prostor R™, a u nekim
slu¢ajevima 1 poboljSavaju postojeéi oslabljenjem uslova glatkosti na granici slike. Stoga,
disertacija predstavlja znacajan doprinos u izuavanju grani¢nih svojstva kvazikonformnih
harmonijskih preslikavanja. Kandidat odli¢no barata veoma komplikovanim matemati¢kim
aparatom koji ukljucuje Poissonov integral i modul krivih, i koristi interesantne matematidke
tehnike 1 pristupe u dokazivanju teorema.

2.2.  Ciljevi i hipoteze disertacije
Glavni ciljevi disertacije su:

1) Ispitivanje Lipschitz neprekidnosti kvazikonformnog harmonijskog preslikavanja
iz jedini¢ne lopte u R™ na prostornu oblast  sa C** granicom.

2)  Ispitivanje Holder neprekidnosti kvazikonformnog harmonijskog preslikavanja
iz jedini¢ne lopte u R™ na prostornu oblast  sa C* granicom.

3)  Ispitivanje Lipschitz neprekidnosti kvazikonformnog preslikavanja f koje
zadovoljava uslov Af = g, gdje je g € LP,za p > n, iz jedini¢ne lopte u R™ na prostornu
oblast Q sa C1** granicom.

2.3. Bitne metode koje su primijenjene u disertaciji i njihovu primjerenost. Ako je
primijenjena nova ili dopunjena metoda, opisite sta je novo

Znacajnu ulogu u dokazivanju rezultata disertacije ima Hardy-Littlewood teorema, koja

je u ovoj disertaciji uopStena za harmonijske funkcije iz jediniéne lopte B prostora R™. B
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Teorema daje vezu izmedu koeficijenta u-Holder neprekidnosti na sferi u odnosu na tacku
n € S harmonijske funkcije u = u(x) , tj.

4 lu(n) —u(®)l
restan T —EiE

(1
1 vrijednosti

sup (1 — Ik #Ivuol.  (2)
X€E[0M)

Konkretno, ovom teoremom se dokazuje direktna zavisnost (ekvivalencija) izmedu
ograni¢enosti jedne i druge vrijednosti. Dokaz je izveden primjenom Poissonovog integrala.
Naime, svaka funkcija u: B € R" - R, gdje je u harmonijska u jedini¢noj lopti B, a

neprekidnau B = B U S, se moZe predstaviti u sljede¢em obliku

1 —lxli?
ue) = | g 6o ®),

gdje je o normalizovana povr$inska mjera na S.

Osim navedene generalizacije Hardy-Littlewood teoreme, dokazana je i odgovarajuca
verzija teoreme u slucaju da je u > 1. Ako za fiksirano n € S, vazi nejednakost

lu(n) —u(l < Mln = &lI#, zaf €S,
onda je IVu(x)ll < C, za x iz duzi [0,7), gdje je C konstanta koja zavisi samo od i M.

Dakle, teorema donosi ekvivalenciju izmedu dva uslova, pri éemu jedan se odnosi na
sferu, a drugi na unutraSnjost lopte B. Nacin na koji se ta veza koristi predstavlja glavni
momenat u dokazu rezultata (1) i (3). Naime, kandidat koristi jednu zanimljivu tehniku koja
omogucava sukcesivno poboljSanja Hélder neprekidnosti u jedini¢noj lopti B, imajuéi kao
bazni slu€aj B-Holder neprekidnost koje se dobija primjenom Morijeve teoreme. Koristedi
uslov C1* granice kodomena, granica kodomena se moZe lokalno predstaviti kao grafik ¢+
funkcije. To omoguéava da n—ta koordinata funkcije f u odnosu na jednu fiksiranu tacku bude
(1 + a)B-Hélder neprekidna u S, §to na osnovu pomenute Hardy-Littlewood teoreme daje
ogranicenost vrijednosti (2). Koriste¢i kvazikonformnost preslikavanja f tu nejednakost
kandidat prvo prenosi i na ostale koordinate funkcije f, a koriste¢i pogodne izometrije i na sve
ostale tacke iz jedini¢ne lopte. U tom momentu, Hardy-Littlewood teorema daje (1 + a)f—
Holder neprekidnost preslikavanja u €itavoj lopti. Sukcesivnom primjenom ovog postupka,
kandidat dobija da je f u-Holder neprekidno za sve u € (0,1). Prelazak iz Holder
neprekidnosti u Lipschitz neprekidnost je ostvaren na analogan nadin kao za preostale iteracije,
osim §to se u tom slucaju koristi Hardy-Littlewood teorema za sluéaj u > 1.
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U zakljucku, kandidat je pokazao sistemati¢an pristup u bavljenju nauénim radom, §to
Je potvrdeno i objavljvanjem nau¢nih radova.

2.4. Rezultati disertacije i njihovo tumacenje

Originalni rezultati kandidata su:
1) kvazikonformno harmonijsko preslikavanje iz jedini¢ne lopte u R™ na prostornu
oblast Q sa C*% granicom je Lipschitz neprekidno.

2)  kvazikonformna harmonijska preslikavanja, koja pripadaju Bloch prostoru, iz
jedini¢ne lopte u R™ na prostornu oblast ) sa € granicom su uniformno Hélder neprekidna.

3)  kvazikonformno preslikavanje f koje zadovoljava uslov 4 f =g, gdieje g € LP,
zap > n, iz jedini¢ne lopte u R™ na prostornu oblast ( sa 1% granicom je Lipschitz
neprekidno.

Rezultati predstavljaju generalizaciju dobijenih rezultata u ravni. Rezultat 3) u prostoru
je ve¢ dokazan u slucaju da Q ima C? granicu, pa zato predstavlja i pobolj$anje veé poznatih
rezultata.

2.5, Zakljucci (usaglasenost sa rezultatima i logicno izvedeno tumacenje)

Dati zakljucei unutar ove doktorske diertacije dati su logi¢kim slijedom. Sva tvrdenja
su dokazana koriS¢enjem matematickog aparata, a proizilaze iz jasno potkrijepljenih i
obrazloZenih ¢injenica.

3.  Konadna ocjena disertacije

3.1.  UsaglaSenost sa obrazlozenjem teme

Disertacija je usagladena sa obrazloZenjem teme.

3.2, Mogucnost ponovijivosti

Ponovljivnost rezultata dobijenih u disertaciji je moguéa, uz postovanije metodologije i

zadatih uslova.

3.3.  Buducla istrazivanja

Ostaje otvoreno pitanje da li rezultat 2) vazi i bez uslova da preslikavanje pripada
Bloch prostoru kao 1 da li rezultati vaze i u slu¢aju kada se umjesto lopte u domenu posmatra
oblast sa granicom odredene glatkosti.

3.4.  Ogranicenja disertacije i njihov uticaj na vrijednost disertacije

Nema posebnih ogranic¢enja.

Orginalni nauéni doprinos

. U pogledu nauc¢nog doprinosa izdvajamo sljedece:

1)  dokaz Hardy-Littlewood teoreme za prostor.
2)  kvazikonformno harmonijsko preslikavanje iz jedini¢ne lopte u R™ na prostornu
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oblast sa granicom je Lipschitz neprekidno.

3)  kvazikonformna harmonijska Bloch preslikavanja iz jediniéne lopte u na
prostornu oblast sa granicom su uniformno I1&lder neprekidna.

4 kvazikonformno preslikavanja koje zadovoljava uslov , gdje je , iz jedini¢ne
lopte u na prostornu oblast sa granicom je Lipschitz neprekidno.

Rezultati koji predstavljaju originalni doprinos disertacije su publikovani kroz dva
rada u Casopisima sa SCI/SCIE liste i kroz izlaganje na jednom simpozijumu.

Misljenje i prijediog komisije

Na osnovu prethodnog, Komsija konstatuje da doktorska disertacija kandidata MSc Antona
Gjokaja ispunjava sve formalne, pravne i sustinske uslove, kao i sve kriterijume koji se
primjenjuju prilikom vrednovanja doktorske disertacije. Komisija smatra da doktorska
disertacija ima originalni nau¢ni doprinos, koji se ogleda u teorijskom doprinosu teoriji
kvazikonformnih i harmonijskih preslikavanja.

Imajuci u vidu kvalitet ostvarenih rezultata, Komisija sa zadovoljstvom predlaze Vijec¢u
Prirodno-matematickog fakulteta i Scnatu Univerziteta Crne Gore da prihvati doktorsku
disertaciju pod nazivom “Granicna svojstva kvazikonformnih harmonijskih preslikavanja u
prostoru” kandidata MSc Antona Gjokaja i odobri njenu javiu odbranu.

Izdvojeno misljenje

(popunit ukoliko ncki ¢lan komisije ima izdvojeno misljenje)
Ime i prezime

Napomena

(popuniti po potrél?i)

' XOMISIJA ZA OCJENU DOKTORSKE DISERTACIJE
Prof. dr Darko Mitrovié, Prirodno-matematicki fakultet,
Univerzitet Crne (vore, Crna Gora m

Prof. dr David Kalaj, Prirodno-matematicki fakultet, Univerzitet JZ&/\/
Crne Gore, Crna Gora

Prof. dr Miodrag Mateljevié, Matematiéki fakltet, Univerzitet u M W
Beogradu, Srbija .

Prof. dr Marijan Markovié, Pritodno-matematicki fakultet, A » /y b %
T, . . ¢ lry, i /
Univerzitet Crne Gore, Crna Gora (A /‘/ & Ierteewt f
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