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ObrazloZenje teme

Grasmanove mnogostrukosti predstavljaju jedan od osnovnih objekata za izucavanje
problema koji su na dodiru algebarske geometrije i algebarske topologije. Predmet izu¢avanja
torusne geometrije su algebarske mnogostrukosti koje se dobijaju kao zatvorenje jedne orbite
algebarskog torusa. Ekvivarijantna struktura ovih mnogostrukosti u odnosu na dejstvo
maksimalnog kompaktnog torusa, koji je sadrZan u algebarskom torusu, moZe biti efektivno
opisana u pomocu kombinatorne strukture momentnog politopa i karakteristiéne funkcije.
Pitanje koje se prirodno namece u ovom kontekstu jeste proucavanje algebarskih
mnogostrukosti sa dejstvom algebarskog torusa  ¢&ija familija algebarskih torusnih orbita daje,
na neki nacin, dobru stratifikaciju same mnogostrukosti. Prvi netrivijalni primjer jeste prostor
orbita. X = Gpo/T™ kompleksne Grasmanove mnogostrukosti Gn,2, koja predstavlja
dvodimenzionalne kompleksne potprostore u €™, u odnosu na kanonsko dejstvo
kompaktnog torusa T™. Iz rezultata Gelfanda i Serganove [11] slijedi da se struktura
stratifikacije orbita algebarskog torusa, odnosno lijepljenje stratuma, u slucaju Gy, moze
cksplicitno opisati, s obzriom da se topoloska granica svakog stratuma moZe predstaviti kao
unija stratuma. Ovo ne vazi u opstem slucaju, to jest za Grasmanove mnogostrukosti G ks
kadajen =27, k = 3, kao $to je pokazano na primjeru G5 u[11], [3].

Pregled istraZivanja

Istrazivanje prostora orbita X, zajedno sa kanonskim preslikavanjem momenta {i: X,, =
Ay gdje Ay, oznacava hipersimpleks, motivisano je idejom da se prosire metode torusne
topologije na dejstvo torusa pozitivne sloZenosti u smislu rezultata radova Goresky i
MacPherson [12], Gelfand i Setganova [11], Buchstaber i Terzi¢ [3], te Ajzenberg i Masuda
u [1]. Rezultati ovih radova sugeri$u da slu¢aj k = 2 treba proucavati uzimajuéi u obzit
specifi¢nosti prostora Gy, 5.

Kapranov je u [14] povezao dejstvo grupe T" na Gy, sa pojmom Cauovog (Chow)
koli¢nika iz algebarske geometrije. Kapranov je pokazao da je Cauov koli¢nik je izomorfan
Grotendik-Knudsonovom prostoru modula M 4, , koji predstavlja stabilne racionalne ktive
roda nula sa n fiksiranih uredenih tacaka. Ovi radovi privukli su veliku paZnju, §to je
rezultiralo nizom radova na srodne teme [3], [11], [1], itd.

Kompleksni projektivni prostor C PRt Gp,1 sastandardnim dejstvom algebarskog torusa
(C*)™ i indukovanim dejstvom kompaktnog torusa T™ < (C*)™ klju¢ni je objekat torusne
geometrije i torusne topologije, vidi [3]. Dobro je poznato da se prostor otbita Gy, 1 /T™
moze identifikovati sa simpleksom A™1 | koji predstavlja standardan primjer glatke
mnogostrukosti sa uglovima.

U novijim radovima [5] i [19], prostori orbita Xy = G45/T* 1 X5 = Gs,/T° su eksplicitno
opisani, dok je opsezno istrazivanje dejstva torusa T™ na Gpp za k = 2 uradenou
radovima [3] i [1] u kontekstu teorije (2n, k)-mnogostrukosti.

U radu [6] je dokazano da je prostor X, homeomorfan sferi S . Prema S. Smale [25] , sfera
S® ima jedinstvenu glatku strukturu. Ipak, prostor X, je samo topoloska sfera, odnosno nije
moguée uvesti glatku strukturu na X, , tako da prirodna projekcija Ggp = Gy4p/T* bude
glatko preslikavanje. Prostor X5 nije mnogostrukost, s obzitim daje uradu Suess-a [19],
vidi takode [7] izracunato da netrivijalne homoloske grupe za X5 imaju vtijednost Z u
dimenzijama 0 1 8, dok je u dimenziji 5 homoloska grupa Z,, pa nije zadovoljena
Poenkareova dualnost.

Opstiji rezultat je dokazan u [15], odnosno dokazano je da je prostor orbita Hamiltonovog
torusnog dejstva slozenosti jedan u opstem polozaju homeomotfan sferi. Ovaj rezultat je
pobolj$an u radu [1], gdje je pokazano da je prostor orbita mnogostrukosti M?™ u odnosu
na totusno dejstvo slozenosti 1 u opStem polozaju i sa konacnim nepraznim skupom fiksnih
tacaka, homoloska (n + 1)-sfera, ukoliko su neparne homologije za M an trivijalne. U radu
[1] ovaj rezultat je dalje razvijen uvodenjem pojma j-opitosti tezina za dejstvo torusa T* na
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M#™ . Taénije, dokazano je da, ako je M?™ ekvivarjantno formalna i dejstvo ima izolovane
fiksne tacke, tada j -opstost tezina implicira (j + 1)-acikli¢nost prostora orbita M2™/Tk.

Cilj i hipoteze

Glavni ciljevi disertacije su:
1) Izracunavanje homoloskih grupa sa Z; koeficijentima za X metodom razli¢itom od
7)i19],
2) Izracunavanje homoloskih grupa sa Z, koeficijentima za X,
3) Induktivno opis strukture homologkih grupa sa Z; koeficijentima za opti slucaj X,,.
4)  Opisati strukturu mreze, odnosno refetke aranzmana hiperravni G(n, 2).

Materijali, metode i
plan istraZivanja

Proucavamo homologije prostor otbita X, sa Z,-koeficijentima. Polazimo od modela
(U, Pn) za Gpp/T™ kojije konstruisan u [2], gdje je U, = A, X F,, za glatku
mnogostrukost F,, , koja se naziva univerzalni prostor parametara,i p,: U, = X, je
neprekidna projekcija. Prostor X, je kolicniki prostor za U, definisan preslikavanjem p,,.

Osnovni rezultat iz konstrukcije ovog modela, koja je data u radu Buchstaber-Terzié [2], a
koji koristimo u nasem istrazivanju sastoji se u tome da se X, moze predstaviti kao
disjunktna unija prostora {C, X F,} . Ovdje su C, komore hipersimpleksa A, , koje
odgovaraju njegovoj dekompoziciji datoj svim moguéim presjecima matroida, tj. dopustivih
politopa. Prostori Fy; su prostori orbita za }Fl (Cy) uodnosuna kanonsko dejstvo
algebarskog torusa (C*)™, gdeje {l: Gpo/T™ — A, 5 preslikavanje indukovano
standardnim preslikavanjem momenta p: Gy 5 = Ay 5. Odgovarajuéa Celijska dekompozicija
prostora X, je data elijskom dekompozicijom svakog prostora F, . Karakteristi¢na
preslikavanja su data karakteristicnim preslikavanjima celijske dekompozicije 4, , na
komore C,, , karakteristi¢cnim preslikavanjima celijske dekompozicije F 1 preslikavanjima
koja definiSu zatvorenje strata u Gy, . Naime, u [11] je pokazano da je zatvorenje bilo
kojeg stratuma W unijastrata Wy zaneko 6’ € o .S druge strane, iz [5] slijedi da je
u(W,) = int(P,) , §to je relativna unutrainjost politopa Py € A, , , nazvanog dopustivi
politop. Konkretno, ako je Pz strana maksimalne dimenzije dopustivog politopa F; , tada
stratum W5 , za koji vazi u(Ws) = int(Ps) , ptipada granici stratuma W . Pored toga,
dokazano je u [3] da postoji neprekidna sirjekcija Ng5: Fy = F5 . Ako C, ima stranu
maksimalne dimenzije Cg , tada vazi Cg =N Pz za strane maksimalne dimenzije Pg
politopa F; , gde je 0 € w. Posljedicno ¢emo pokazati da neprekidna sitjekcijang s daje
neprekidnu sitjekeiju N, z: Fy = Fg -

Univerzalni prostor parametara F,, definisan je u [3] za dejstvo torusa T* na glatku
mnogostrukost M2™ | a detaljno izuden za dejstvo torusa T™ na Gpp u [6], [2] 1 [7].
Konkretno, u [7] je dokazano da je F,, glatka mnogostrukost, difeomorfna prostoru
modula My, stabilnih glatkih krivih roda nula sa n fiksiranih razlicitih tacaka. Stavise, u
[2] je dokazano da postoji neprekidna sirjekcija po,: Fy, = F, za svako w . Ovo
preslikavanje indukuje relacije na generatorima homoloskih grupa prostora Fy, sa relacija na
generatorima homologkih grupa prostora F,,. Generatori homoloskih grupa za F,, , kao i

njihove relacije, odredeni su u radu Keel-a [16], a njegovi rezultati su dalje generalizovani u
[18] 1 [8].

Slo¥enost proudavanja prostora otbita M?"/T¥ i njihove homoloske strukture prati




sloZenost dejstva torusa. Homologija kvazitorusnih mnogostrukosti M2™/T™ | koje
pripadaju klasi mnogostrukosti sa torusnim dejstvom sloZenosti nula, odredena je
kombinatorikom momentnog politopa Pk Integralne homologije prostota otbita X, koji
predstavlja primjer dejstva torusa slozenosti 1, su izra¢unate u [4]. Integralne homologije
prostora orbita X, koji predstavlja primjer dejstva totusa sloZenosti 2, izracunata je u [7] i

[19].

Plan rada se sastoji od induktivnog opisivanja strukture ciklova za opsti slucaj X, i
izuCavanje nacina za izracunavanje homoloskih grupa za X, sa Z3 -koeficijentima.

Plan je ida se dobijeni rezultati primijene za izracunavanje homoloskih grupa sa Zo-
koeficijentima prostora Xg, koriste¢i gore pomenute generatore za prostore Fy; ina njima
indukovane relacije iz homoloskih grupa prostora Fs. Ovaj pristup  se razlikuje od
pristupa koris¢enih u [7] i [19]. Pored toga, izracunacemo homoloske grupe sa Z -
koeficijentima za Xg¢ , koje su do sada nijesu bile poznate. Prostor Xg je primjer torusnog
dejstva slozenosti 3.

U radu [2] je dobijen ikombinatorni opis dopustivih politopa hipersimpleksa A, preko
aranzmana hiperravni G(n, 2) . U okviru toga je pokazano da resetka L(g (n, 2)) ovog
aranzmana daje dekompoziciju za A, ; koja je nazvana dekompozicija na komote i svaki
elemenat ovakve dekompozicije se naziva komora C,. Kako se prostor X, moze predstavit
kao disjunktna unija prostora {C, X E,}, rezulati o strukturi ove resetke imaju direktan
uticaj na bolje razumijevanje topologije naseg prostora X,. Mi ¢emo raditi na izucavanje
ovakve reSetke uz pomoc¢ opstih metoda enumerativhe kombinatorike, koji se mogu nadi

na primjer u radovima [21],[22] 1 [23].

Ocdekivani nauéni
doprinos

Prvi doptinos sastoji se u opisu ciklova u slucaju opsteg X, koje bivodili do uspjesne
primjene predstavljene metode za eksplicitno izracunavanje homologkih grupa za X, sa Zy
-koeficijentima. U tom smislu ocekujemo da eksplicitno odredimo Z;-homologije za
sluéajeve X5 i X4. Osim toga, oéekujemo da opis redetke  L(G(n, 2)) pruzi dodatne
kombinatorne rezultate koji ¢e omoguditi dalje izucavanje topologije prostora Xp.

Spisak objavljenih
radova kandidata
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