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NASLOV PREDLOZENE TEME

Na sluzbenom jeziku Internalnost usrednjenih Gaussovskih i NAG kvadratura za neke
tezinske funkcije

Na engleskom jeziku Internality of averaged Gaussian and NAG quadrature for certain
weight functions

ObrazloZenje teme

Gaussove kvadraturne formule predstavljaju temeljni alat numeri¢ke analize za aproksimaciju
odredenih integrala sa maksimalnim algebarskim stepenom ta¢nosti. U primjenama je, medutim,
klju¢no procijeniti gresku 1 u slu¢aju kada je integrand proizvoljna realna funkcija, a2 ne samo
polinom. U tu svrhu Cesto se koriste Gauss-Kronrodove formule, koje su ekstenzija standardne
Gaussove kvadraturne formule. Ipak, za mnoge teZinske funkcije &vorovi Gauss-Kronrodove
kvadrature nijesu realni i leZe izvan intervala integracije, $taviSe oni mogu biti kompleksni brojevi,
§to ograni¢ava njithovu upotrebu. Kao alternativa, u istraZivanjima iz poslednjih 30-tak godina
razvijene su usrednjene Gaussove i NAG kvadrature, koje uvijek imaju realne ¢vorove.

Obrazac PD: Prijava teme doktorske disertacije 1/2



, UNIVERZITET CRNE GORE
UCG Obrazac PD: Prijava teme doktorske disertacije

Ipak ove formule obavezno ne posjeduju osobinu internalnosti, pa nisu primjenljive na funkcije
definisane iskljuivo na intervalu integracije. Prou¢avanje internalnosti usrednjenih Gaussovih i
NAG kvadratura za razlicite tezinske funkcije (npr. Jacobijeve, Chebyshevljeve i njihove
modifikacije) ima prakti¢an znadaj, posebno u slucajevima kada su integrandi definisani samo na
ntervalu ili sadrZe singularitete van njega.

Pregled istrazivanja

Prica o Gaussovim kvadraturama zapocinje s Newtonom i Cotesom. Newton je 1676. godine prvi
predloZio opsti metod za priblizno odredivanje integrala. Nezavisno od njega, Cotes je razvio sliéne
metode, koje je kasnije po formi uobli¢io nakon $to je upoznat s Newtonovim idejama. Danas su
te formule poznate pod imenom Newton-Cotesove formule. Godine 1814. Gauss koristi njihove
rezultate kao polaznu tacku, kombinujudi ih sa sopstvenim istraZivanjem hipergeometrijskih
redovima, éime razvija novu metodu numericke integracije koja znacajno unapreduje tadanje
pristupe. Njegov rad je kasnije pojednostavio i formalno uoblicio Jacobi, dok su ga tokom druge
polovine 19. vijeka dalje razvijali Mehler, Christoffel i drugi. Na kraju se formira koherentna teorija
lvadraturnih formula, koju je prvi put sistematski izloZio Christoffel (1877), pa zatim Radau (1880)
i Heine (1881) u svojim radovima o sfernim funkcijama.

Christoffel je Gaussovu 1 Jacobijevu teoriju uopstio na slucaj teZinske integrala tipa

b
1) = f ) wx) dx

gdje je w(x) nenegativna, integrabilna funkcija, a [a, b] konacan interval. Kasnije su uslijedile
dodatne generalizacije na proizvoljne pozitivne mjere dA(t) kako na konaénim, tako i na
beskonacnim intervalima — §to je doprinos Stieltjesa sa samog kraja 19. vijeka. Ovi pionirski radovi
postavili su temelje za razvoj brojnih varijanti kvadraturnih formula tokom 20. vijeka i dalje, sve do
savremenih istrazivanja.

Medu svim kvadraturnim formulama sa n ¢vorova koje se koriste za aproksimaciju integrala

b : o ;
J, £() w(x) dx Gaussova kvadraturna formula G, (f) = 37, w;f (t;) ima najvedi algebraski
stepen tacnostt. Cvorovi T; se biraju da budu nule odgovarajuéeg ortogonalnog polinoma B, dok syl

w; pozitivne teZine [16, 17]. Ortgonalni polinomi {Py }y-, zadovoljavaju dobro poznatu troélanu
rekurzivnu relaciju

Pri1(x) = (x — o) P (x) = By Pr-1(x), k = 0.

Primjenom Golub-Welsh-ovog algoritma [15] ¢vorove i teZine Gaussove kvadraturne formule se
mogu efikasno izracunati koriste¢i O (n?) aritmeti¢kih operacija. Bududi da je relativno efikasno
moguce odrediti ¢vorove i tezine formule G,, (f) preostaje vazan problem odredivanja magnitude
oreske |1(f) — G, (f)|. Odredivanje grefke omoguéava odredivanje broja ¢vorova n koji je
potreban za izracunavanje vrednosti integrala sa Zeljenom tac¢nos§céu. Preveliki broj évorova n
dovodi do bespotrebnih izrac¢unavanja vrednosti funkcije f $to moZe biti racunski skupo. Popularan
pristup sastoji se u ra¢unanju nove kvadraturne formule Q,(f), gde je s > n, sa veéim stepenom
tadnost, te procjeni greske formulom |Q5(f) — G, ().
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Klasican izbor za Qs je Gauss-Kronrod-ova formula [7], koja predstavlja ekstenziju Gaussove
lcvadrature jer ima dodatnih 1 + 1 évorova i algebarski stepen ta¢nosti bar 3n + 1. Medutim,
dodatni &vorovi Gauss-Kronrod-ove kvadrature za mnoge teinske funkcije ne pripadaju intervalu
integracije, tj. te formule imaju kompleksne évorove ili &orove koji leZe izvan intervala integracije.

Kao alternativu, D. Lautie [5] i M. Spalevié [6] razvijaju usrednjene i generalizovane usrednjene
kvadrature, koje postoje u sluéajevima kad Gauss-Kronrod-ove formule ne postoje. Jos jedna
prednost novopredloZzenih metoda u odnosu na Gauss-Kronrod-ove formule ogleda se u
jednostavnijoj konstrukeiji koja je data u radovima [5] i [6]. Osim njih, nedavno je najnovija verzija
ustednjenih kvadratura, u literaturi nazvana NAG formule (kvadraturne formule bazirane na dvema
tezinskim funkcijama), predloZena u radu [14].

Ipak, pomenute formule nisu internalne za neke tezinske funkcije, §to ogranicava njihovu upotrebu
u slucaju kada je integrand f definisan samo na intervalu integracije ili ima singularitete izvan njega.
Problem internalnosti pomenutih formula postao je predmet veceg interesovanja u posljednjoj

deceniji. Osobina internalnosti ovih formula ispitivana je za razne tezinske funkcije u radovima [1,2
3,4, 8,9, 14, 19].

U radu [5] M. Spalevi¢ daje neophodan i dovoljan uslov za internalnost usrednjenih i
generalizovanih usrednjenih kvadratura za Jakobijeve teZinske funkcije. Osim toga, u radovima [1,
2] razmatra se internalnost ovih formula, kao i njihovih | skracenih* (truncated) varijanti za slucaj
modifikovanih Chebyshevljevih tezina prvog, tredeg 1 éetvrtog reda. Isti problem, za slucaj
Jakobijevih teZina modifikovanih linearnim faktorom i linearnim divizorom, razmatran je u radu [9]-
Medutim, pitanje internalnosti za slucaj Jakobijevih i Chebyshevljevih teZina modifikovanih
kvadratnim faktorom i divizorom ostaje otvoreno.

Cilj i hipoteze

Glavni ciljevi disertacije su:

1) Ispitivanje internalnosti usrednjenih i generalizovanih usrednjenih Gaussovih kvadratura kao
1 skracenih varijanti za slucaj Jakobijevih teZinskih funkcija modifikovanih kvadratnim
faktorom

2) Ispitivanje internalnosti usrednjenth i generalizovanih usrednjenih Gaussovih kvadratura kao
1 skracenih varijanti za slucaj Jakobijevih teZinskih funkcija modifikovanih kvadratnim
divizorom

3) Ispitvanje internalnosti NAG kvadratura za slu¢aj Jakobijevih teZinskih funkcija
modifikovanih kvadratnim divizorom

4) Sprovodenje odgovarajucih eksperimenata u programskom okruzenju Matlab kojima ée se
potvrdivati teorijski rezultati

Napomena: Jacobijeve tezinske funkcije kao svoje specijalne slucajeve ukljucuju Chebyshevljeve

tezine I, IL ITL 1 IV tipa.

Materijali, metode i plan istraZivanja

Proucavamo internalnost i performanse viSe varijant usrednjenih kvadratura Gaussovog tipa.
Polazimo od radova Lauria [6] i Spalevi¢a [5] u kojima su uvedene i analizirane usrednjene
Gaussove kvadrature G5,.1(f) 1optimalne usrednjene Gaussove kvadrature Gini1(f), kaoiod
novijih nedavno predstavljenih usrednjenih kvadratura G2, .4 (f) poznatih pod nazivom NAG
kvadrature [14]. Poznato je da ¢vorovi formula Gy q (f) i Ginyq(f) Cine nadskup skupa
¢vorova polazne Gausove kvadrature G, (f) i da njihovih dodatnih n + 1 &vorova preplicu
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(separisu) postojece cvorove Gaussove kvadrature, kao 1 da su teZinski koeficijenti w; pozitivni, $to
je pozeljna osobina kod svih kvadratura. Osim toga poznato je da se dodatni &vorovi formula
Gine1(f) 1 G3ny1(f) mogu odrediti kao nule polinoma

P*=Pni1—B"Pna
gdje je B* = fBn (B = Bns1)- Spalevic je u [15] pokazao da se te formule mogu predstaviti
trodijagonlanom  simetri¢cnom matricom ¢ija je glavna dijagonala odredena vektorom
[@o, @1, .., An—1, A, An_1, ..., @g] dok su elementi gornje 1 donje sporedne dijagonale

[\/’,8_, \/ﬁ_z, - \/,B_n, \/F, N —— ,\/ﬁ‘l] Kao sto je navedeno ranije, za razliku od Gauss-

Kronrodovih formula, &vorovi formula G5, (f) 1 G5piqy () uvijek postoje, realni su i prepli¢u
(sepatiSu) cvorove Gp. Iz svojstva preplitania slijedi da su pomenute formule internalne ako i samo
ako najmanjii najvedi ¢vor leze u intervalu intergacije , pa se svojstvo internalnost tih formula
svodi na nejednakosti
Pn+1(a) > ﬂ*; Pn+1(b) > ﬁ* (**)
Pn—l (a) Pn—l (b)
Sli¢nim rezonovanjem internalnost skracenih kvadratura (truncated quadrature rule) se svodi na
dvije nejednakosti. Bududi da su ti problemi rijeSeni za slu¢aj Jakobijevih tezina (koje ukljucuju
Chebyshevljeve tezine LILIII i IV reda) kao i njthove modifikacije linearnim faktorima i
divizorima, plan je da se u ovoj disertaciji problem ispita i za slu¢aj kad su pomenute tezine
modifikovane kvadratnim faktorom i kvadaratnim divizorom tj. sluéaj teZina oblika
(1=2x)%(1+x)?
Wik} = (z—x)(Z—x) '

wx)=z—-x)EZ-01 -1 +x)> x€e[-11].

gdiejea,b>1,z=x+1iy,x €R, y > 0.Plan je da se problemu pristupi na naéin predstavljen u
radu [9] kojt ukljucuje primjenu algoritama modifikacije navednih u Gautschijevoj knjizi [18].
Koristeci taj algoritam uslov internalnosti (**) Ce se svesti na nejednakost u kojoj figuri$u poznati
Jacobijevi ortogonalni polinomi i koeficijenti @y, By iz njihove tro¢lane rekurzije. U slucaju
skracenth formula, internalnost ¢e se takode svesti na nejednakosti sli¢nog tipa. Planirano je i
ispitivanje internalnosti novoustanovljenih usrednjenih kvadratura NAG iz rada [14], za koje autori
navode da su internalne u nekim slucajevima kada formule G, 41 (f), G341 (f) nijesu. Medutim,
¢vorovi NAG kvadratura nijesu nadskup Gaussovih ¢vorova $to ne predstavlja veliki problem ako
odredivanje vrijednosti podintegralne funkcije nije ra¢unski skupo.

Cilj svih pomenutih formula jeste procjena magnitude greske Gaussove kvadraturne formule G,,.
Stoga je planirano implementiranje algoritama za njihovo izrac¢unavanje, kao i sprovodenje vise
numerickih eksperimenata radi dobijanja uvida u kvalitet procjene greske, raspored ¢vorova i
osobinu internalnosti u nekim specijalnim slucajevima.

Ocekivani nauc¢ni doprinos

Ocekivani nauéni doprinos ove disertacije ogleda se u ispitivanju internalnosti vide varijanti
usrednjenih Gaussovih kvadratura koje se kotiste za procjenu gre$ke Gaussove kvadraturne
formule G,,. To je jedno interesantno pitanje, koje konacno sa pitanjem usrednjenih kvadratura
dobija resenje u vidu prakecnih i jednostavnih ocena greske u Gaussovoj kvadraturnoj formuli G,,
, koja je najefikasnija kvadraturna formula koju je ¢ovek uveo. Ovo pitanje ima poseban znaéaj ne
samo za unapredenje teorije numericke analize, ve¢ i za primjenu u inZinjerskim naukama gdje se
numericka integracija Siroko koristi. Pored teorijskog doprinosa, ocekuje se i razvoj softverskog
alata u Matlab okruzenju koji ¢e omoguditi efikasniju i precizniju primjenu kvadratura u
slu¢ajevima kada tezinska funkcija ima odgovarajuci oblik.

Spisak objavljenih radova kandidata
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