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Predmet:'lzvjeétaj Komisije o pregledu i ocjeni magistarskog rada kandidata Pura
Jaredica, diplomiranog matematicara

Vije¢e Prirodno-matematickog fakulteta u Podgorici, odrzanoj 12.06. 2018.godine
donijelo je odluku o imenovanju Komisije za ocjenu i odbranu magistarske teze
pod nazivom ,Ocjena Gausove krivine za minimalne povrSi metodom
kompleksne analize.”

kandidata Pura Jaredica, diplomiranog matematicara, u sljedecem sastavu:

Dr David Kalaj, redovni profesor PMF-a, mentor
Dr Svjetlana Terzi¢, redovni profesor PMF-a, clan

Dr Marijan Markovi¢, docent PMF-a, ¢lan

Na oshovu uvida u dostavljeni materijal i uslova utvrdenih Zakonom o visokom
¢kolstvu i Statutom Univerziteta Crne Gore, Komisija podnosi sljedeci

I1ZVJESTAJ

Magistarski rad kandidata Dura Jaredica, diplomiranog matematicara, pod
nazivom: ,Ocjena Gausove krivine za minimalne povrsi metodom kompleksne
analize”, izloZen je na 68 strana strana, A4 formata i sadrZi 10 slika, 4 grafikona,
20 navoda literature. Rad sadrii sljedeca poglavlja:Predgovor, lzvod rada,
Abstract, Sadrzaj, Uvod, Osnovni pojmovi, Minimalne povrsi, Ocjena Gausove
krivine, 1zoperimetrijska nejednakost, Zakljucak, Reference. Predmet istraZivanja



magistarske teze Pura Jaredica, pripada oblasti kompleksne analize i
diferencijalne geometrije.

Postavljeni ciljevi rada su:

e Primjena teorije harmonijskih funkcija u ravni i ogranifenja vezanih za
koeficijente ravanskih harmonijskih funkcija prilikom ocjene Gausove
krivine minimalnih povrsi.

e Osvrt na moguca poboljsanja ocjene Gausove krivine minimalnih povrsi uz
pomo¢ adekvatnih harmonijskih funkcija

o Geometrijska interpretacija svojstva minimalnih povrsi, kao i harmonijskih
povréi, kroz dokaz izoperimetrijske nejednakosti za iste.

U Uvodu rada na 2 strane, dat je kratak osvrt na istorijat vezan za minimalne
povrsi. Dato je obrazloZenje navedena tema priblagi veliki broj istraZivaca u
njenom razvoju. Takode, detaljno je izlozen plan istrazivanja kao i Sta pojedina
poglavlja sadrze. UopSteno je naglasena veza izmedu harmonijskih funkcija i
minimalnih povrdi kroz Vajer$tras-Eneperovu parametrizaciju. Istaknuto je da se
ocjena Gausove krivine postize pomocu Heincove leme, tacnije njenog uopstenja.
Napomenuto je i da ce izoperimetrijska nejednakost biti dokazana ne samo za
minimalne nego i za harmonijske povrsi koje se posmatraju kao njihovo
najprirodnije uopstenje.

U poglavlju Osnovni pojmovi na 13 strana, dati su osnovni pojmovi i teoreme
vezane za harmonijske funkcije, funkcije ogranicene varijacije, analiticke funkcije.
0Od pojmova iz oblasti diferencijalne geometrije izloZeni su pojmovi krive u
prostori kao i povrsi, Gausova i srednja krivina i Freneov pokretni reper. Naveden
je jedan primjer koji daje jednostavan dokaz odredene nejednakosti primjenom
Lagranfovih mnoZitelja, tacnije uslovnih ekstremuma i primjer za razvoj jedne
funkcije u Furijeov red po kosinusima primjenom dobro poznatih formula. Receno
je da su to bitni primjeri za dalji tok istrazivanja $to opravdava njihovo navodenje
u radu.

U poglavlju Minimalne povr$i na 10 strana je izlozeno prirodno uvodenje
definicije minimalnih povr3i. lzvedena je diferencijalna jednacina koju povrs mora
da ispunjava da bi bila minimalna a iz toga je lako zaklju€eno da je sama definicija
minimalnih povréi ekvivalentna sa nultim srednjim zakrivljenjem. Dato je 8 slika sa



primjerima minimalnih povrSi sa napomenom da je to upravo kako su one
istorisjki otkrivane. Data su i dva grafikona koja rasvjetljavaju pojam izotermalne
parametrizacije kao parametrizacije koja ¢uva uglove izmedu krivih. FormuliSu se
veoma bitne teoreme Vajerstas-Eneperove parametrizacije kao i njene posljedice.
Dat je i primjer kojim se Vajerstras-Eneperova parametrizacija minimalne povrsi
lako ilustruje. Takode, navedeni su osnovni pojmovi vezani za harmonijske povrsi i
dati su uslovi na osnovu kojih se data harmonijska povrs moze predstaviti pomodu
funkcija ogranic¢ene varijacije. Formulisana je i teorema koja obrazlaze mogucénost
neprekidne ekstenzije na granicu oblasti.

U poglavlju Ocjena Gausove krivine na 20 strana izloZene su formule za radunanje
Gausove krivine a neke od njih su i izvedene povezivanjem sa teoremama iz
prethodnog poglavlja. ObrazloZeno je zasto je neophodno ocijeniti izraz
|/,(0)|? + |f3(0)]? i nagladava da ¢e ocjena biti izvedena za minimalne povréi
iznad jedinicnog diska u koordinatnom pocetku. Detaljno se dokazuju teoreme
koje u dokazu koriste Parselvalovu jednakost koje povezuju funkciju A(t) sa
koeficijentima funkcije f. Hronoloski se prikazuju svojstva funkcije A(t) i kroz
konacnu teoremu iskoriS¢ena su sva svojstva u dokazu ocjene Gausove krivine.
Prikazan je grafikon funkcija kojim se ocjena moZe dostiéi i pokazuje da je gornja
ocjena za sumu |f,(0)|? + | fz(0)|? konstanta f?;i (harmonijska funkcija koja slika
jedinicni disk u unutrasnost jednakostracninog trougla) ali i da ocjena za Gausovu

o LERR | . S ; : s : it i v
krivinu 77;— nije najbolja ocjena iz razloga Sto dilatacija dobijene funkcije nije
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kvadrat analiticke funkcije. Pretpostavlja se ocjena za Gausovu krivinu da je % sa

predlogom funkcije kojom bi se ta ocjena mogla dostici.

U poglavlju lzoprerimetrijska nejednakost na 16 strana, dokazuje se
izoperimetrijska nejednakost prvo za ravanske krive kao najprostijeg primjera
minimalne povrsi. 1zlozen je dokaz koji koristi Wirtinger-ovu nejednakost. Zatim se
dokazuje izoperimetrijska nejednakost za minimalne povrsi koridéenjem metoda
diferencijalne geometrije, a djelimi¢no i metoda linearne algebre i diferencijalnih
jednacina. Zakljuéeno je da mora postojati regularnost na granici oblasti §to
suzava klasu povrsi koja ispunjavaju izoperimetrijsku nejednakost. U posljednjem
dijelu poglavlja je dokazana izoperimetrijska nejednakost za harmonijske povrsi
koje ne moraju imati regularnost na granici. Dokaz se izvodi koris¢enjem teorema
za predstavljanje harmonijskih povr$i i osobinom da one imaju nepozitivhu



Gausovu krivinu u sluéaju regularnih harmoniskih povrsi. Na kraju, napravi se niz
regularnih harmonijskih povrsi koje konvergiraju datoj neregularnoj povrsi dok se
konvergencija potvrduje formulacijom adekvatnih teorema.

Zakljucci ove magistarske teze su izloeni na 1 strani i prikazuju saZet prikaz
dobijenih rezultata kao i moguénost ekstenzije dobijenih rezultata na &iru klasu
povrsi u slucaju izoperimetrijske nejednakosti, a u slu¢aju ocjene Gausove krivine
dato je podsjeéanje na pretpostavku najbolje ocjene sa naznakom da za sada
nema dokaza kojom bi se potvrdila pretpostavljena gornja ocjena.

U skladu sa zadatim ciljevima ovog magistarskog rada kandidat je zakljucio, da
buduci istrazivai moraju izucavati moraju uzeti u obzir svojstva harmonijskih
funkcija u ravni prilikom izuCavanja minimalnih povrsi i metoda kompleksne
analize. Gausova krivina, kao bitna osobina minimalnih povrsi, najbolje se moze
ocijeniti primjenom izloZenih metoda. U dobijanju ideja, za dalje proucavanje,
dobro je vidjeti minimalne povréi kao filmove od sapunice Sto olakSava vizuelnu
interpretaciju.



Zakljucak i predlog Komisije

Na osnovu svega gore navedenog, Komisija konstatuje da je kandidat Puro
Jaredi¢ u potpunosti realizovao predvideni plan i obim istrazivanja pod naslovom:
,Ocjena Gausove krivine za minimalne povrsi primjenom metoda kompleksne
analize”. Rezultati dobijeni ovim istrazivanjem predstavljaju dobro koncipirane
naucne rezultate, koji predstavljaju dobru osnovu za buduca istrazivanja.

Komisija predlaze Vije¢u Prirodno-matematickog fakulteta u Podgorici, da
rad kandidata Pura Jaredica, diplomiranog matematicara, pod naslovom: ,,Ocjena
Gausove krivine za minimalne povrsi primjenom metoda kompleksne analize”
prihvati kao uspjeSan magistarski rad i odobri njegovu javnu usmenu odbranu.

Podgorica Komisija

20.07.2018.

Dr David Kalaj, redovni profesor PMF-a u Podgorici, mentor
W
Dr Svjetlana Terzi¢, redovni profesor PMF-a u Podgorici, ¢lan
(lrefyel

Dr Marijan Markovi¢, docent PMF-a u Podgorici, ¢lan
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