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" Topolééke karakteristike poplocavanja generalisanih poliominima

Toplogical charactetistic of generalaized polyomino type tillings

s N i

Problemi poplo¢avanja su tradicionalno proucavani u kombinatorici. Iako promisljanja i
istta¥ivanja ovih problema sezu jo$ u daleku proslost, zbog njihove vaZnosti za arhitektury,
umjetnost, kompjutersku grafiku, optimizaciju i druge ptimjene aktuelni su i danas. U ovoj
disertaciji se nastavlja pravac istraZivanja zapocet u matematici pdje 30. godina {ija je osnovna
ideja primjena algebarske topologije na ove probleme. U tezi ¢e se razvijati novi metodi
dodjeljivanja topoloskih invarijanti problemu poplocavanja nekih povrsi ili mnogostrukost| sa
singularitetima sa geomettijskim oblicima cija kombinatorna struktura zadr¥ava veéinu osobina
poliomino oblika. Pored proucavanja i generalizacije postojecih klasa primjera u kojem | se
saznanja o poliomino poplodavanjima dobijaju iz odredenih homoloskih grupa, u ovom
istra¥ivanju razmatrat e se i novi topoloski prostori asocirani sa teselacijama i odredivati pjihove
topoloske karakteristike koje ¢e pored novih saznanja otvoriti i novi pravac istrazivanja u ovoj
oblasti.

‘Breplediisttaivadja 100 D
Poliomino jc ravna geomettijska figura dobijena povezivanjem jednog ili vide lvadrata duz
zajednicke stranice, koji se moze vidjeti kao konaéan podskup kvadrata u standardnoj resetki u
povezanoj unutra$njosti. Poliomini su Kasifikovani brojem kvadrata od kojih su sastavljeni i
nazivaju se n-omini (gdje je n broj kvadrata). Njihova upotreba u popularnim slagalicama
poznata je jo§ od prije jednog vijeka i problemi njihovih enumeracija od tada privlace veliko
interesovanje kako kod nematematicara tako i kod vodeéih matematiara u svijetn. Pojam |
poliomino je uveo Solomon Golomb koji je napisao prvu monografiju (8] o poliominima.

S

Sa njima su u bliskoj vezi i oblici nastali povezivanjem jednakostrani¢nih trouglova i pravilnih
Sestouglova po istom principu; takoder poliomini su generalisani na viSe dimenzije povezivanjem
kocki i hiperkocki. Prou¢avanje poliomina i njihovih vifedimenzionalnih analogona posebno je
znadajno za statisticku fizika koji za njih koriste i termin ¥ivotinje reetke. Poliomini se koriste
kao modeli za razgranate polimere i preciséivace klastera. Nastali u rekreativnoj matematici,
poliomino i njihove generalizacije su donijele mnogo otvorenih problema u kombinatorici, kao
ito su ptoblem enumeracije poliomina date velitine i probleme poplocavanja konkretnih figura
pomoéu zadatog skupa poliomina. Problem poplodavanja figure sa mreze pomoéu poliomina
podrazumijeva ispitivanje egzistencije pravilnog pokrivanja ove figure (8to znadi bez preklapanja
ili izla¥enja izvan figure) unaprijed zadath poliomino oblika. Ukoliko poplocavanje postoji
interesuje nas broj razliitih nacina da to uradimo. Razvijeni su mnogi algoritmi, 2 mnogi rezultat
dobijeni su koritenjem racunarske tehnologije. Dobar pregled rezultata o poliominima moze¢ se
naéi u najnovijem izdanju monografije Handbook of Discrete and Computational Geometry (3rd
edition, 2017 u glavi 14., koja je posebno posvecena poliominima. <

U radu [10] Golomb je pokazao da je pitanje da i poliomini iz datog skupa mogu prekriti ravan
neodludivo. Posebno najvise proucavan problem poplo¢avanja pravougaone table pomocu
poliomina. Navest éemo samo neke radove [7], [8], [9], [101, [11], [12], [14], [1 5], [16], [20], [21],

[23] i drugi.

Jedan od najznadajnijih radova u ovoj tematici je rad Jona Conwaya i Lagariasa [4] u kojem je
generalisanim poliominima u ravai asocirana grupa. U ovom radu se svakom poliomino obliku
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asocira odgovarajuéa rijeé, odnosno njeni konjugati koji proizvode relacije,. odnosno grupa
asocitana datom skupu poliomina je slobodna gtupa posjecenz po ovim relacijama. Oni;su
| pokatali da je neophodan uslov da rije¢ asocirana objektu koji poplo¢avamo bude trivijalna,
odnosno nettivijalnost ove rijeci u nekoj reprezentaciji grupe je opstrukcija. Danas u literatur
ovu grapu nazivamo homotopskom grupom popolocavanja i ona je daleko najjaci metod za
dokazivanja nepostojanja poplo¢avanja. Ipak pored ograniCenja da je ove grupe tesko radunati
bez pomodi ratunara ova tehnika se ne moZe uopétiti na vise dimenzije i poplocavanje regiona na
povesi. Zato je M. Reid [19] uveo homolosku grupu poplocavanja koja se lak$e odreduje i
dopusta generalizaciju u vi§im dimenzijama, ali je slabija invatjanta od homotopske grupe
popoloéavanja. Ovi radovi su podeci primjene algebarske topologije i kombinatome teorije
grupa u prouavanju poplo¢avanja poliominima. Homoloska grupa zaptavo generiSe argument
‘bojenja kao dokaza nepostojanja poploéavanja, odnosno daje algoritam kako generisati bojenje:
éelija iz kojeg se moZe zaldjuciti nepostojanje poplocavanja. Problemi poplocavanja povrsi,
odnosno neki primjer su poznati u literatud [9], [10], [11], [12] a pajvise je proucavan slucaj
torusa [18], [22].

U istra¥ivanju generalizacija poliomino poploayanja smo uocili da se ideja koju je M. Reid uveo
u svom radu [19] moe proSiriti i poopstiti na proucavanje poplocavanja povrsi. Prve dobijene
rezultate generalizacija poliomino poplocavanja povrsi smo predstavili na Research school jon
Apetiodicity and Hierarchical structutes in tilings u Lyonu (Francuska), gdje smo predstayili
moguéa poploéavanja torusa roda 1 i popld¢avanje torusa sa granicom. Pomenuto istraZivanje je
prosireno i predstavljeno na Seminaru za toplogiju kombinatomnih prostora na Annual meetingu
u Beogradu (MISANU). ' '
Sipp

Cilj disertacije je da generalizuje rezultate vezane za homoloSke grupe poplodavanja poliomino
oblicima u ravni u shuéaju kada je neka toploska povi$ sa dozvoljenim singularitetima i granicom
podjeljena na ,,éelije na na&in da se moZe postaviti pitanje egzistencije poplo¢avanja oblicima Ciji
je kombinatorni karakter isti kao i kod poliomina. Hipoteza je da netrivijalnost homoloskih grupa
predstavlja opstrukeiju za postojanje poplocavanja i u ovom slucaju i u generalizacijama na vise
dimenzije. Proudavat ée se i topoloske invarijante kao §to su Bettijevi brojevi, homotopski tip i
kategorija simplicijalnih kompleksa koji se mogu asocirati poplo¢avanju i pokazati da se iz njih
mogu dobiti saznanja i o nepotpunim poplo¢avanjima sa poliominima.

‘Materijali, metode i plan istraziy i
Centralna tema disertaciie je problem poplocavanje topoloske povisi sa izolovanim
singulatitetima i granicom koja je podijeljena na poligonalne éelije tako da se Celije mogu sjedi
samo po zajednickoj ivici ili zajednidkom tjemenu. Ovu strukturu nazivamo Celijska mreza. Skup
geometrijskih objekata kojima poplo¢avamo povis su generalisani poliomino oblici koji se sastoje
od povezanih poligonalnih éelija po principu ivica za ivicu kao i kod klasi¢nih poliomina. U
ovom problemu koji posmatramo nije nam bitna geometrija i metrika na povisi, jer postavljanje
poliomina shvatamo topoloski, §j. kao utapanje poliomina na Celijsku mrezu tako da se Celija
odredenog oblika slika homeomorfizmom na Eeliju istog oblika u mreZi. U odnosu na klasiéni
sludaj razmatrat éemo i mreZe koje mogu da se sastoje i od razlicitih vrsta poligona i poliomine
oblike koje povezuju razlicite poligone. Lk

U ovom istraZivanju relevantne su kombinatome veze izmedu éelija mreZe i samih poliomina. |
Polazna je opestvacija da se homoloska grupa poplocavanja mo¥e definisat isto kao i u radu M. |
Reida [19] i da netrivijalnost ove homoloske grupe predstavlja opstrukciju za postojanje
poplodavanja. Osnovai model sa kojim radimo je veliki poligon u ravni izdjeljen na Celije, dok su
ivice ovog poligona identifikovane tako da njihovim liepljenjem dobijamo povis sa |
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singulatitetima. U ovom modelu neke éelije mogu bitl isjecene®, ali propisanim Jjepljenjem
dobija se odgovarajuca éelija mreZe. '

U klasi¢noj monografiji kod Stitwella [25] pokazano je da se sve toploske povisi dobijaju iz
ovakvih modela. Posebno nas interesuju sluajevi orjentisanih 2 — mnogostrukosti (sa granicom)
poplodavani klasiénim poliominima kao $to su domina, trimini, tetramini, pentonimi, heksamini
itd. Ideja je da raéunajuéi homolosku grupu generiSemo kombinatorne dokaze pomoéu bojenja.
Razvijaéemo metod homologije i u slu¢ajevima visih dimenzija gdje su nam éelije politopalnog
oblika. U sluéaju dimenzije 3 radi se o generalizaciji poliomina u prostoru koji je takoder dosta
prou¢avan u matematici. Cilj nam je da otkrijemo klase primjera koji uopstavaju metod Jjepljenja
ivica poligona razvijen kod R. Kocha [18] tako Sto su nam bazni objekti mnogostrukosti sa
singularitetima nastale iz ljiepljenja odgovarajucih pljosni poliedra,

Pored osnovnog pitanja da li je poplocavanje uopite moguée, u slucaju kada ono postoji,
postavlja se i pitanje broja tazlicitih nacina da se to udini. Poznato je da se mnogi interesantni
nizovi brojevi kao $to su Fibonaccijev i Lucasov niz mogu prepoznati kao broj nacina da se
odredenim skupom oblika poplo¢a neka klasa figura u ravni. Ovaj problem je u slucaju povssifjos
zanimljiviji, jer i sama toplogija utie na broj moguénosti da pravilno postavimo poliomine.
Oéekujemo da zanimljive nove rezultate u ovom pravcu dobijemo koriste¢i poznate
kombinatorne metode i kombinujuéi toploske principe ljepljenja poligona. ‘Podsjetimo, ovi
problemi su specijalni slucajevi razbijanja grafa na podgrafove izomotfne sa unaptijed zadatim
skupom grafova. Ovo istraZivanje blisko je sa Klasiénim pitanjima postojanja ulaganja grafa u
povts i odredivanja roda grafa, Posebno ¢emo razmatrati broj razli¢ith domino poplocavanja
kvadratne mrebe na torusu i mre¥a na torusu sa ruckom nastale iz identifikacija ivica asteckog
dijamanta sa dotninama da bi nopstili klasi¢ne rezultate o poplo¢avanju pravougaonika i asteckog | |
dijamanta u ravni sa dominama [1], [13] i [23]. ' !

Vazan pravac naSeg istrazivanja je i razvijanje novih ideja da se algebarska topologija ptimjenjuje
na probleme poliomino poplo¢avanja. U praksi se mo¥e desiti i da ne moZemo potpuno pokriti
mrefu sa poliominima, ali da nas zanima najbolja moguéa aproksimacija ili minimalna
opstrukcija poploéavanja. Napomenimo da ova dva pojma, iako su intuitivno jasna, nemaju
preciznu matematicku definiciju i da bi u tezi ponudili adekvatnu formulaciju. Polazna ideja je da
konstruidemo simplicijalni kompleks koji ée nam na dobar nain apstrahovati topologiju,
kombinatoriku mre¥e éelija i kombinatoriku poliomino oblika sa kejima poplocavamo. Simpleksi
ovakvog kompleksa su pravilna postavljanja nekoliko poliomina u mrezu. Cilj nam je!da
proucavamo topoloske i kombinatorne osobine ovih () njima sli¢nih kompleksa i da iz njih
izvladimo zakljuke vezane za sama poplocavanja. '

U izuéavanju ovih simplicijalnih kompleksa dodijeljenih parcijalnim tesalacijama koristili b
brojne tehnike koje pruZa algebarska topologija. Od interesa su nam poznavanje Bettjevih
brojeva i homologija. Jasno je da su kompleksi koje studiramo sloZeni i imaju veliki broj.
simpleksa pa je ideja da ih uprostimo i zamjenimo sa homotopskim ekvivalentnim CW-
kompleksima pomoéu diskretne teotije Morsa koju je uveo Robin Forman u radu [5]. Naime,
prva istrazivanja koja smo uradili nam ukazuju da za odredene klasé problema poplocavanja
njima asocirani simplicijalni kompleksi imaju homotopski tip ved? konaénog btoja sfera. Ovi
rezultati su od posebnog intetesa u topoloskoj 1 geometrijskoj kombinatorici u kojima se javlja
Klasa $elabilnih simplicijalnih kompleksa koji takoder imaju ovakvo svojstvo, vidi [7].

Takoder, od znadaja su nam i kombinatomne informacije o ovim kompleksima kao Sto je f 7
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vektor. Pored homologije izucavat ¢emo i Ffundamentalnu grupu ovih kompleksa i ispitivat
postojanje veze sa fundamentalnom grupom povrii od koje polazimo. Ocelujemo da iz CW-
kompleksa primjenom Van-Kampfenove teoreme eksplicitno odredimo fundementalou grupu za
neke specifiéne primjere. Odredivanje Lusternik.- Shnirelman kategorije koje bi nam omoguéilo
da bolje razumijemo topoloske karakteristike poplocavanja. i

Zbog same prirode 1 kompleksnosti problema koje razmatramo mnoga su izracunavanja isuvise
zahtjevna te nam je cilj, izmedu ostalog, i da pokusamo razviti odgovarajuée algoritme i iskoristit
moguénosti radunarske tehnologije. Ocekujemo da naéi rezultati doprinesu razvoju racunatske i
primjenjene algebarske topologije, kao jako mladih i jako perspektivnib novih matemati¢kih
disciplina

Ogeldvani naudni doprinos
Rezultati ovog istraZivanja otvorit e jedan novi pravac u pogledu matematickog istrazivanja
kombinatornih problema na toploskim povzsima. Dat ée se dokazi ne postojanja poplocavanja za
titave klase mre¥a na topoloS$kim povisima. Istra¥ivanje ¢e omoguditi generalizaciju klasi¢nih
rezultata o poliominima u radu. Odredit ée se toploske karakteristike simplicijalnih kompleksa
asocitanih sa poplodavanjima iz kojih e se dobiti novi rezultati interesantni za ptimjene u
matematici i drugim nauénim disciplinama.

T
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Peny6anka Cpbuja
MUHHCTAPCTBO [TPOCBETE,
HAYKE H TEXHOJIOHIKOTI PA3ZBOJA
Komucnja 3a cTHIAame HAYUHHAX 3823
Bpoj:660-01-00042/82 )
17.12.2014. roguue 2 f
Beorpan

* Ha ocuopy umana 22. crasa 2. wmana 70. cra 5. 3akona o HaquOHCTpa}KHthKOJ
nenatoctd ("Cayx6enu rnacunx Peny6mmxe Cpbuje”, 6poj 110/05 i 50/06 — menpaska u 18/10),
atata 2. crasa 1. u 2. Tauke 1 — 4.(npuyiosu) u gnana 38, Ilpaswixuka o nocrynky u HAYHHY
BPEAHOBAbA H KBAHTHTATHBHOM HCKa3HBaly HAYYHOHCTPAXUBAYKHX Pe3YNTaTa HCTpaXHBada
("CayxBenn rnacuunk Peny6nuke Cpouje”, 6poj 38/08) u 3axTeBa KOjH je MoaHEo

Maiuemaiauqxcu unciwuiayia CAHY y Beozpady

Komucuja 3a cTHLame HayuHHX 3Bamba HA CEJIHNMUH oApxanoj 17.12.2014. roxuue, fnoHena je

OJJOYKY
O CTUIALY HAYYHOTI 3BAIBA

Ap Bophe bapanuk
CTHYE HAYYHO 3BakHE
Hay«nu capadnux

b obnacTi HNPpHPONHO-MATEMATHYKHX HayKa - MATEMAaTHKA, PaYYHAPCKEe HAYKe U MexaHIHKa

O F P A 300XKUEDBE
Martaemaituyrxu unciuuiayiu CAHY y Beozpaoy

YTBpAHO je mpeator 6poj 53/3 oa.27.03.2014. ropune na cennumu Hayusor Beha Mucruryra 1
nonreo 3axten KomucHju 3a cruuame Hayunux 3sasba 6poj 53/2 on 28.03.2014. ropude 3a
AOHOWICHE OANIYKE O HCTIYHEHOCTH YCNOBA 3a CTULIAKE HAYYHOT 3Bawa Hayunu capaonux. |

Komucuja 3a cTuuame HayyHHMX 3Bamba je O NPETXOAHO MPHOABIHEHOM MO3HTHBHOM
MHILBERY MaTtHunor HayuHor onfopa 3a MATEMATHKY, PauyHapCcKe HAayKe M MEXaHUKY Ha
ceanunu oapxanoj 17.12.2014. roauue pasmarpaia 3aXTeB H yTBPAWIA @ HMEHOBAHH MCIytbaBa
yenose u3 wiana 70. cras 5. 3aroHa O HAYYHOHCTPaKHBAYKOj nenatHocTH ("CryxOenu rnacHuK
Peny6imxe Cpbuje", 6poj 110/05 u 50/06 — ucnpaska u 18/10), unana 2. crasa 1. u 2. Tauxe 1 —
4 (mpunosn) u wnana 38, [lpaBunHMKa O MOCTYNKY ¥ HAYMHY BPEIHOBAFA M KBAHETHTATHBHOM
HCKA3UBAILY HAYUHOHCTPROXKMBAYKMX pesyirata HeTpaxusaya ("Ciyxbenn riaceuk PenyGjke

Cpbuje", 6poj 38/08) 3a cruuame nayunor 3sama Haywnu capadnux, na je ojiy4uia kao y
H3pelH 0BE OIYyKE,

HonouemeM OBe OIUTYKE HMEHOBAHHA CTHYE CBa [IPaBa KOja My Ha OCHOBY Hbe MO 3aKOHY
TIpHIanajy.

Omnyky HOCTABHTH .ONHOCHOLY 3aXTeBa, MMEHOBAHOM M apXus¥ MHHHG’IdeIBa
MPOCBETE, HAYKe U TEXHONOLIKO: pa3soja y Beorpany.

HOPEJCEAHHUK KOMI{ICHJ;E
Ap Cramucnasa Cromuh-Ipyjuvnh,

deqlﬂl CﬁBﬁTHHK’.
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"hopbe Bapanith - Buorpacuja®

Bophe bapanuh je poben 29.09.1986 y Kparyjesny rac je 3aspumo
OcroBuy wkony ,,Cranncnan Cpemiesnh*n [1pBy kparyjesauxy rumMHasujy Kao
HOCHITaw Jmnome Byk Kapauuh u yyennk rencpauujc. TOKOM OCHOBHE 1 CPEfHse
wKosne, kaoupepcrartuk CP Jyrocnasnje n CpOuje uLlpue I'ope ca MebyHapojHux
1 Bankanckux maTemaTHiKux onuMimjaga 0cBojio je 3 Gponsane 1 1 cpebpHy
MERasbY.
[puponxo-marematryky (akyirrer y Kparyjesuy je 3aBpiumo 3a :.3
TOAWHE ¥ AUIUIOMUPao ca onieHomM 10. 2008, je ynucao 10K TOpCKe CTY/IM]C Ha TPy
TONONOrHja Ha MareMarTnukoM dhakynrery y Beorpajy, Koje j¢ yerneuso 3aspumo
2013. onbpasom AoKTOpeKe wieepraupje ,, Tonunorkja u KOMOMHATOPUKA KBa3-
WTOPYCHUX MHOTOCTPYKOCTH # K crenesa“noft meHTopersom npod. ap Pasera
Kusaseesuha. Op 2008, pagu va MareMaTHUKOM HHCTHUTYTY CAHYy Beorpaﬂy
a peuemoOpa 2014. je n3adpaH y 3par,e HayUHH CAPATTHUK.
Y nepuony 2007.-2011. 6uo je Boba exnne Cpbuje 3a JyHHOPCKY
Gankaucky MaTeMaTnuKy onmumjany, 2012. my je oGjasmena 36upka 300 [Ipuiipem-
HUX 3aDQITIAKG 30 JyHUOPCKe MatiiemaiTintke oaumdiujade - Mexyciuso Cpouje.
Hayuye nuciuuante Kojuma ce 0apy ¢y anredapeka Tonoiorujd,
KOMOMHATOPHA. TPOjK TUBHA ¥ PAUYHAPCKA FEOMETPH] A, TEOPH]A MHOTOCTPYKOCTH,
KOMOMHATOPHKA U JUCKPETHA MATEMaThKa, AYTOP j¢ Wil KoayTop 7 HayuHa pajia
06jaBsbeHa y pEHOMHPAHIM MEBYHADOJHUM HaCOTMCHMA, Y YECTOBAO je Ha NPeKo
35 HayuHHX CKyMosa W KOH(EPEHUMja HA KOJUMA j€ UMAOo M3narama, of Kojux
noce6ro Tpela nerahu [ Xajnentepr Jlaypear ®opym. Locrosao je u gpxao
IpeNaBatha (10 NO3UBY KA BOJIEhHM YHHBEPIUTCTUMA jyrouctoune Espoie u uma
JAKO MHTEH3MBHY HAYUHY H CIPYUHY Capajiiby €2 KONErama u3 Cponje, Penyo-
- auke Cpricke, Lipne I'ope, Pymynnje. Cnosesuje, Makeponnje, XpBarcke, Pycn}e
Hemauke, CAJl, Benuke Bpuranuje, Uranuje, Janana, Cunranypa .
AKTHBAH j€ Ha 110JbY IPOMOLIH]E MATEMATHKE 1 nporpama Maj mecen

MareMaTuke ¥ KHpa MarTeMaTika, Ynan | je EBporckor MmateMarnuxor ApYWTRa
(EMC) n [lpyurrsa maremaruuapa CpGuje.

p Bophe bapaziuh
Maresarnaki wneruryr CAHY beorpan
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