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Kriptosistemi s javnim kljucem u funkciji rjesavanja problema
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Filozofski fakultet Univerzitet u Zenici, Bosna i Hercegovina,
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| polyominoes

karakteristike pploévan]a gecra]is

21.12.2018 i

kombinatorika

U ponedeljak 10.12.2018, u 12 ¢asova u Sali 210 na Prirodno- matematickom fakulteta
Univerziteta Crne Gore, doktorand Edin Lidan je pristupio odbrani polaznih istraZivanja
doktorske teze ,, Topoloske karakteristike poplocavanja generalisanim poliominima“ u prisustvu
sva td Clana komisije u sastavu: dr Svjedana Terzi, PMF UCG, Cma Gora (predsednik

komisije), dr Zana Kovijani¢-Vukicevi¢, PMF UCG, Crna Gora i dr Dorde Baralic, MI SANU,
Stbija (mentor).

U 25 minutnom izlaganju kandidat je predstavio osnove probleme, najznacajnije rezultate
Conway-a, Lagarias-a 1 Reid-a na koje se njegovo istraZivanje prirodno nastavlja, objasnio
metode grupe homologqa poplocavanja i simplicijalne komplekse asocirane sa poliomino
poplocavanjima ¢ija se kombinatorika i topologija Zele proucavatz u disertaciji. Kandidat je
prezentovao dokaze nekoliko originalnih rezultata koji ¢e uéi u doktorsku disertaciju i uspesno
oslikao dva glavna toka istrazivanja. Pored prezentacije, kandidat je za ¢&lanove korms,qe
pripremio pisani materijal od 40 strana koji je sublimat njegovih dosadasnjih rezultata i koji § sire |

objasnjava ono $to je do sada u istraZivanju uradeno, kao i literaturu koja je konscen]a. u
dosadasnjim istraZzivanjima.

Posle izlaganja komisije je pristupila diskusiji i postavljanju pitanja kandidatu o dosadasnjim
rezultatima, hipotezama i potencijalno novim pravcima istrazivanja. Odgovarajuéi na p1tan;a
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kandidat je dao dodatna objasnjena i probleme koje treba prevaziéi u dobijanju novih rezultata.
Objasnio je topoloske 1 kombinatorne razlike u odnosu na slucaj u ravol. U diskusiji sa

komisijom je potvtdeno da predlozena tema ima naucnu relevantnost za nekoliko matematickih
disciplina.

sno utvrdila da je kandidat uspesn

Problemi poplocavanja su tradicionalno proucavani u kombinatorici. lako promishanja 1
istra¥ivanja ovih problema seZu jo§ u daleku proslost, zbog njthove vaznosti za arhitekturu,
umijetnost, kompjutersku grafiku, optimizaciju i druge primjene aktuelni su i danas. U ovoj
disertaciji se nastavlja pravac istrazivanja zapocet u matematici prije 30 godina Cija je osnovna
ideja primjena algebarske topologije na ove probleme. U tezi Ce se razvijati novi metodi
dodeljivanja topoloskih invarijanti problemu poplocavanja nekih povri ili mnogostrukosti sa
singularitetima, mnogostrukost sa granicom, sa geomettijskim oblicima cija kombinatorna
struktura zadrzava vednu osobina poliomino oblika. Pored proucavanja i generalizacije
postoje¢ih klasa primjera u kojem se saznanja o poliomino poplo¢avanjima dobijaju iz
odredenih homoloskih grupa, u ovom istraZivanju razmatrat e se 1 novi topoloski prostori
asocirani sa teselacijama i odredivati njthove topoloske karakteristike koje ¢e pored novih
saznanja otvoriti i novi pravac istrazivanja u ovoj oblasti.

B2. Cilj i hipoteze

Cilj disertacije je da generalizuje rezultate vezane za homoloske grupe poplocavanja
poliomino oblicima u ravni u sluéaju kada je neka toploska povrs sa dozvoljenim
singularitetima i granicom podjeljena na ,.Celije” na nadin da se moZe postaviti pitanje
egzistencije poplo¢avanja oblicima &ji je kombinatorni karakter isti kao 1 kod poliomina.
Hipoteza je da netrivijalnost homoloskih grupa predstavlja opstrukciju za postojanje
poplo¢avanja 1 u ovom slucaju i u generalizacijama na vise dimenzije. Proucava ce se 1
topoloske invarijante kao sto su Bettijevi brojevi, homotopski tp 1 kategorija simplicijalnih
kompleksa koji se mogu asocirati poplo¢avanju i pokazati da se iz njih mogu dobiti saznanja i
o nepotpunim poploéavanjima sa poliominima. Hipoteza je da simplicijalni kompleksi
asocirani sa domino poploéavanjima imaju homotopski tip vedza sfera, ali da nisu $elabilni
kompleksi.

B3. Metode i plan istraZivanja

Centralna tema disertacijie je problem poplocavanje topoloske povesi sa izolovanim
singularitetima 1 granicom, koja je podeljena na poligonalne Celije tako da se Celije mogu seci
samo po zajedni¢koj ivici ili zajednitkom tjemenu. Ovu strukturu nazivamo celijska mreza.
Skup geometrijskih objekata kojima poplo¢avamo povrs su generalisani poliomino oblici koji
se sastoje od povezanih poligonalnih éelija po principu ivica za ivicu kao i kod klasiénih
poliomina. U ovom problemu koji posmatramo nije nam bitna geometrija 1 metrika na
povisi, jer postavljanje poliomina shvatamo topoloski, tj. kao utapanje poliomina na celijsku
mresu tako da se éelija odredenog oblika slika homeomorfizmom na Celiju istog oblika u
mre3i. U odnosu na klasiéni sluaj razmatrat éemo i mreze koje mogu da sc sastoje i od
razli¢itih vrsta poligona i poliomine oblike koje povezuju razlicite poligone.

U ovom istra¥ivanju relevantne su kombinatorne veze izmedu Celija mreze 1 samih
poliomina. Polazna je opeservacija da se homolo$ka grupa poplocavanja moze definisati isto
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kao i u radu M. Reida i da netrivijalnost ove homoloske grupe predstavlja opstrukciju za
postojanje poplo¢avanja. Osnovni model sa kojim radimo je veliki poligon u ravni izdjeljen
na Celije, dok su ivice ovog poligona identifikovane tako da njihovim lepljenjem dobijamo
povts sa singularitetima. U ovom modelu neke elije mogu biti ,isecene®, ali propisanim
leplienjem dobija se odgovarajuca celija mreZe.

U monografiji kod Stilwella pokazano je da se sve toploske povrsi dobijaju iz ovakvih
modela. Posebno su zanimljivi sluéajevi otjentisanih 2 — mnogostrukosti (sa granicom)
poplo¢avani klasiénim poliominima kao $to su domina, trimini, tetramini, pentonimi,
heksamini itd. Ideja je da racunajuéi homolosku grupu generisemo kombinatorne dokaze
pomocu bojenja. Razvijace se merod homologije i u slu¢ajevima visih dimenzija gde su/nam
celije politopalnog oblika. U slucaju dimenzije 3 radi se o generalizaciji poliomina u prostoru
koji je takode dosta prouéavan u matematici. Cilj nam je da otkrjemo klase primera koji
uopétavaju metod leplienja ivica poligona razvijen kod R. Kocha, tako §to su nam bazni
objekti mnogostrukosti sa singularitetima nastale iz lepljenja odgovarajucih pljosni poliedra.

Pored osnovnog pitanja da li je poplo¢avanje uopite moguée, u slucaju kada ono postoji,
postavlja se 1 pitanje broja razli¢itth na¢ina da se to ucini. Poznato je da se mnogi interesantni
nizovi brojevi kao §to su Fibonagijev i Lukasov niz mogu prepoznati kao broj nacina da se
odredenim skupom oblika poploca neka klasa figura u ravni. Ovaj problem je u slucaju
povrsi jos zanimljiviji, jer i sama toplogija utice na broj moguénosti da pravilno postavimo
poliomine. Oéekujemo da zanimljive nove rezultate u ovom pravcu dobijemo koristeci
poznate kombinatorne metode i kombinujuci toploske prncipe lepljenja poligona.
Podsetimo, ovi problemi su specijalni sluajevi razbijanja grafa na podgrafove izomorfne sa
unapred zadatim skupom grafova. Ovo istrazivanje blisko je sa klasicnim pitanjima
postojanja ulaganja grafa u povis i odredivanja roda grafa. Posebno ¢emo razmatrati broj
razli¢itth domino poplo¢avanja kvadratne mreze na torusu i mreza na torusu sa ruckom
nastale iz identifikacija ivica asteCkog dijamanta sa dominama da bi uopstili klasicne rezultate
o poploéavanju pravougaonika i asteckog dijamanta u ravni sa dominama.

Va¥an pravac ovog istrafivanja je i razvijanje novih ideja da se algebarska topologija
primenjuje na probleme poliomino poplo¢avanja. U praksi se moze desiti i da se ne moZe
potpuno pokriti mreZa sa poliorninima, ali da nas zanima najbolja moguca aproksimacija ili
minimalna opstrukcija poploéavanja. Napomenimo da ova dva pojma, iako su intuitivio
jasna, nemaju preciznu matematicku definiciju. Polazna ideja je da konstruisemo simplicijalni
kompleks koji ée nam na dobar naéin apstrahovati topologiju, kombinatoriku mreze celija i
kombinatoriku poliomino oblika sa kojima poplo¢avamo. Simpleksi ovakvog kompleksa su
pravilna postavljanja nekoliko poliomina u mrezu. Cilj nam je da proucavamo topoloske i
kombinatome osobine ovih (i) njima sliénih kompleksa i da iz njih izvla¢imo zakljucke
vezane za sama poplocavanja.

U izucavanju ovih simplicijalnih kompleksa dodeljenih parcijalnim tesalacijama koristice se
brojne tehnike koje pruza algebarska topologija. Od interesa su nam poznavanje Bettijevih
brojeva i homologija. Jasno je da su kompleksi koje studiramo slozeni i imaju veliki broj
simpleksa pa je ideja da ih uprostimo i zamjenimo sa homotopskim ekvivalentnim CW-
kompleksima pomodéu diskretne teorije Motsa koju je uveo Robin Forman. Naime, prva
istra¥ivanja nam ukazuju da za odredene klase problema poplocavanja njima asocirani
simplicijalni kompleksi imaju homotopski tip vedza kona¢nog broja sfera. Ovi rezultati su od
posebnog interesa u_ topoloskoj i geomettijskoj kombinatorici u kojima se javlja klasa
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Selabilnih simplicijalnih kompleksa koji takode imaju ovakvo svojstvo.

Takode, od znadaja su nam i kombinatotne infotmacije o ovim kompleksima kao sto je f -
vektor. Pored homologije izuéava ¢e se i fundamentalna grupu ovih kompleksa 1 ispitivati
postojanje veze sa fundamentalnom grupom povtsi od koje se polazi. Ocekujemo da iz CW-
kompleksa primenom Van-Kampenove teoreme eksplicitno odredimo fundementalnu grupu
7a neke specifiéne primere. Odredivanje Lusternik - Shnirelman kategorije koje bi nam
omogu¢éilo da bolje razumemo topoloske karakteristike poplocavanja.

B4. Nauéni doprinos

Rezultati ovog istrazivanja otvori e jedan novi pravac u pogledu matematickog istrazivanja
kombinatornih problema na toploskim povisima. Da ce se dokazi ne postojanja
poplo¢avanja za Citave klase mreza na topolodkim povtsSima sa granicom. Istrazivanje ce
omoguditi generalizaciju klasiénih rezultata o poliominima u radu. Odredit ¢e se toploske
karakteristike simplicijalnih kompleksa asociranih sa poplo¢avanjima iz kojih ée se dobit
novi rezultati interesantni za prirnjene u matematici i drugim naucnim disciplinama. Zbog
same prirode 1 kompleksnosti problema koji se razmatraju za mnoga se izracunavanja mogu
iskoristiti moguénosti racunarske tehnologije. Ocekujemo se da rezultati doptinesu razvoju
racunarske i primjenjene algebarske topologije, kao jako mladih i jako perspektivnih novih
matematickih disciplina.

B5. Finansijska i organizaciona izvodljivost istraZivanja

Finansijski i organizaciono istra¥ivanje je optimalno programirano te ne iziskuje znacajna
finansijka sredstva i moguce ga je sprovest u skladu sa predlozenim vremenskim rokom. |
Komisija je mislienja da Prirodno-matemati¢ki fakultet moze obezbediti finansijsko-

organizacione uslove za realizaciju istraZivanja neophodnog za izradu ove doktorske
disertacije.

j€ &

Komisija je jednoglasno odluéila da je kandidat odbranio polazna istrazivanja i pokazao da je
predloZena tema aktuelna istraZivacka tema u medunarodnim nauénim krugovima. Dosadasnji
rezultati 1 predlozene metode omogucavaju da se nastavkom istrazivanja dode do novih
originalnih doprinosa u oblasti poliomina koji su definitivno vredni paznje $ire naucne oblast jer
povezuju nekoliko znadajnih disciplina matematematike kao $to su topologija, algebra i
kombinatorika. Predlog komisije je da kandidat nastavi sa istrazivanjem prema predloZzenom
planu istraZivanja i da dobijene rezultate pripremi za publikovanje u referentnom nau¢nom
casopisu.

Prijedlogizmjene naslova

Obrazac D1: Ocjena podobnosti doktorske teze 1 kandidata 4/6



UNIVERZITET CRNE CORE

UCG ObrazacD1: Ocjena podobnosti doktorske teze 1 kandidata

o

Obrazac D1: Ocjena podobnosti doktorske teze 1 kandidata 5/ 6



UNIVERZITET CRNE GORE
ObrazacD1: Ocjena podobnosti doktorske teze kandidata
UCG

PRILOG

1. Postojanje grupa homotopije za poploc¢avanja
poliominima i njihova veza sa grupom
homologije poploavanja?

2. Ojlerova karakteristika povesi kao opstrukcija za
postojanje pravilnih kvadratnih mre3a?

3. Homotopski tpovi , . domino* simplicijalnih
kompleksa?

1. Definicija Poliomina i poliomini sa ru ama?

2. Dobijanje dokaza argumentima , bojenja iz
grupe homologija poplo¢avanja?

3. Dokazivanje kombinatornih identitets pomocu f-
vektota ,,domino* simplicijalnih kompleksa?

1. Betijevi  brojevi ,domino® simplicijalnih

kompleksa? ‘

Tor-algebre ,, domino* simplicijalnih kompleksa?

Dokazi pomocu diskre

Obrazac D1: Ocjena podobnosti doktorske teoe 1 bared: dm o ——



