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UNIVERZITET CRNE GORE
VUECU PRIRODNO-MATEMATICKOG FAKULTETA

Predmet: Izvjestaj komisije o pregledu i ocjeni magistarskog rada kandidata Antona
Dokaja, diplomiranog matematiara

Vijece Prirodno-matematigkog fakulteta u Podgorici na sjednici odr#anoj 21.12.2018.
godine donijelo je odluku o imenovaniju Komisije za ocjenu i odbranu magistarske teze
pod nazivom “Konveksna i univalentna harmonijska preslikavanja u kompleksnoj ravni
i njihova geometrija” kandidata Antona bokaja, diplomiranog matematicara, u
sliedecem sastavu:

- Prof. dr David Kalaj, mentor

- Prof. dr Zarko Pavicevi¢, &lan

- Doc. dr Marijan Markovi¢, ¢lan

Na osnovu uvida u dostavljeni materijal i uslova utvrdenih Zakonom o visokom
Skolstvu i Statutom Univerziteta Crne Gore, Komisija podnosi sljededi

IZVJESTA)

Magistarski rad kandidata Antona Pokaja, diplomiranog matematicara pod nazivom
“Konveksne i univalentne harmonijske funkcije u kompleksnoj ravni i njihova
geometrija“, izloZen je na 69 strana, A4 formata i sadr3i 11 slika, 11 navoda literature.
Rad sadrii sljedeca poglavlja: Uvod, Uvod u kompleksna harmonijska preslikavanja,
Geometrija kompleksnih harmonijskih preslikavanja, Univalentna harmonijska
preslikavanja iz jediniénog diska, Zaklju¢ak, Literatura.

Predmet istraZivanja magistarske teze Antona Dokaja pripada oblasti kompleksne
analize,

Postavljeni ciljevi rada su:

- Detaljno prikazivanje osnovnih tvrdenja harmonijskih preslikavanja u kompleksnoj
ravni i kontraprimjeri,

- Oslabljenje uslova kod Rado-Knesser-Choquet teoreme,

- Konstruisanjé univalentnih harmonijskih preslikavanja istezanjem univalentnih
analitickih preslikavanja,



- Analogna Koebe % teorema za k-kvazikonformna preslikavanja u Sg i posljedice i

Koebe E teorema za familiju Skao njen specijalan sluéaj.

U nastavku detaljni pregled poglavlja.

U uvodu rada dat je kratak osvrt na istorijat vezan za razvoj harmonijskih
preslikavanja u kompleksnoj ravni i njihovu aktuelnost u svijetu matematike. Takode,
detaljno je izloZen plan istraZivanja i sadriaj poglavlja.

U prvem poglaviljusu dateosnovne tedremeu fa miliji harmonijskih preslikavanja:
princip maksimuma, princip argumenta sa posljedicama, rieSenje Dirihleovog zadatka za
jedini¢ni disk i sliéna tvrdenja. Neka od tih tvrdjenja se dobijaju kao direktna posljedica
odgovarajucih tvrdjenja u familiji analiti¢kih preslikavanja. U slu¢aju kad neka tvrdjenja
nemaju svoje uopstenje u familiji harmonijskih preslikavanja dati su odgovarajudi
kontraprimjeri. Sliéno, i u slu¢aju kada se posmatraju harmonijska preslikavanja u R™.

Drugo poglavljeje posveéeno lokalno univalentnim i univalentnim harmonijskim
preslikavanjima kao generalizacija konformnih preslikavanja (analiti¢kih preslikavanja sa
nenultim izvodom). Centralno mjesto ima teorema Radoé-Kneser-Choquet sa svojim
posljedicama i uop$tenjima u vidu konveksnosti oblasti i date funkcije na granici
jedinicnog diska. Detaljno su prouéena svojstva ove teoreme i oslabljeni su uslovi
konveksnosti oblasti i neprekidnosti funkcije na granici, a da navedena teorema i dalje
vaZi u cijelosti. U ovom poglavlju se detaljno izu€avao i metod konstrukcije univalentnih
harmonijskih preslikavanja istezanjem analiti¢kih funkcija. Navedeni metod je
primijenjen u nekoliko primjera, izmedju ostalog i u konstruisanju Koebe harmonijske
funkcije, dok je prikazana i slika jedini¢nog diska pri poetnom analitickom preslikavanju
i pri dobijenom harmonijskom preslikavanju, $to dodatno ilustruje svojstvo istezanja. Za
potrebe crtanja ovakvih slika je kori§¢en alat Mathematica 11 i GeoGebra.

Trece poglavlje pocinje sa izloZenjem teorije ekstremne dufine kao konformne
invarijante familije krivih. Posebna pa¥nja je posveéena mogucnosti odredjivanja modula
nedegenerisane dvostruko povezane oblasti preko ekstremne duzine familije kriivh koje
spajaju komponente povezanosti granice te oblasti.

Dalje, definisane su familije Sgi Sy Koristeci Montelevu teoremu za harmonijska
preslikavanja dokazano je da se radi o normalnim familija. Stavige, dokazano da je
familija S%je i kompaktna, £to ne va¥i za familiju Sy. Ovo posljednje je



utvrdjenokonkretnimpriliénolakimprimjeromnizaharmonijskihpreslikavanjaiztefamilijeko
jetezelokalnounivalentnokafunkcijikoja ne pripadatojfamiliji.

U ciljudodatnogobrazloZenja da je famiIijaSE«pogodnijazageneralizacijufamilijeS
analiti¢kih univalentnih funkcija iz jediniénog diska,u odnosunaSy , detaljno je rijeden
jedan ekstremalni problem. Radi se u pronalaZenju funkcije iz SH¢ija slika ima najmanju
povriinu. Pokazuje se da postojifunkcija u kojoj se “dostize” najmanja povrsina koja
iznosi % . Analogno tvrdenje ne vazi za familiju Sy. Stavise pokazuje se da postoji niz

funkcija iz te familije tako da povrsina slike jedini¢nog diska tezi ka nuli ali se, jasno, ne
dostize.
U posljednjem dijelu treceg poglavlja, koriste¢i metod ekstremne duZine, dokazana je

1 i i ¥ v 1
analogna Koebe Zteorema za k-kvazikonformna preslikavanja u Sg.Nalme, Koebe i

teorema tvrdi da svaka funkcija iz klase S sadrZi u svom rangu disk |w| < % Koebe-ova

funkcija #, koja slika jedini¢ni disk u kompleksnu ravan bez dijela realne ose od

—oo do tacke z, = ~%, pokazuje da je disk polupreénika 1/4 najveci disk koji je sadrzan
u rangu svih funkcija iz S.Navedenim tvrdjenjem za k-kvazikonformna preslikavanja se
posljedi¢no dobija da svaka takva funkcija iz familije S5, sadr#i u svom rangu disk

1
Iw| < 4(1+k)*
dobija familija S5, i tvrdjenje da svaka funkcija iz te familije u svom rangu sadrii disk

.U nastavku su razmatrane posebne vrijednosti k. Naime, za k = 1 se

lw| < %. I dalje je otvoreno pitanje da li je to najveci disk. Koebe harmonijska funkcija
koja je konstruisana u drugom poglavlju ovog rada sugerise da je taj polupreEnik%.

0d posebnog znaéaja je slu¢aj kada k — 0 . Tada ce se dobiti familija analitickih
funkcija unutar klase SJ, odnosno familija S. Interesantno je da dobijeni rezultat, kao
specijalan sluéaj navedene teoreme, predstavlja upravo Koebe % teoremu za klasu S.

Time se istovremeno i dobija jedan drugadiji dokaz ove teoreme, razli€it od klasi¢nog.

Zakljuéci ove magistarske teze su izloZeni na 2 strane i prikazuju kratak prikaz
glavnih dobijenih rezultata rada. Takode je razmatran prirodan nastavak problematike,
narogito u vezi sa posljednjim zakljuécima i otvorenim pitanjima iz treceg poglavlja.
Uporedjujudi rezultat Koebe % teoreme i natin dokaza prirodno se namece potreba za

dokazivanjem analogne Bieberbachove konjekture. Navedena hipoteza je dokazana
samo za neke posebne podfamilije familije S3, pa i navedeni problem ostaje i dalje
otvoren.



Zakljuéak i predlog Komisije

Na osnovu gore navedenog, smatramo da je rad napisan jasno i konstatujemo da je
kandidat Anton Dokaj u potpunosti realizovao predvideni plan i obim istraZivanja.

Rezultati dobijeni ovim istraZivanjem predstavljaju dobro koncipirane nauéne rezultate,

koji predstavljaju dobru osnovu za buduca istraZivanja.

Komisija predlaZe Vije¢u Prirodno-matematickog fakulteta u Podgorici da rad kandidata

Antona Pokaja pod naslovom “Konveksna i univalentna harmonijska preslikavanja u

kompleksnoj ravni i njihova geometrija“ prihvati kao uspje$an magistarski rad i odobri

njegovu javnu usmenu odbranu.

'Podgorica,
07.02.2019.
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Dr Marijan Markovi¢, docent PMF-a u Podgorici, ¢lan



