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U skladu sa &lanom 35, stav 2, Pravila doktorskih studija, Komisija za ocjenu podobnosti
doktorske teze i kandidata koju je imenovao Senat Univerziteta Crne Gore na sjednici
odrzanoj 17. 05. 2019. godine (Broj: 03-939/2) u sastavu

1. Drlrina Elena Kristea, vanredni profesor Univerziteta Nova Gorica - Slovenija

2. Dr Sanja Janci¢-RaSovié, redovni profesor Prirodno-matematiékog fakulteta
Univerziteta Crne Gore

3. Dr Svjetlana Terzi¢, redovni profesor Prirodno-matemati¢kog fakulteta Univerziteta
Crne Gore

podnijela je Vijecu Prirodno-matematickog fakulteta Izvjeétaj sa javne odbrane polaznih
istraZivanja doktorske disertacije i Ocjenu podobnosti teme doktorske disertacije
(Obrazac D1) kandidatkinje mr Milice Kankaras.

Komisija za doktorske studije PMF-a je na elektronskoj sjednici, odrzanoj 11. 11. 2019.
godine, zakljuéila da dostavljeni lzvjestaj sadrZi sve elemente propisane Pravilima
doktorskih studija i Vodi¢éem za doktorske studije i proslieduje ga na razmatranje Vijeéu
Prirodno-matemati¢kog fakulteta.

Podgorica, 11. 11. 2019. god. Komisija za doktorske studije

Doc. dr Gotan Popivoda

Prof. dr Sladana Krivokapi¢
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OCJENA PODOBNOSTI DOKTORSKE TEZE I KANDIDATA

OPSTI PODACI O DOKTORANDU

Titula, ime i prezime MSc Milica Kankaras

Fakultet Prirodno-matematicki fakultet, Podgorica
Studijski program Matematika

Broj indeksa 01/2012

(Stohasticki dinamicki sistemi: Modeli 1 simulacije, Primijenjena
Podaci o magistarskom radu | Matematika,Univerzitet Crne Gore, Prirodno-matematicki
fakultet, 2012, stednja ocjena (10))

NASLOV PREDLOZENE TEME

Na sluzbenom jeziku Reducibilnost u algebarskim hiperstrukturama

Na engleskom jeziku Reducibility in algebraic hyperstructures

Datum prihvatanja teme 1
kandidata na sjednici Vijeca | 28.02.2019.

otganizacione jedinice

Naucéna oblast doktotrske

disesticie Matematika (Algebra)

Za navedenu oblast matiéni su sljededi fakulteti

Prirodno-matematicki fakultet, Podgorica

A. IZVJESTA] SA JAVNE ODBRANE POLAZNIH ISTRAZIVANJA DOKTORSKE
DISERTACIJE

U ponedjeljak, 17.juna u u 11h u sali 225 Prirodno-matematickog fakulteta, doktorandkinja
Milica Kankara§ je pristupila odbrani polaznih istraZivanja doktorske teze pod nazivom
,Reducibilnost u algebarskim hiperstrukturama“ u prisustvu komisije u sastavu:

1. Dr Sanja Janci¢ Rasovi¢, PMF UCG, redovni profesor (predsjednik komisije),

2. Dt Svjetlana Terzi¢, PMF UCG, redovni profesor

3. Dt Irina Elena Cristea, Univerzitet Nova Gorica, Slovenija, vanredni profesor, mentor.
Kandidatkinja je u dvadesetominutnom izlaganju dala motivaciju, izlozila poznate tezultate na
kojima su bazirana njena istraZivanja, a zatim predstavila svoje rezultate do kojih je dosla u toku
svojih polaznih istraZivanja. Dobijeni rezultati se odnose na fazi-reducibilnost hipergtupa sa
patcijalnim skalarnim identitetima. Kandidatkinja je pokazala da hipergrupa sa parcijalnim
skalarnim identitetima nije fazi reducibilna u odnosu na fazi skup fI. Nakon predstavljanja
konkretnih rezultata, kandidatkinja je ukazala na dva znacajna pravca u kojima je planirano
njeno dalje istraZivanje. Jedan od njih je ispitivanje reducibilnosti u fazi hipergrupama, a drugi
ispitivanje reducibilnosti za tri tipa hiperprstena i to Krasnerov, multiplikativni i generalni
hiperprsten.
Nakon izlaganja, komisija je pristupila ispitivanju kandidata. Pitanja su se odnosila na
preciziranje pojmova i rezultata koji su navedeni u izlaganju, uz analizu moguénosti njthove
primjene u algebarskoj topologiji i daljeg razvoja u teoriji hipergrupa. Komisija smatra da je
kandidatkinja detaljno i ta¢no predstavila, kako dosadasnje, tako i novodobijene rezultate iz ove
oblasti i da je precizno odgovotila na postavljena pitanja. Samim tim, komisija je jednoglasno
donijela odluku da je kandidatkinja uspjesno odbranila polazna istraZivanja za izradu doktorske
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disertacije.
Odbrana je zavrsena u 12h.

B. OCJENA PODOBNOSTI TEME DOKTORSKE DISERTACIJE

B1. ObrazloZenje teme

Algebarske hiperstrukture je 1934. godine uveo francuski matemati¢ar F.Marty kada je definisao
hipergrupu i prikazao neka njena svojstva, kao i primjene na algebarske funkcije, racionalne
funkcije, nekomutativne grupe itd. Hiperstrukture istovremeno predstavljaju i nezavisni pravac
istrazivanja, kao 1 istrazivacki alat za druge oblasti kao $to su: Geometrija, Grafovi i
Hipergrafovi, Topologija, Kriptografija, Teorija kodova, Teorija automata, Vjerovatnoéa,
Teorija fazi skupova.

Algebarske hipergrupe predstavljaju generalizaciju klasi¢nih grupa: binarna operacija grupe se
prosiruje na binarnu multivtijednosnu  operaciju, nazvanu biperoperacija i bhiperproizvod.
Hiperoperacija paru elemenata pridruzuje neprazni podskup. Prvi primjer hipergrupe je 1934.
godine dao F. Marty, pri ¢emu je istovremeno dao motivaciju za uvodenje ovog pojma. Ako je
G grupa, a H njena podgrupa; tada faktor struktura G/H ne mora biti grupa, ali uvijek jeste
hipergrupa.

Skup H sa hiperoperacijom ocini hipergrupu ako je zadovoljeno svojstvo asocijativnosti, tj. ako
zasveX,y,Z € H(x oy) ez = x o (y o z) i ukoliko vaZi aksioma reprodukcije, tj. za svako a €
H,aoH =Hoa.

Fazi skupovi su skupovi ¢jji elementi imaju stepen ptipadnosti. Pojam fazi skupa je uveo
L.A.Zadeh (1965) u cilju prositenja klasicnog pojma skupa. U klasicnom skupu, pripadnost
elementa skupu je binarna relacija; element pripada ili ne pripada skupu. Teorija fazi skupova
uvodi funkciju pripadnosti koja skup slika u segment [0,1], tj. svakom elementu skupa dodjeljuje
broj iz datog segmenta.

Vezu izmedu fazi skupova i algebarskih struktura je prvi uspostavio A. Rosenfeld definisanjem
pojmafazi podgrupe grupe. Nesto kasnije, B. Davvaz jeprosirio ovu definiciju na slucaj algebarskih
hiperstruktura, uvodeéi koncept fagipodbipergrupe (klasicne) hipergrupe. Proucavanje fazi
hiperstruktura je pocelo 2008.godine, clankom o fazi hipergrupama|22]. Zatim su V. Leoteanu-
Fotea i B. Davvaz 2009. godine uveli pojmove fagz hiperprstena i fazi hipermodula sa ciljem
uopstenja uvedenih hiperstruktura.

Teorija hipergupa sa fazi skupovima predstavlja rastuéi i novi pravac istraZivanja u proteklih 20
godina. Do sada se razlikuju tri osnovna pristupa: izucavanje novih klasi¢nih hiperoperacija
pomoéu sredina fazi skupova; izucavanje fazi podhipergrupa, kao i izucavanje fazi hipergrupa,
tj. struktura sa fazi hiperoperacijama. Pregled ove teorije se moZe naci u monografiji Fruzgzy
algebraic hyperstructures; an introduction koju su napisali Davvaz 1 Cristea[7].

Veoma vaznu ulogu u teotiji hiperstruktura imaju fundamentalne relacije. One mogu da se
podijele u dvije grupe. Prvu grupu cine relacije ekvivalencije sa svojstvom da se faktorisanjem
hiperstruktura ovim relacijama dobija klasi¢na struktura sa sli¢nim svojstvima. Dtugu grupu cine
fundamentalne relacije koje je uveo Jantosciak [8] u cilju definisanja pojma reducibilna hipergrupa.
Jantosciak je primijetio da se moze se desiti da hiperproizvod na datom skupu “ne pravi razliku”
izmedu para elemenata u skupu ukoliko elementi igraju istu ulogu u odnosu na hiperoperaciju.
Otuda se moZe definisati odredena ekvivalencija u cilju identifikovanja elemenata sa istim
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svojstvima.
Dva elementa X, ¥ u hipergrupi (H,0)su:

©  operaciono ekvivalentna, akosu njthovi hiperproizvodi sa svim elementima u H isti: x o @ =
yeaiaoXx =a-oy,zasvako ain H;

®  nerazdvejivi, ako X pripada istim hiperproizvodima a ¢ b kao y , za sve a, b uH;

® esencijalno neraglikmndi, ako su operaciono ekvivalentni i nerazdvojivi.

Reducibilna hipergripa za svaki element ima jednoelementnu klasu ekvivalencije u odnosu na gore
definisanu relaciju. Koristeéi ove fundamentalne relacije, izucavanje hipergrupa moze da se
podijeli u dvije grupe, izu¢avanje reducibilnih hipergrupa i izu¢avanje hipergrupa koje imaju istu
teducibilnu formu (Reducibilna forma je faktor struktura koja se dobija kada se hipergrupa
posijece po relaciji esencijalno nerazlikovanje). Ova ideja ¢e takode biti unaptijedena u tezi
kandidatkinje u fazi slucaju u dva razli¢ita pravca: izucavanje relacije esencijalno nerazlikujuci
izmedu elemenata fazi hipergrupe, ili izmedu slika clemenata klasiéne hipergrupe sa fazi
skupom.

Uvode se pojmovi reducubilne fazi hipergrupe, tj. fazi hipergrupe koja je reducibilna, kao i pojam
Jazi reducibilne hipergrupe, tj. hipergrupe sa fazi skupom koja je fazi reducibilna.

U tom cilju bice definisane 1 objasnjene nove relacije.

U hipergrupi (H,o) sa zadatim fazi skupom (4, uvode se sljedece ekvivalencije. Kazemo da su x i
y:
® fazi operaciono ekvivalentni, akosu slike njihovih hiperproizvoda sa svim elementima u H
iste: y(x e a) = u(yea)iu(aex) = u(acy), zasvako a in H;
®  fazi nerazdvojivi: (x) pripada p(a o b)akko u(y) ptipada p(a o b), za sve a, b uH;

®  fazi esencijalno neraglikuind, ako su fazi operaciono ekvivalentni i fazi nerazdvojivi.

Klasi¢na hipergrupa(H,o) je fazi reducibilna ako je klasa ekvivalencije proizvoljnog elementa u
odnosu na relaciju fazi esencijalno nerazlikovanje jednoelementna.

Fazi hiperoperaciju na skupu H je definisao M.K. Sen 2007.godine kao preslikavanje koje paru
elemenata pridruZuje neprazan fazi podskup, tj. ot H X H — F(H). Ukoliko su zadovoljeni
asocijativnost i teorema reprodukcije tada (H,°) éini fazi hipergrupu.

Na fazi hipergrupi (H,0) se definiSu fundamentalne relacije na sljedeéi nadin:

® X iy su aperaciono ekvivalentni ako: (x e a)(r) = (e a)(r)i (ae x)(r) = (ac y)(1)za
svako a,r in H;
® X iy su nerazdvojivi, ako(a © b)(x) # Oakko (a ° b)(y) # 0, za sve a, b uH;

® X iy su esencjalno neraglikujui, ako su fazi operaciono ekvivalentni i fazi nerazdvojivi.

Fazi hipergrupa je reducibilna fazi hipergrupa akko klasa ekvivalencije svakog elementa iz H u
odnosu na gore definisanu relaciju sadrzi ta¢no jedan element.

Nheazac TV- Nriena nandnhnneti daktnrcke teze 1 kandidata 3/



.' UNIVERZITET CRNE GORE
UCG ObrazacD1: Ocjena podobnosti doktorske teze i kandidata

B2. Cilj i hipoteze

PredloZeni cilj jeprosirenje klasiénog pojma teducibilne hipergrupe na fazi slucaj, definisanjem
novih koncepata fazi reducibilne hipergrupe i reducibilne fazi hipergrupe. Osim kombinatotnih
svojstava pomenutih hipergrupa, istraZivace se moguce veze izmedu ova dva nova koncepta i
klasicne reducibilnosti. Kandidatkinja predlaze inovativni metod fuzifikacije koncepta
reducibilnosti u hipergrupi. Ovaj koncept se mo%e razmatrati na fazi hipergrupi, ili na klasi¢noj
hipergrupi koja je obogacena fazi skupom. U slucaju kada je na hipergrupi zadata fazi
hiperoperacija, dobijaju sereducibilne fazi hipergrupe, tj. fazi hipergrupe koje su reducibilne. U
drugom slucaju se definiSu fagi reducibilne bipergrupe, tj. klasicne hipergrupe koje su fazi
reducibilne u odnosu na pridruzeni fazi skup..

Kao 1 u klasicnom slucaju, definisane su fundamentalne relacije koje je uveo Jantosciak:
operacionalna ekvivalencija, nerazdvojivost i esencijalno nerazlikovanje, pti éemu je prilikom
definisanja neophodno voditi racuna o svojstvima fazi skupova. Fazi hipergrupa H ée biti
nazvana reducibilnom fazi hipergrupom ako i samo ako je klasa ekvivalencije svakog elementa u
odnosu na esencijalno nerazlikovanje jednoelementna. Slicno, klasicna hipergrupa H ée biti
nazvana fagi redncibilna hipergrupa ako je klasa ekvivalencije svakog elementa u H u odnosu na fazi
esencijalno nerazlikujucu relaciju jednoelementna.

Jedan od ciljeva istrazivanja je povezivanje ova dva fazi pristupa sa klasicnim slucajem, sto ée
biti tema prvog dijela disertacije.

U okviru teze istraZivace se i svojstva gore navedenih relacija i traZiti znacajni primjeri klasicnih
hipergtupa 1 fazi hipergrupa koje su (fazi)reducibilne. U teoriji je poznato da je hipergrupa sa
parcijalnim skalarnim identitetima uvijek reducibilna. Kandidatkinja u svom istrazivanju fazi
reducibilnosti posmatra fazi set I koji je definisao Korsini (“grade fuzzy set”) [1].

Rezultat polaznih istrazivanja je da hipetgrupa sa parcijalnim skalarnim identitetima nije fazi
teducibilna u odnosu na fazi skup fi. Motivisana konkretnim primjerima, doktorandkinja
postavlja hipotezu da kompletne hipergrupe nisu reducibilne, niti fazi reducibilne u odnosu na

fazi skup .

U drugom dijelu teze doktorandkinja namjerava da prosiri koncept reducibilnosti na prstene u
oba sluéaja: u klasiénom i fazi slucaju. Cilj je dati definiciju pojma (fazi)reducibilnosti na
hiperprstenu. Pretpostavka je da ce se u slucaju Krasnerovog 1 multiplikativnog hiperprstena,
relacijaesencijalno  nerazlikovanje definisana pomocu operacije svesti na jednakost (na datim
ptstenima su zadate operacija i hipetoperacija) pa ¢e se proucavanje reducibilnosti pomenuta
dva tipa hiperprstena svesti na reducibilnost hipergrupa (hipergrupoida). U slucaju generalnog
hiperprstena, cilj je definisati dvije relacije pomocu hiperoperacija zadatih na hiperprstenu.
Pretpostavlja se da svojstvo reducibilnosti nefe imati svi tipovi hiperprstena, pa je cilj napraviti
Klasifikaciju (ne)reducibilnih hiperprstena. U fazi slucaju, ocekuje se promjena ponasanja
hiperprstena u zavisnosti od definicije fazi skupova.

B3. Metode i plan istraZivanja
Zadaci/problemi iz teze odgovaraju trenutnim trendovima u Algebri. Fazi modeli postaju sve

korisniji zbog njihove mogucnosti da povezu klasicne kombinatorne probleme i simbolicke
modele u formalnim sistemima.
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., UNIVERZITET CRNE GORE
UCG ObrazacD1: Ocjena podobnosti doktorske teze i kandidata

Teza ée biti podijeljena u dvije cjeline. Prva cjelina ¢e sadrzati pregled fundamentalnih relacija u
hiperstrukturama i njihovom primjenljivoséu na koncept reducibilnosti hipergrupa. Nakon toga
¢e biti uveden pojam fazi reducibilne hipergrupe i bi¢e izucavan za viSe klasa poznatih
hipergrupa: kompletne hipergrupe,  hipergrupe sa parcijalnim skalarnim identitetima,
nekompletne 1-hipergrupe, ciklicne hipergrupe. Ovaj dio teze e pratiti studija reducibilnosti
fazi hipergrupa sa namjerom da se uspostavi njena veza sa klasiénom reducibilnoséu. Druga
cjelina e sadrZati izucavanje aspekta reducibilnosti hiperprstena (razmatraemo vise tipova
hiperprstena). Ovdje ée takode biti razmatrana i klasi¢na i fazi reducibilnost.

B4. Naucni doprinos

Teorija hiperstruktura kao dio algebre koji predstavlja uopstenje klasi¢nih algebarskih struktura
nastala je sredinom XX vijeka. Hiperstrukture su nasle primjenu u oblastima kao $to su:
Geometrija, Kriptografija, Vjestacka inteligencija, Teorija hipergrafova i Teorija automata.

Teorija fazi skupova je aktuelna matematicka tema koju brojni istrazivaéi dovode u vezu sa
konceptima teorije algebarskih hiperstruktura.

U ovoj tezi uvodi se pojam fazi-reducibilne hipergrupe kao prosirenja poznatog pojma
reducibilnosti hipergrupe. Osim toga, definisu se pojmovi reducibilnog i fazi-reducibilnog
hiperprstena. RjeSavaju se problemi vezani za reducibilnost i fazi-reducibilnost Siroke klase
hipergrupa 1 hiperprstena. Dobijeni rezultati su doprinos u algebri kao teorijskoj matematickoj
disciplini, kao 1 doprinos u mogucim primjenama u Kriptografiji.

Fazi skupovi su nasli Siroku primjenu u Matematickoj statistici, Diskretnoj matematici 1
Kombinatorici, pa se opravdano ocekuje da ¢e ova teza imati multidisciplinarni znacaj.

Svi novi dobijeni rezultati bice publikovani u referentnim naucnim casopisima 1 zbornicima
radova koji su od znacaja za nauku.

B5. Finansijska i organizaciona izvodljivost istraZivanja

Predstavljeno istraZivanje ne iziskuje znacajna finansijska sredstva i izvjesno je da ce ono biti
zaviSeno u vremenskom roku predlozenom za zavrSetak disertacije. IstraZivanje se ocjenjuje
izvodljivim. Oéekuje se da kandidatkinja bude ukljucena u projekte u okviru kojih e dobiti dio
finansija potrebnih za uspostavljanje bliske saradnje sa istraZivacima koji se bave istom oblas¢u
algebre.
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Misljenje i prijedlog komisije

Komisija smatra da je predmet istra¥ivanja kandidatkinje matematicki sadrzajan i perspektivan i
da prezentovani novi tezultati predstavljaju doptinos u izucavanju hipergrupa i hiperprstena.
Ocekujemo da ovaj stav bude potvrden publikovanjem dobijenih rezultata u referentnim
nauénim ¢asopisima. Komisija smatra da je kandidatkinja Milica Kankaras uspjesno odbranila

Nhearar N Oriena nadnhnanett dnktarcke teze 1 kandidata 6/
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Prijedlog promjene mentora i/ili imenovanje drugog mentora

Planirana odbrana doktorske disertacije

(2021, prvi semestar)

Izdvojeno mifljenje

Ime i prezime

Napomena

ZAKLJUCAK

PredloZena tema po svom sadrZaju odgovara nivou doktorskih studija. DA

Tema je originalan nau¢no-istraZivacki rad koji odgovara medunarodnim DA
kriterijumima kvaliteta disertacije.

Kandidat moZe na osnovu sopstvenog akademskog kvaliteta i ste¢enog znanja
da vz adekvatno mentorsko vodenje realizuje postavljeni cilj i dokaZe | DA
hipoteze.

Komisija za ocjenu podobnosti teme i kandidata

Prof. dr Sanja Jan¢ié RaSovié, Univerzitet Crne Gore, Crna g(j A did Za o e
Gora :

Prof. dr Irina Elena Cristea, Univerzitet Nova Gorica, Slovenija "j Dwoﬁe,gq

Prof. dr Svjetlana Terzi¢, Univerzitet Crne Gore, Crna Gora @ /[/;Eﬁg vy -
U Podgorici,
07.11.2019.

DEKAN

MP




