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I Tema i cilj doktorske di$ertacije

Jedan od najstarijih, naiznaefjnrjih i najteziih problema u teoriji sludajnih provjerovatnoCe

F (rng(.r(t) r,r),
\zel /

gdje je x(t) sludajni proces ili slu{ajno polje. ovaj problem je posebno atrakrivan uprocesa i polja. Iako konadno dirdenzionn,lne rrcnn.ri^r^ rr^..^^--^,,ruce$a r porJa. rako ko'adno dirienzionarne raspbd,jele Gausovog procesa i*aju jne postoji eksplicitna t":.T"]" zf vjerovatnoiu (t) u op$tem Gausovom sludaju.centralni problem u teoriji ekstre[a Gausovih procesa se pomjera ka trazenju tai(1), kada u -+ m. Klr

orn.tej'.u,enbekovil:::Hl&nm"j?ffi ::t1llt"l,,ffiHl
ostalih: polje Viner-ierrcoua i Le.,{,ijevo polje.

J' Pickands III je 1g6g. g. nrfatozio elegantan i prirodan nadin zar raiuna,jevjerovatnode (1) kada

funkcijom r(t) zauo;u *" 
*i,*' sdJe je x(t) centriran stacionaran Garsov proces

r(r) - 1 - lrl" -r o(ftl"), t _+ o

za neko a e (0,2] i

r(t)<r,t*0.

utlaju Gausovih
ne ra"spod,jele Gausovog procesa imaju j norstavnu formu,

crg navedenog,
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Eraunov most,

ipadaju izmedu
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Aproksimacija se bazira na pr
turi poznat kao metod dvojne
za (L) u nestacionarnom slufaju.
sludaju Gausovih polja. Geomet

trema Gausovih polja se h

zatim lokalno homogeno Gausovo

Gausovi procesi se pojavljuju u

teoriji pouzdanosti, hidrologiji,
procesa se osim ved pomenutog

bavi i sljededim problemima:

granidnim teoremama za broj
propasti sa Gausovim procesom

Drugoj temi je posvedena

Knji5ki primjer primjene

se bazira na primjeni statistike
etarskoj familiji raspodjela F(r;
maksimalne vjerodostojnosti, tad

slabo konvergira (uz uslove regul

odgovarajude kritidne oblasti sada

n(::n l((")l > ,) r.uau u -+ oo.

homogenosti vi5edimenzionalnih

Neka je (X,Y) par sludajnih
komponentu X sludajnim el

na stohastidka svojstva kom
prirodu baznog modela X. prim.i

jednadine sa sludajnim koeficijenti
vjerovatnodama prelaza; b) perkol

Neka je (X(t), Y), t e R, sludaj

vrijednosti u R, dok je kom

kaZemo da je uslouno-Gausou ako
i naziv Gousoa proces u sluCojnom

Uslovno Gausovi procesi

proudavane tehnikama koie se

ptotike za vjerovatnoCu ekstrema Gausovog pro cesa prethodi traZenje asimptotike Gausov

q.

Bonferonijeve nejednakosti, 
. te je Pikands,rv

Piterbarg je metodom dvojne sume dobio ladnu
Takode, Piterbarg Pikandsov metod usavr5ava i pri

polja bazira na kori5ienju strukturnog mo<lula.

razvija sljededim redom: X(t) iz (1) je homogeno
je i na kraju nehomogeno Gausovo polje.

im oblastima: statistici, fina,nsijama, aktuarskoj m
matologiji, neuronskim mreZama. Teorija ekstrema

traZenja asimptotike vjerovatnoCe dostiza,nja vi
ekstrema, momentima broja presijecanja vi

presijecanja visokog nivoa. Najaktuelnije teme
inputom i ekstremi Gausovih procesa u sludajnom
disertacija.

ekstrema Gausovih procesa u startistici je iz oblasti
Kolmogorov-Smirnova. Ako raspodjela obiljeZja

i ako je d1,' ocjena nepoznatog parametra d dobijena
empirijski proces

(r) : r'N(llv(c) - r1,'(r, 91,'))

i) ka centriranom Gausovom llrocesu ((t). Froblem
se rje5ava pomodu asimptotskih rezultata tap(sup((

t c€R

primjene ekstrema Gausovih polja u statistici je

a. Komponentu Y nazivamo sludajnim okru
m u sludajnom okruZenju ako komponenta ,i/ su5ti

X. Sludajno okruZenje moZer da izmijeni sivojstva

stohastidkih rn'odela u sludajnom okruZenju su: a)

a i sludajnim granidnim uslovima; b) sludajna ietnja sa

i procesi na sludajnim reSetkama.

element, pri demu je komponenta X sludajni proces

Y neki drugi sludajni element. Za sludajni proces {X(t
uslovne raspodjele X(.)lY Gausove. Za ovaj pojpm

pro5iruju klasu procesa dije ekstremne vrijednosti
u teoriji ekstrema Gausovih procesa. T[aZenju t
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proces sa konstantnirn, nesludajnim parametrom (ili parametrima), a zatim se

svim mogu6irn vrijednostima parametra (parametara). Izudavanje modela sl

sluEajnorn okruZenju podrazumijeva upot;relbu teorije uslovnog maternatidkog

vjerovatno6e. Kod rrdistorr Gausovih procesa visine visolkih maksimuma kao

realizacija su asimptotski nezavisni. Zbog ove dinjenice, visoki ekstremi kod

nepogodni za prognoziranje. U sludaju usllovno-Gdusovih prrocesa ekstremi
tim i pogodniji za prognoziranje.

Probbm iz oblasti ekstrema uslovno-(]ausovih proces€r se po prvi put po

et al. [3J. U tom radu razmotren je proces X(t) : AL/z.G(t), gdje je G(t)
proces, dok je ,4 stabilna sludajna promjern[iiva nezavisna od G(.), a predmet

vani brojl prelazaka visokog nivoa u procesom X. Radovi Husler et al. [341

predstavljaju podetke teorije ekstrema uslo.vno-Gausovih procesa. U pomenu

trani su Gausovi procesi sa sludajnorn disperrzijom za stacionarni i nestacion

koja nagla5ava kori5denje standardnih postupaka iz teorije ekstrema Gausovih

tadne asimptotike za vjerovatnoce dostizanja visokog nivoa navedenog uslov

U radu [34] autori navode neke od problerna iz domena uslovno-Gausovih

posvetiti paZnju. Naznadeni problemi i ne.ki koji se prirodno nadovezuju p

mr Gorana Popivode.

Tema disertacije je dobijanje tadne asi:mprtotike vjerovabnode

P (1*pxtt) ' '),
kada u -+ oe, gdje je sludajna funkcija X = li, X (t), t € TI realrri sluddfui pro0es

oleruienju, zadat na parametarskom skupu !l'C R', n € N. Razmatraju se

X1(t) :: {(t) + rl(t), X2(t'.\ ;,= X"(t) + q(t), X3(t) :: ?(r)€(r)

t € [0,7],7 > 0, gdje je { centriran stacionaran Gausov proces sa kovarijac

1 - ltl' +o(ltl"), f -+ 0, za neko o e (0,21, i pretpostavlja se da je r(t) < 1

Proces y* ie y-proces sa n stepeni slobo,de generisan sa n nezavisnih kopija
p glatki sludajni procesi nezavisni od {. Nelia je

o: sup{r : F(a(t) ,< r) < 1}, za, svako t € [0,"1.

Pretpostavlja se da je za svako t € [0, ?] rep funkcije raspodjele sludajne pro
promjenljiva funkcija u tadki o.

Asimptotika vjerovatnoie dostizanja visol<og nivoa poljima u disertaciji je

dva sludaja. Neka je {€(t), t e ?} homogr:no centrirano Gausovo polje sa kovar
(E,a)-tipa i neka jeT zatvoreni Zordanov skup takav d.a 0 e ?. Ra6unaju tadne asimp

usrerdnjavanje
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dok je n: {q(t),, € [0,"]]

€ : {€(r),, € [0, "]]

\\
lltll2)>r)./ /'
, pri demu je rep funkcije

pri u -+ oo' ovdje su ) i ( pozitivne srudajne promjenljive nezavisne od.
raspodjele za ) pravilno promjenljiva funkcija u tadki

o :: sup{c : F(,\ g r) < 1}.

II Struktura i rezultati disertacije

' Diserta"cija je napisana na g9 stranica i sastoji se od uvoda i jos tri
pregled pojmova i klasidnih rezultata na koje se doktorand poziva prilir
originalnih rezultata. Teme obradene u uvpdu su: Gausove slurajne
sludajne funkcije; teorija ekstrema Gausovih procesa i polja sa nag
pravilno promjenljive funkcije. Materijal je izroZen pregledno, konci
koji slijedi.

Tema druge i tre6e glave su ekstremi Gausovih sludajnih procesa u
glava je posvecena ekstremima Gausovih sludajnih procesa sa sludai
Sludajna funkcija oblika {X(t) + m(t), t e T}, T c R,, gdje je X sl
se slucajni proces ili porje sa trend,em, a funkcija mkojanije identidki
Ekstremi Gausovih srudajnih proce$a sa trendom su razmatrani samo
evima, imamo u vidu pona.anje funkcije m(t) u okolini tadke u kojoj
dostiZe maksimum.

Neka je € : {€(t),t e [0, Tl],r ) 0, centriran stacionaran Gausov p
[0,"]] sludajni proces nezavisan od (. Ako je X(t) :: {(r) + a(t),
t e [0, fl] uslovno-Gausov i vaZi

U uvodnoj glavi je dat
a i dokazivanja

iive i vektori; Gausove

na metod dvojne sume;
po korelira sa tekstom

okruZenju. Druga
trendom (odekivanjem).

proces ili polje, naziva

nuli se naziva trend.

im specijalnim sludaj-

ija Gausovog procesa

i neka je ?: {q(t),t e
jeprocesX={X(t),

E(€(r) + r1Q) | n(t)) : q(t).

Doktorand motivisan svojstvima procesa ?, proces x, naziva Gausou
trend,om. Takode, razmatran je i srudaj u kojem se na mjestu procesa {

x"(t) = (e?to + eTat + ...+ e?(t))'/' ,

gdje su €t, i: r,2r...,n, nezavisne kopije centriranog stacionarnog G

sa glatkim sluiajnim
javljuje proces

procesa



U drugoj glavi je dobijena tadna asimpt;otika za vjerovatnor3u dostizanja
cese {(t) + n(t) i x^(t) + q(t).u prvom pieragrafu su formulisane i dokazar
uz pomo6 kojih autor znadajno prosiruje rdasu procesa 4(t) za koje vaze
disertacije Rumyantseva [6g]. Uslovi koji se name6u na proces r1(t), t e
njegovu glatkost u okolinama tadaka u koji:ma proces dostiZe visoke ektreme
esencijalnom supremumu procesa) i pravilnu promjenljivost repra funkcije r
za r : o, t € [0, ?]' Asimptotika je dobijena nakon iscrpne i precizne analize
tal.ia' u osnovi dokaza je metod dvojne sum€, a koriste se pikandsova teorema,
Borelova teorema. Na podetku dokaza je proces 4(t) u okolinama tadaka dostiz
aproksimiran parabolama, autor ih naziva rsesirimar. Na asimptotiku esenci
pona5anje procesa 4(t) u uskoj traci (a, o - e',r, a u toj traci procesi je aproksimi
imarr' Kljudno ntjesto u clokazu je primjena Kempbelove formule na tadkasti
muma {(t,n(t),r1,,(t)), t e M(e(u))}, proces je zadar na [_d(z), f + d(u)] x [oParametri c i rc su dobijeni kroz aproksimaciju procesa r1,(t) d.oksu d(z) i e(
tupak formiranja trake sa 'Eesirimarr. Na ,lvom mjestu se fokrrsira specifidr
ekstrema za uslovno-Gausove procese. skup tadaka u kojima se dostizu visoki
Kempbelova formula se koristi na mjestu ko:me je prethodila pri:rnjena klasidn
iz teorije ekstrema Gausovih procesa. Dokaz je koncipiran tako da se istovremr
uslovno-Gausovog procesa sa trenrlom i xn procesa sa trendom, Najznadaj:
ekstrema x procesa su objavili Albin [6] i piterbarg 

[b6]. x proces je norma
procesa i asimptotika se dobija tehnikom trazenja ekstrema Gaur;ovilr polja

U treioj glavi ustanovljena je tadna asimp,totika vjerovatnoie dostizanja
x(t)::n(il{'(q+ p(t), r e [0,"] sdje je €: {{.Q),t€ R}, centriran stacic
Var(€(t)) : 1, dok su ? - {n(t),t e R}, p,,= {p,(t),, € R} slurSajni procesi
{' Proces x(t) ie uslovno-Gausov jer su konadno-dimenzionarne raspodjele
(4,p), Gausove. Jednostavno se ustanovljava da proces X(t) ima sludajni
sludajnu disperzi.iu. u clisertaciji se razmatraju sludajevi u kojima su procesi 4(b) zavisni. Metod.om dvoj'e sume uz tehniku svojstvenu proudavanju ekstre
procesa' a prokomentarisanu u prikazu rezultata druge glave, dobij,ena je tadna
rezultat predstavlja prirodan zavrsetak istraZivanja zapodetih u radovima [J4] i

U detvrtoj glavi se razmatraju polja X1(t) ;: {(t)a(t) i X2(t):.= {(t)f r7(t),
homogeno centrirano Gausovo sludajno polje dok je 4 sludajno pr:lje
{' odredenij e, T c Rn je zatvoren Zordanov skup takav da 0 € ?, a polje {(funkciju r(t) za koju vaZi

r(t) : 1 - ltlta,.) +o(ltl1e,,"y), kada r -+ 0,

za neku strukturu (E,o), E : ("rr...,ek), o,: (or,... ,ox) i r(t) < l, t + 0.
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Paraboloid-polje je zadato sa

gdje su A i ( sludajne promjenlji
je ( skoro izvjesno pozitivna.

nezavisne od €(.). pretpostavlja se da j
de, pretpostavlja sb da su vrijednosti o

\2 e zaneko

a rep raspodjele sludajne prornjen ive ) je pravilno n{omjenljiva funkcija

Var(X1 (t)) | ?(t)) : ?2(t),

autor motivisan geometrijom pol.fa a(t), polje X{t) naziva
di,sperzijorn. Bududi da ie

E(&(t) lr1(t)) = n(t),
autor polje x2(i) naziva Gausouo lpolje sa glatki,m sru(ajni,m oiek,iuanjem

U detvrtoj glavi su dobijene taine asimptotike za

U -+ @, i,:1r2.

Dobijeni rezultati su pionirski u odlasti ekstrema uslovno-Gausovih polja.

III Mi5ljenje i predlog

Mr Goran Popivoda se u disetrtaciji
procesa i polja. Rijed je o teoriji koja
okruZenju.

uspje5no bavio problemima
pripada aktuelnoj oblasti sludaj ih procesa u

u prvoj glavi disertacije jer prepentovana teorija ekstrema Gausovih

Gausouo

l), o((), o (f
tadki o(.\). B

glatkom

trend,om).

n (ig;xr.) ' ,),

je izloi.en matematidki korektno, pismeno, zanimljivo i sa istanEanim osj za su5ti
teorije. Prva glava je odlidan prikaz dostignu6a u teoriji ekstrema G procesa i polj

Drugi dio disertacije je izloi,en u tri glave i u njemu su prezentovani
podetku svake glave su date crefinicije pojmova koji se u tekstu pojavljuj
su jasne i pregledne. Dokazi su sprovedeni detaljno, ditljivo i matem
ima mnogo zahtjevnih tehnidkih detalja koji su od. autora traZili oriei
koncetraciju i preciznost.

u disertaciji je dobijena tadna asimptotika za vjerovatno6u dostizani visokog ni

i polja.

alni

m; c)G
sludajnom

Gausove procese sa sludajnirrL trend.om; b) x, procese sa sludajnim t
cese sa sludajnim trendom i riludajnom disperzijorn; d) Gausova polja
pa"raboloidnog tipa e) Gausove polja sa sludajnim trendorn parabolo tipa. Rezul
odnose na a), c) i d) su izloiieni redom u radovima [57], piterbarg et [58] i Popi and
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Starnatovid [651. Zurnali u koj su radovi

liko problema iz teorije
stohastidkoj disciplini"

Disertacija Mr Gorana Popi Je napieana.

Komisija predlaZe VijeCu

prihvati pozitivnu ocjr:nu

pod naslovom

Podgorica, 12. jun 2017.
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