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PREDMET: Ocjena doktorske disertacije mr Gorana Pop'livode

Na sjednici Senata, Univerziteta Crne Gore, odrzanoj 2. juna 2017. godine, imebovana Jje Komisija,
u sastavu: dr Pavle Mladenovi¢ (redovni profesor Matematickog fakulteta u Bex gradu), dr Sinisa
Stamatovi¢ (redovni profesor Prirodho-matematiékog fakulteta u Podgorici), dr Zana Kovijanié-
Vukicevi¢ (redovni profesor Prirodno—matematiékog fakulteta u Podgorici), dr Sv'ﬁetllana Terzi¢ (re-
dovni profesor Prirodno—matematiékog fakulteta u Podgorici), dr Bozidar Popovié \(docent Prirodno-
matematickog fakulteta u Podgorici), &iji je zadatak da pregleda i ocijeni doktorsku disertaciju sa
naslovom "Ekstremi uslovno-Gausovih procesa" kandidata mr Gorana Popivode. ‘

Komisija je pregledala tekst disertacije i Vije¢u i Senatu podnosi sljedeci

IZVIESTAJ

I Tema i cilj doktorske disertacije

vjerovatnocée

i
|
|
Jedan od najstarijih, najznacajnijih i najteziih problema u teoriji sluajnih proFesa Je ratunanje
| |
3 (1)

P (%%X'(t) » u)‘,
gdje je X (t) slutajni proces ili slu¢ajno polje. Ové.j problem je posebno atraktivan u "luiiaju Gausovih
procesa i polja. Iako kona¢no dimenzionalne raspodjele Gausovog procesa, ima ju jecIno:stavnu formu,
ne postoji eksplicitna formula za vjerovatnoéu (1) u opstem Gausovom sluaju. !Zbog navedenog,
centralni problem u teoriji ekstrema Gausovih procesa se pomjera ka traZenju tatn, asimptotike za
(1), kada u — o0o. Klasi Gausovih procesa pripadaju izmedu ostalih: Vinerov procez[ Braunov most,

Ornstejn-Ulenbekoy proces, fraktalno Braunovo kretanje. Klasi Gausovih polja p.Tipadaju izmedu

ostalih: polje Viner-Cencova i Levijevo polje. |

|
J. Pickands III je 1969. 8- predlozio elegantan i prirodan nagin za rafunanje taxi(':ne asimptotike

vjerovatnoée (1) kada u — o0, gdje je X (t) centriran stacionaran Gausov proces sa*kovarijacionom
funkcijom r(¢) za koju vazi:

r(8) = 1= |t + oJt]%), ¢ » 0 |
za neko a € (0,2] i
r(t) < 1,0,



-~

Aproksimacija se bazira na primjeni Bonferonijeve nejednakosti, te je Pikandsov meto

turi poznat kao metod dvojne sume. Piterbarg je metodom dvojne sume dobio ta&nu asj

za (1) u nestacionarnom slucaju.

Gausovi procesi se pojavljuju u mnogim oblastima: statistici, finansijama, aktuarskoj m

teoriji pouzdanosti, hidrologiji, k

procesa se osim ve¢ pomenutog problema trazenja asimptotike vjerovatnoée dostizanja visol
bavi i sljede¢im problemima: prognozom ekstrema, momentima broja presijecanja visok
graniCnim teoremama za broj tafaka presijecanja visokog nivoa. Najaktuelnije teme
propasti sa Gausovim procesom kao inputom i ekstremi Gausovih procesa u slu€ajnom o
Drugoj temi je posveéena predmetna disertacija.

Knjiski primjer primjene teorije

se bazira na primjeni statistike tipa Kolmogorov-Smirnova. Ako raspodjela obiljezja pripad

etarskoj familiji raspodjela F(z;6
maksimalne vjerodostojnosti, tada

@)
slabo konvergira (uz uslove regulars

:odgovarajuée kriti¢ne oblasti sada

P(supl((x)l > u) kada u — co. P
z€R

homogenosti vi§edimenzionalnih uzoraka.

Neka je (X,Y) par sluéajnih elemenata. Komponentu Y nazivamo slu€ajnim okruz
komponentu X slu¢ajnim elementom u sludajnom okruZenju ako komponenta Y sustin
na stohasticka svojstva komponente X. Slutajno okruZenje moZe da izmijeni svojstva

prirodu baznog modela X. Primjer,
Jednacine sa slu¢ajnim koeficijentim
vjerovatno¢ama prelaza; b) perkola

Neka je (X(t),Y), t € R, slutajni element, pri emu je komponenta X sluéajni proces k

vrijednosti u R, dok je komponenta

kazemo da je uslovno-Gausov ako su uslovne raspodjele X (*)|Y Gausove. Za ovaj pojam
i naziv Gausov proces u slucajnom okruzenju Y.

limatologiji, neuronskim mreZama.

™

Teorija ekstrema

ekstrema Gausovih procesa u statistici je iz oblasti testir

empirijski proces
/(2) = VN(Ey(z) - Fn(z,0n))

nosti) ka centriranom Gausovom procesu ¢(t). Problem i

z€R
rimjer primjene ekstrema Gausovih polja u statistici je

cioni procesi na sluc¢ajnim reSetkama.

Y neki drugi slu¢ajni element. Za sluzajni proces { X (t)

d u litera-
imptotiku
Takode, Piterbarg Pikandsov metod usavr$ava i primjenjuje u
slutaju Gausovih polja. Geometriju polja bazira na koridéenju strukturnog modula. Te
trema Gausovih polja se hronoloski razvija sljede¢im redom: X (t) iz (1) je homogeno Gaus

zatim lokalno homogeno Gausovo polje i na kraju nehomogeno Gausovo polje.

orija eks-

ovo polje,

atematici,

Gausovih

Kog nivoa,

0g nivoa,

su teorija

kruZenju.

anja koje
a param-

1 ako je Oy ocjena nepoznatog parametra 6 dobijena metodom

nalazenja

se rjeSava pomocu asimptotskih rezultata za ]P’(sup( () > u) i

testiranje

enjem, a
iski utide

pa &ak i

i stohastickih modela u slu¢ajnom okruZenju su: a) diferencijalne

12 i sluajnim grani¢nim uslovima; b) sludajna etnja sa sluéajnim

Dji uzima
,t€R},
se koristi

Uslovno Gausovi procesi znagajno prosiruju klasu procesa ¢ije ekstremne vrijednosti mogu biti
proucavane tehnikama koje se koriste u teoriji ekstrema Gausovih procesa. TraZenju tafne asim-

ptotike za vjerovatnoéu ekstrema uslovno-Gausovog procesa prethodi trazenje asimptotike z

2

a Gausov




proces sa konstantnim, neslu¢ajnim parametrom (ili parametrima), a zatim se v
svim mogu¢im vrijednostima parametra (parametara). Izu¢avanje modela sl
slucajnom okruzenju podrazumijeva upotrebu teorije uslovnog matematickog

vjerovatnoce. Kod "€Gisto" Gausovih procesa visine visokih maksimuma kao
realizacija su asimptotski nezavisni. Zbog ove &injenice, visoki ekstremi kod (

nepogodni za prognoziranje. U slu€aju uslovno-Gausovih procesa ekstremi post
tim i pogodniji za prognoziranje. .

Problem iz oblasti ekstrema uslovno-Gausovih procesa se po prvi put poja
et al. [3]. U tom radu razmotren je proces X (t) = AY2 - G(t), gdje je G(t)
proces, dok je A stabilna slucajna promjenljiva nezavisna od G(-), a predmet i
vani broj prelazaka visokog nivoa w procesom X. Radovi Husler et al. [34]
predstavljaju pocetke teorije ekstrema uslovno-Gausovih procesa, U pomenuti
trani su Gausovi procesi sa sluajnom disperzijom za stacionarni i nestacionarr
koja naglaSava koriS¢enje standardnih postupaka iz teorije ekstrema Gausovih
tatne asimptotike za vjerovatnoce dostizanja visokog nivoa navedenog uslovno
U radu [34] autori navode neke od problema iz domena uslovno-Gausovih proce
posvetiti paznju. NaznacCeni problemi i neki koji se prirodno nadovezuju predsta
mr Gorana Popivode.

Tema disertacije je dobijanje tatne asimptotike vjerovatnoée

* (x> )

kada u — o, gdje je slu¢ajna funkcija X = {X(t), t € T'} realni sluajni proc¢es
okruZenju, zadat na parametarskom skupu T'C R™, n € N. Razmatraju se pro

max X (t) > u
teT

Xi(t) = £(t) +n(t), Xa(t) = xa(t) +0(t), Xa(t):=n(t)é() +

t € [0,T], T > 0, gdje je £ centriran stacionaran Gausov proces sa kovarijacionc
1 — [¢|* + o(]t|]*), t = 0, za neko a € (0,2], i pretpostavlja se da je () < 1
Proces xy je x—proces sa n stepeni slobode generisan sa n nezavisnih kopija p
p glatki sluCajni procesi nezavisni od £. Neka je

o =sup{z: P(n(t) < z) < 1}, zasvakot € [0,T).

Pretpostavlja se da je za svako t € [0, 7] rep funkcije raspodjele slucajne promje
promjenljiva funkcija u tacki o.

Asimptotika vjerovatnoce dostizanja visokog nivoa poljima u disertaciji je raz
dva slucaja. Neka je {£{(t), t € T'} homogeno centrirano Gausovo polje sa kovar
(E,a)—tipa i neka je T zatvoreni Zordanov skup takav da 0 € T.. Racunaju s

r$i usrednjavanje
uajnog elementa,

oekivanja i uslov

Gausovih modela

vljuje u radu Ad
stacionaran Gaus
strazivanja je oce

)
Y

i Husler et al. |

ni sludaj. Tehnike
procesa, dobijene
—Gausovog proces
sa kojima bi trebe

vljaju srz disertac

ili polje u slucajnc
cesi

u(t),

m funkcijom r(t)

nljive 7(t), pravil

jacionom funkcijg

e tacne asimptoti

i momenti njihov

aju zavisni, a sami

m radovima raz

za svako t € [0, 7).
rocesa &, dok su 7 i

matrana za sljeded

po

ih
su

m

ler

m
su
5.
1lo

ije

m

m

ke




i P (ima (o (r- 3Cle1?) > o) i (e (42 3417 > ),

priu — co. Ovdjesu \i ¢ pozitivne slu¢ajne promjenljive nezavisne od ¢ (), pri &emu je rep funkcije
raspodjele za A pravilno promjenljiva funkcija u tacki

o = sup{z : P(X < )< 1}.

II Struktura i rezultati disertacije

Disertacija je napisana na 89 étranica i sastoji se od Uvoda i jog tri glave. U uvodnoj glavi je dat
pregled pojmova i klasi¢nih rezultata na ko je se doktorand poziva prilikom fbrmulisanja i dokazivanja
originalnih rezultata. Teme obradene u Uvodu su: Gausove slu¢ajne promjenljive i vektori; Gausove
sluCajne funkcije; teorija ekstrema Gausovih procesa i polja sa naglaskom na metod dvojne sume;
pravilno promjenljive funkcije. Materijal je izlozen pregledno, koncizno i lijepo korelira sa tekstom
koji slijedi. '

Tema druge i trece glave su ekstremi Gausovih sluéajnih procesa u slu¢ajnom okruzenju. Druga
glava je posvecena ekstremima Gausovih slucajnih procesa sa slu¢ajnim trendom (oCekivanjem).
Slu¢ajna funkcija oblika, {X(@)+m(t), te T, T C R, adisije X slucajni proces ili polje, naziva
se slucajni proces ili polje sa trendom, a funkcija m koja nije identicki jednaka nuli se naziva trend.
Ekstremi Gausovih slutajnih procesa sa trendom su razmatrani samo u nekim specijalnim slucaj-

evima, imamo u vidu ponasanje funkcije m(t) u okolini tatke u kojoj disperzija Gausovog procesa
dostiZe maksimum.

Neka je £ = {£(¢),t € [0,T]}, T > 0, centriran stacionaran Gausov proces i neka je n = {n(®),t e
[0,T]} sludajni proces nezavisan od . Ako je X(t) := £(t) + n(t), tada je proces X — {X (1),
t € [0,T]} uslovno-Gausov i vazi

E(£(8) + n(t) [ n(2)) = n(t).

Doktorand motivisan svojstvima procesa 7, proces X naziva Gausov proces sa glatkim slucajnim

trendom. Takode, razmatran je i slutaj u kojem se na mjestu procesa &(t) pojavljuje proces
2 2 241)\1/2
Xn(t) = (E1(t) + €3(t) + - -- HEENT,
gdje su &, ¢ = 1,2,...,n, nezavisne kopije centriranog stacionarnog Gausovog procesa
§= {E(t)at € [Oa T]}

dok je n = {n(t),t € [0,T]} proces nezavisan od & za svako i € {1,2,...,n}.




U drugoj glavi je dobijena tacna, asimptotika za vjerovatnoéu dostizanja visokog nivoa za, }j)ro—
cese £(t) +n(t) i xn(t) + 7(t). U prvom paragrafu su formulisane i dokazane dvije tehnicke leme
uz pomo¢ kojih autor znaajno prosiruje klasu procesa n(t) za koje vaze rezultati iz rada [Sﬂ] i
disertacije Rumyantseva, [69]. Uslovi koji se nameéu na proces n(t), t € [0,7) podrazumijevaju
njegovu glatkost u okolinama, taaka u kojima proces dostize visoke ektreme (ekstreme bliske o] t].
esencijalnom supremumu procesa) i pravilnu promjenljivost repa funkcije raspodjele sijeCenja 7(t)
zaz =0, t € [0,T]. Asimptotika je dobijena nakon iscrpne i precizne analize sa mnogo tehnickih icle—
talja. U osnovi dokaza je metod dvo Jjne sume, a koriste se Pikandsova teorema, Kempbelova formula i
Borelova teorema. Na podetku dokaza, Je proces 7(t) u okolinama tadaka dostiz anja visokih ekstrema
aproksimiran parabolama, autor ih naziva, "SeSirima". Na asimptotiku esencijalni uticaj ima samo
ponasanje procesa 7(t) u uskoj traci (0,0 —¢), a u toj traci proces Je aproksimiran pomenutim "ée%ir—
ima". Klju¢no mjesto u dokazu Je primjena Kempbelove formule na tatkasti proces lokalnih maksi-
muma {(t,n(t),n"(t), t M(e(u))}, proces je zadat na [-0(w), T+ 6(u)] x [o|- e(u), o] X [~¢, —k].
Parametri ¢ i x su dobijeni kroz aproksimaciju procesa n(t) dok su §(u) i e(u) dobijeni kroz pps-
tupak formiranja trake sa "$eSirima". Na ovom mjestu se fokusira specifiériost zadatka traZenja
ekstrema za uslovno-Gausove procese. Skup taGaka u kojima se dostizu visoki ektremi je slutajan i
Kempbelova formula se koristi na mjestu kome je prethodila, primjena klasi¢ni
iz teorije ekstrema Gausovih procesa. Dokaz je koncipiran tako da se istovreme
uslovno-Gausovog procesa sa trendom i Xn Procesa sa trendom. Najznacajni
ckstrema x procesa su objavili Albin [6] i Piterbarg [56]. x proces je norma ausovog vektorskbg
procesa i asimptotika se dobija tehnikom trazenja ekstrema Gausovih polja na mnogostrukostima.

h metoda i rezultata

0 sprovodi za slugajj

je radove iz domena,

U trecoj glavi ustanovljena Je tatna asimptotika vjerovatnoce dostizanja visokog nivoa procesom
X(2) = n(t)E) + u(t), t € [0,T] gdje Jje § = {§(t), t € R}, centriran stacionaran Gausov proces :sa,
Var(§(t)) = 1, dok su n = {n(¢), t e R}, = {u(t), t € R} sludajni procesi nezavisni od procesa
§. Proces X(t) je uslovno-Gausov Jer su konatno-dimenzionalne raspodjele zj X () pod uslovom
(m, 1), Gausove. Jednostavno se ustanovljava da proces X (t) ima sludajni

rend (ocekivanje) i
sluCajnu disperziju. U disertaciji se razmatraju slu€ajevi u kojima su procesi n(

) i u(t) a) nezavisni;
b) zavisni. Metodom dvojne sume uz tehniku svojstvenu prouavanju ekstrema, uslovno—Gausovih

procesa, a prokomentarisanu u prikazu rezultata druge glave, dobijena je tacna a. imptotika. Dobijeni
rezultat predstavlja prirodan zavrietak istraZivanja zapo€etih u radovima, [34] i Piterbarg et al. [57].

U Cetvrtoj glavi se razmatraju polja X (t) := E(t)n(t) i Xo(t) = E(t)+n(t), gdje je f£t) te Ti}
homogeno centrirano Gausovo slutajno polje dok je slu€ajno polje paraboloi ~tipa, nezavisno od

§. Odredenije, T' C R” je zatvoren Zordanoy skup takav da 0 € T, a polje §(t) ima kovarijacionu
funkciju r(t) za koju vazi

T(t) =1- ItI(E,a) S O(!tI(E,a))a ka.da t— 0,

za neku strukturu (E,a), E = (e, ..., ek), o= (aq,...,0) i r(t) < 1,t#0.




Paraboloid-polje je zadato sa

) = A= ¢ te,

gdje su A i ¢ sluajne promjenljive nezavisne od & (-). Pretpostavlja se da je

a rep raspodjele slucajne promjenljive )\ Je pravilno promjenljiva funkcija u

Var(Xi(t)) | 7(t)) = n*(t),

autor motivisan geometrijom polja n(t), polje X;(t) naziva Gausovo polje sa glatkom

disperzijom. Buduéi da je
E(Xa(t) [ n(8)) = n(t),

autor polje Xs(t) naziva Gausovo polje sa glatkim slucajnim ocekivanjem

U Cetvrtoj glavi su dobijene tagne asimptotike za
P <supX,-(t) B u>, w0, 1= 1,2,
teT

Dobijeni rezultati su pionirski u oblasti ekstrema usloyno-Gausovih polja.
ITT Misljenje i predlog

Mr Goran Popivoda se u disertaciji uspjesno bavio problemima ekst

procesa i polja. Rije¢ je o teoriji koja pripada aktuelnoj oblasti sludajn
okruZenju.

U prvoj glavi disertacije je prezentovana, teorija ekstrema Gausovih pr
Je izloZen matematicki korektno, pismeno, zanimljivo i sa istan&anim osje

teorije. Prva glava je odli¢an prikaz dostignuéa u teoriji ekstrema Gausovil

Drugi dio disertacije je izloZen u tri glave i u njemu su prezentovani

trendom,).

L procesa i polja.

originalni rezultati.
poCetku svake glave su date definicije pojmova koji se u tekstu pojavljuju.

AZezanekok > 0ida

Je ¢ skoro izvjesno pozitivna. Tak ode, pretpostavlja se da su vrijednosti o(\), 0(¢), o %) konacne,

tacki o()). Buduéi da je

slucagnom

rema uslovno-Gausovih

ih procesa u sludajnom

ocesa i polja. Materijal

‘fajem za suStinske teme

Na

Formulacije tvrdenja

su jasne i pregledne. Dokazi su sprovedeni detaljno, ¢itljivo i matematicki pismeno. U dokazima,

ima mnogo zahtjevnih tehnickih detalja koji su od autora trazili originalna rjeSenja te maksimalnu

koncetraciju i preciznost.

U disertaciji je dobijena ta¢na asimptotika za vjerovatnocu dostizanj

a visokog nivoa za: a)

Gausove procese sa slu¢ajnim trendom; b) x, procese sa slutajnim trendom; c) Gausove pro-

cese sa sluCajnim trendom i sluajnom disperzijom; d) Gausova polja sa slucajnom disperzijom
paraboloidnog tipa e) Gausova polja sa sluajnim trendom paraboloidnog tipa. Rezultati koji se

odnose na a), c) i d) su izloZeni redom u radovima [57], Piterbarg et al.

[58] i Popivoda and




Stamatovié [65]. Zurnali u kojima su radovi publikovani se nalaze na

3CI listi.

Disertacija Mr Gorana Popivode je kvalitetno napisana. Doktorand je u disertaciji rijesio neko-

liko problema iz teorije ckstrema uslovno-Gausovih procesa i time da

stohastickoj disciplini.

Komisija predlaze Vijeéu Prirodno-matematitkog fakulteta i Senat

prihvati pozitivnu ocjenu ponudenog teksta i odobre javnu odbranu di

mr Goranu Popivodi

pod naslovom

"Ekstremi uslovno-Gausovih procesa

Podgorica, 12. jun 2017.
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Dr Siniga a'ov%, redovni profesor, PMF u Podgorici
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Dr Zana Kovijani¢ Vul%ev}é, redovni profesojr, PMF u Podgorici
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