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UNIVERZITET CRNE GORE

Prirodno-matematicki fakultet Podgorica

Vijeéu Prirodno-matematickog fakulteta

IZVIJESTAJ KOMISIJE O PREGLEDU I OCJENI MAGISTARSKOG RADA
VLADIMIRA IVANOVICA

Vijece Prirodno-matematickog fakulteta na sjednici odrzanoj 24. 09. 2019-te go-
dine imenovalo je Komisiju za pregled i ocjenu magistarskog rada pod nazivom
»Kohomologije nekih GKM grafova”, kandidata Vladimira Ivanoviéa, u sastavu dr
Svjetlana Terzié, redovni profesor-mentor, dr Zana Kovijanié-Vukievi¢, redovni
profesor-¢lan i dr Vladimir BoZovié, vanredni profesor-Clan.

Kandidat Vladimir Ivanovi¢ predao je tekst magistarskog rada 09. 01. 2020-te
godine na uvid javnosti i ocjenu.

Nakon uvida u podneseni tekst, a u vezi sa ¢lanom 29 Pravila studiranja na post-
diplomskim studijama, podnosimo sledeéi

IZVJESTAJ

Magistarski rad Vladimira Ivanovica, specijaliste matematike, pod nazivom ”Ko-
homologije nekih GKM grafova™ se satoji od 48 strana originalnog teksta, uz
dodatne strane koje se odnose na predgovor, sadrzaj i spisak slika. Kandidat je
izostavio da ukljudi u tekst izvod rada i izvod rada na engleskom jeziku, o Cemu je
informisan i oni ée biti dodati u kona¢an tekst rada. Na taj natin tekst ¢e ispunjavati
sve zahtjeve propisane ¢lanom 27 Pravila studiranja na postdiplomskim studijama.

Rad pripada oblasti matematike, odnosno uZe specijalizovanoj oblasti algebarske
topologije. Rad se sastoji iz tri poglavlja: Grafovi i aksijalne funkcije, Kohomolo§
ki prsten i Primjeri kohomologkih prstena. Svako od ovih poglavlja je podijeljeno
na potpoglavlja u kojima se detaljno 1 nadovezano prikazuju pojmovi i tvrdjenja
koja se razmatraju. U tom smislu je u drugoj glavi dokazan niz tvrdjenja na koja ce
se originalna izraunavanja u trecoj glavi direktno oslanjati. Sve ovo je uradjeno
pozivajuci se na odgovarajucu referentnu literaturu.



Postavljeni cilj rada je opis kohomoloskih grupa i Betijevih brojeva nekih vaznih
GKM grafova. U prvom redu to se odnosi na grafove tipa Sp, G2 i G42 koji u
pridruZivanju Goresky-Kottwitz-MacPherson, odgovaraju kompletnim komplek-
snim flagovim mnogostrukostima, zatim flagovim mnogostrukostima specijalne
Lijeve grupe G, kao i Grasmanovoj mnogostrukosti Ga2.

U sluaju kada je na mnogostrukosti M/ dato dejstvo grupe G, a najcesce je ta
grupa torus 7', mo’’e se definisati ekvivarijantni kohomoloski prsten Hy.(M). To
je prsten koji predstavlja ekvivarijantnu homotopsku invarijantu mnogostrukosti i
detektuje u izvijesnom smislu interakeiju izmedju topologije same mnogostrukosti i
dejstva grupe G. U radu matematicara Goresky-Kottwitz-MacPherson je pokazano
da se problem opisa ekvivarijantog kohomoloskog prstena T-dejstva na M, pod
odredjenim dopunskim pretpostavkama, moZe formulisati na jeziku grafova. Dop-
unske pretpostavke su da je mnogostrukost M ekvivarijantno formalna, da T-
dejstvo na M ima koncan broj fiksnih tadaka i da je prostor M; jednodimen-
zionih orbita ovog dejstva dvodimenzionalan. Mnogostrukosti koje zadovoljavaju
ova svojstva nazivaju se GKM mnogostrukostima. Svakoj GKM mnogostrukosti
mo¥e se pridruZiti graf &ija tjemena odgovaraju fisknim tatkama T'-dejstva na
M, a dva tjemena su povezana ivicom ako i samo ako odgovarajuée fiksne tacke
pripadaju zatvorenju iste komponente povezanosti, koje su sfere, u Mj. Ovako
pridruZeni graf je teZinski, odnosno na njemu se moZe definisati aksijalna funkcija
koja svakom paru (fieme, susjedna ivica) = (p, e) pridruzuje teZinski vektor, odnosno
karakter reprezentacije torusa 7' u T, M za komponentu 52 u M; kojoj odgovara
ivica e. Grafovi sa ovim svojstvom pripadaju grupi GKM grafova, kojima se Cisto
kombinatornim metodama moZe pridruziti kohomoloski prsten. Znalajan rezultat
rada Goresky-Kottwitz-MacPherson je da je kohomoloski prsten ovako dobijenog
GKM grafa izmorfan ekvivarijantnom kohomoloskom prstenu HX.(M).

Imajuéi u vidu opisanu korespondenciju, u radu se navodi detaljan prikaz teorije
GKM grafova i njihovih kohomologija, a u tom smislu i metoda i tehnika razvi-
jenih u literaturi u svrhu pristupa problemu ratunanja kohomoloskih prstena ovih
grafova. Zatim se primjenom ovih naprednih tehnika opisuju kohomologki prsteni
nekih znagajnih GKM grafova tipa A, eksplicitno As, a zatim i GKM grafa tipa
G, kao i Betijevi brojevi grafa tipa G4.2.

U radu se primjenjuju metode algebarske topologije, polinomijalne algebre i teorije
grafova.

Detaljan pregled rada po poglavljima je sledeci.

U prvoj glavi se navode osnovne definicije koje se odnose na graf, aksijalnu funkciju
na grafu, orijentaciju grafa, kao 1 osnovni pojmovi algebarskih struktura koje s ko-
riste u radu.



U drugoj glavi se definiSe kohomologki prsten grafa sa aksijalnom funkcijom. Za-
tim se navode primjeri zna¢ajnih GKM grafova i opisuju njihove aksijalne funkcije,
a za neke predstavlja i izraCunavanje kohomologkih prstena bazirano na odgo-
varajucoj literaturi. U tom smislu naveden je kompletan graf Kp, multigraf S
i graf tipa So x S2, za koje dat i opis odgovarajucih kohomologkih prstena. Nave-
deni su i pojmovi eljijevog grafa Sy, grafa tipa G4 2 i grafa tipa G2, 1 opisane
njihove aksijalne funkcije, dok ¢ée se njihove kohomologije razmatrati kasnije u
radu.

Direktno opisati kohomoloski prsten grafa je, osim u slucajevima jednostavnih
grafova, sloZen problem. Usled toga se u drugom dijelu ovog poglavlja predstavlja
teorija raslojenja grafova koja se razvila i kao jedna od metoda za odredjivanje
kohomologkog prstena grafa. U sluaju prisustva aksijalne funkcije ova teorija se
prenosi na GKM giafove, pri gemu se dobijaju GKM raslojenja, Sto je i prikazano
u radu. U ovom kontekstu su u radu definisani i pojmovi holonomijalne grupe sloja
I, grafal' za raslojenje grafova m : I' = B, kao i pojam karakteristicnog grafa F’
za graf T'. Takodje su definisani i (kombinatorni) Betijevi brojevi grafa i ukazano
na njihovu vezu sa dimenzijom kohomologkih grupa grafa. Dalje su detaljno anal-
izirani primjeri raslojenja za grafove tipa Sy, G2 1 G4,2 Na kraju ovog poglavlja
je prikazan dokaz iz literature teoreme o kohomologijama GKM raslojenja kojom
se daje opis modula kohomologija grafa I' ako su poznate kohomologije baznog
grafa B i specijalno definisanog skupa kohomoloskih klasa grafa [ za raslojenje
7:T = B.

U treéem poglavlju se primenjuje prethodna teorema o opisu modula kohomologija
grafa preko raslojenja grafova i eksplicitno opisuje modul kohomologija ranije
pomenutih znacajnih grafova. U tu svrhu se prvo definide pojam Weyl-ove grupe
W, a zatim i GKM graf Weyl-ove podgrupe Weyl-ove grupe. Prikazuje se, koriste¢i
literaturu, dokaz teoreme da je za Weyl-ove podgrupe W1 C W3 C W projekcija
7 W/Wp — W/Wa GKM raslojenje sa karakteristi¢nim slojem Wo/Wi. Dalje
je za ovakva raslojenja opisana holonomijalna grupa i baza invarijantnih klasa.

U ovom poglavlju su rezultati o GKM raslojenju Weyl-ovih podgrupa Weyl-ovih
grupa primijenjeni na grafove tipa Sy, i tipa G2. Detaljno je pokazano da raslojenja
TS, = KniGe — S3 odgovaraju raslojenjima Weyl-ovih grupa tipa A, i
tipa G2. Primjenjujuci prethodno, kao ekplicitan rezultat rada opisan je modul
kohomologija grafa tipa S3 i grafa tipa Go. U ovom poglavlju su takodje, kao



rezultat rada, odredjeni eksplicitno (kombinatorni) Betijevi brojevi grafa tipa Gy,2.
Zakljuéak i predlog

Na osnovu prethodno izloZenog smatramo da je magistarski rad kandidata Vladimira
Ivanoviéa napisan jasno, da su svi pojmovi i tvrdjenja koja se koriste ta¢no i de-
taljno prikazani i da su dobijeni rezultati koji se ti¢u opisa modula kohomologija
grafova tipa S3 i G, kao 1 Betijevih brojeva grafa tipa G 2 izvedeni detaljno i
jasno, Na osnovu toga smatramo da rad ispunjava sve uslove predvidjene Pravil-
ima studiranja na postdiplomskim studijama. Kandidat je kroz izradu ovog rada
ovladao jednom od savremenih matematickih teorija i uspjesno je primijenio sa
ciljem dobijanja eksplicitnih rezultata. Smatramo da je na taj nalin kandidat u
potpunosti realizovao postavljene ciljeve. U skladu sa tim, Komisija pozitivno oc-
jenjuje magistarski rad »Kohomologije nekih GKM grafova” kandidata Vladimira
Ivanovica.

Komisija predlaZe Vijecu Prirodno-matematickog fakulteta da rad pod naslovom
»Kohomologije nekih GKM grafova” kandidata Vladimira Ivanoviéa prihvati kao
magistarski rad i odobri njegovu javnu usmenu odbranu.

U Podgorici, 07. 02. 2020.
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