Vijezbe 3

1. (Zadatak 5 sa prvog domaceg zadatka) Posmatrajte binarni simetri¢ni kanal, gdje je vjerovatnoca
pojavljivanja 1 jednaka p i vjerovatnoc¢a greske pri prenosu simbola kroz kanal jednaka P. Kolika
je entropija sistema na ulazu, a kolika na izlazu? Kolika je medusobna informacija stanja na
ulazu i izlazu? Kolike su odgovarajuce uslovne entropije?

Rjesenje:

Uslov zadatka je:
pP(X=1)=p.

Imajuéi u vidu da je u pitanju simetri¢ni binarni kanal, zakljucujemo da je:
p(X=0)=1-p, pa je entropija na ulazu:

N
H (X)=—§ p(x;)log p(X)=—plog p—(1- p)log(1-p).

Na izlazu se pojavljuje 1 u dvije situacije: kada je poslata 1 i nije napravljena greska prilikom
prenosa, kao i kada je poslata 0 i u€injena je greska prilikom prenosa, odnosno:
B=pd-P)+(1-p)P=p-pP+P-pP=p-2pP+P.

Analogno, na izlazu se pojavljuje 0 u dvije situacije: kada je poslata 0 i nije napravljena greska
prilikom prenosa, kao i kada je poslata 1 i u¢injena je greska prilikom prenosa, odnosno:
Po=(1-p)(1-P)+pP=1-P-p+2pP.

Entropija na izlazu je stoga:
N

H(Y)=-2p(yi)log p(y;)=—-Rlogh —Flogh, =
i=1

=—(p-2pP+P)log(p—2pP+P)—(1-P - p+2pP)log(1—P— p+2pP).

Uslovna entropija je definisana na sljede¢i nacin:

HY [X)==>_ p(x y)log p(y|x)=

xeA yeB
== 2 (%, ¥;)log p(y; [x) =3 [Pp(x.y=0)log p(y =0]X)+ p(x,y =Dlog p(y =1| x)] =
i=l j=1 i=1
=—[p(x=0,y=0)log p(y =0|x=0)+ p(x=0,y =1)log p(y =1|x=0)] -
—[p(x=1y=0)log p(y =0[x=D+p(x=1Ly=Dlog p(y=1|x=D]=
=—(1- p)(1-P)log(1-P)—(1- p)Plog P - pPlog P — p(1- P)log(1-P) =
==[1=p)+ p]J(-P)log(1-P)~[(1-p)+ p]PlogP =
=—(1-P)log(1-P)—-PlogP.

Medusobna informacija je definisana na sljede¢i nacin:



H(X,Y)=H{)-H({ [X)=
=—(p-2pP+P)log(p-2pP+P)~(1-P—-p+2pP)logd-P~—p+2pP)+
+(1-P)log(1-P)+PlogP.

ZdruZena entropija je:
HXY)=H(X)+H(Y | X)=-plogp—-(1-p)log(1-p)—-(1-P)log(1-P)—PlogP.

Druga uslovna entropija je:
H(X[Y)=H(X,Y)-H(Y)=-plog p—(1-p)log(l-p)—-(1-P)log(1-P)-PlogP +

+(p—-2pP+P)log(p—-2pP+P)+(1-P—-p+2pP)log(1-P—-p+2pP).

2. (Zadatak 7 sa prvog domaceg zadatka) Neka su vjerovatnocée simbola Y4 i %. Kolika je entropija
ovog sistema? Kolika je entropija sistema kod kojeg se Salju kombinacije od po dva simbola sa
datim vjerovatnoc¢ama ako su simboli medusobno nezavisni? Ponoviti proceduru za tri nezavisna
simbola. Koliku entropiju ocekujete kod n nezavisnih ponavljanja simbola po istim pravilima?

Rjesenje:

Prema definiciji, entropija dogadaja je jednaka:

N 1, 1 3 3
H(X)=- X;)log p(x;)=——log———log—=0.8113.

(X) Ep(.) gp0g) =—7log- = log

Postoje ukupno 4 razli¢ite kombinacije pojavljivanja dva simbola (npr. 0 i 1) kao zdruzenog
dogadaja, 1 one se javljaju sa sljede¢im vjerovatno¢ama:
1/16 (00), 3/16 (01), 3/16 (10) 1 9/16 (11).

Entopija ovog zdruZenog dogadaja je:
N 1 1 3 3 3 309 9
H,(X)=- X;)log p(x;) =——log———log———log———log—=1.6626.
(%) Ep( logP0) 16 g16 16 g16 16 g16 16 g16

Ako imamo 3 simbola, postojac¢e ukupno 8 razli¢itih kombinacija, sa sljede¢im vjerovatnoc¢ama:
1/64 (000), 3/64 (001), 3/64 (010), 9/64 (011), 3/64 (100), 9/64 (101), 9/64 (110)127/64 (111).

Entopija ovog zdruzenog dogadaja je:
N 1 1 3 3 9 9 27. 9
H,(X)=- X)log p(X;)=——log——-3*—log——-3*—log———log—=2.4338.
() Ep( 1o PO = o 3 e T 64 s oa Fea

Uocimo, na osnovu dobijenih rezultata, da je:

H,(X)=2H(X), kaoi H;(X)=3H(X).

Zakljucujemo da ¢e biti H,(X)=nH(X).

Naime, entropija zdruzenog dogadaja je: H(X,Y)=H(X)+H(Y|X). Posto je rije¢ od dva
nezavisna dogadaja, H(Y)=H(Y|X), odnosno H(X,Y)=H(X)+H(Y). S obzirom da je u
posmatranom slucaju H(X)=H(Y), to je lako zakljuciti da je H(X,Y)=2H(X).

3. a) Napisati 3-bitni Grejov kod.
b) Koji dekadni broj je predstavljen Grejovim kodom: 1101017



Rjesenje:

a)
Binarni zapis | Grejov kod
0 [000 000
1 | 001 001
2 010 011
3 011 010
4 100 110
5 1101 111
6 [110 101
7 [111 100

Obratite paznju na to da se svaka uzastopna kodna rije¢ u Grejovom kodu razlikuje u tacno jednom
bitu.
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OdIlOSIlO, 1001 10(2):3 8(10).



