4 STATISTIČKI APARAT ZA OPISIVANJE MOBILNOG RADIO KANALA

4-1 Slučajne promjenljive

Ishode slučajnih esperimenata potrebno je opisati numerički kako bi se stekao uvid u njihove statističke karakteristike kao što su srednja vrijednost ili varijansa. U tu svrhu koristi se teorija slučajnih promjenljivih. Slučajna promjenljiva se definiše kao realna funkcija koja preslikava (mapira) skup svih mogućih ishoda jednog eksperimenata u skup realnih brojeva (Slika 4-1). Svaki ishod eksperimenta s, funkcija X(s) mapira u broj. Pri tome je X slučajna promjenljiva, a x brojna vrijednost koju ona uzima. Na primjer, u eksperimentu bacanja novčića može se kreirati slučajna promjenljiva X takva da {X=1} reprezentuje događaj pao je grb, i {X=0} reprezentuje događaj pao je broj. U slučaju bacanja kocke, {Y=1}, {Y=2},…, {Y=6} predstavljaju događaje reprezentovane slučajnom promjenljivom Y.
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Slika 4-1 Koncept slučajne promjenljive
Dakle, {X=a} ili {X<a} predstavljaju događaje koji imaju vjerovatnoće dešavanja. Vjerovatnoća da slučajna promjenljiva X uzima vrijednost manju ili jednaku x naziva se funkcija kumulativne raspodjele (Cumulative Distribution Function - CDF) slučajne promjenljive, i definiše kao [Shan, 2001]:
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Funkcija kumulativne raspodjele ima sljedeće osobine:
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Brzina promjene funkcije kumulativne raspodjele slučajne promjenljive X naziva se funkcija gustine vjerovatnoće (Probability Density Function - pdf), koja se definiše sa:
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Funkcija gustine vjerovatnoće ima sljedeće osobine:
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Diskretna slučajna promjenljiva reprezentuje diskretne ishode eksperimenta (bacanje novčića ili bacanje kocke), dok kontinualna slučajna promjenljiva reprezentuje kontinualne ishode eksperimenta (na primjer mjerenje pada napona na otporniku). Gornje jednačine se odnose na kontinualne slučaljne promjenljive. Za diskretnu slučajnu promjenljivu sa N ishoda, CDF i pdf se definišu na sljedeći način:
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gdje je 
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 Heaviside-ova funkcija, a 
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 jedinična Dirack-ova funkcija.

4-1-1 Višestruke slučajne promjenljive

Za slučajne promjenljive X i Y združena funkcija kumulativne raspodjele i združena funkcija gustine vjerovatnoće definišu se na sljedeči način:
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Radi jednostavnijeg zapisa indeksi na lijevoj strani gornjih jednačina se mogu izostaviti.
Ako su X i Y nezavisne slučajne promjenljive, njihova združena CDF jednaka je proizvodu dvije marginalne CDF, odnosno:
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Slično, ako su X i Y nezavisne slučajne promjenljive, njihova združena pdf je jednaka proizvodu dvije marginalne pdf, tj:
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4-1-2  Statistička srednja vrijednost i momenti slučajnih promjenljivih
Ako je 
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 funkcija slučajne promjenljive, njena očekivana vrijednost je:
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gdje je 
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 funkcija gustine raspodjele slučajne promjenljive X. Ako je slučajna promjenljiva diskretna, očekivana vrijednost funkcije 
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Generalno, očekivana vrijednost funkcije više slučajnih promjenljivih, 
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 definiše se na sljedeći način:
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Statistička srednja vrijednost slučajne promjenljive (
[image: image28.wmf]m

) definiše se kao:
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Statistička srednja vrijednost se naziva i očekivana vrijednost slučajne promjenljive. Pored očekivane vrijednosti, značajna karakteristika slučajne promjenljive je varijansa 
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Odstupanje slučajne promjenljive od očekivane vrijednosti naziva se standardno odstupanje i označava sa 
[image: image34.wmf]x

s

. Ako je standardno odstupanje veliko, očekuju se značajne fluktuacije u ishodima eksperimenta koji reprezentuje data slučajna promjenljiva. Analogno, male vrijednosti standardnog odstupanja podrazumijevaju male fluktuacije u ishodima eksperimenta.

Korelacija slučajnih promjenljivih X i Y 
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Kovarijansa slučajnih promjenljivih X i Y 
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Između korelacije i kovarijanse dvije slučajne promjenljive postoji sljedeća veza:
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4-1-3  Centralna granična teorema

Ako su 
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 nezavisne slučajne promjenljive sa identičnom funkcijom gustine vjerovatnoće (independent identically distributed - iid) i konačnim varijansama, onda slučajna promjenljiva 
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 ima normalnu (Gauss-ovu) raspodjelu, čija je funkcija gustine vjerovatnoće data sa:
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Ako su slučajne promjenljive iid, uslov normalnosti je ispunjen već za N=6. Ako slučajne promjenljive nijesu identične, ali imaju konačne varijanse, njihova suma će takođe slijediti normalnu raspodjelu. U tom slučaju uslovi normalnosti će biti ispunjeni za N>>6. 

4-2 Najznačajnije CDF i pdf
4-2-1 Uniformna (ravnomjerna) raspodjela
Uniformna raspodjela je svojstvena eksperimentima u kojima su ishodi jednako vjerovatni. Pretpostavimo da je kontinualna slučajna promjenljiva ravnomjerno raspodijeljena na intervalu [0, 5]. Vjerovatnoća da promjenljiva uzme određenu vrijednost iz intervala je jednaka nuli. Međutim, vjerovatnoća da promjenljiva uzme neku vrijednost, na primjer, iz intervala [2, 2.5] jednaka je vjerovatnoći da uzme neku vrijednost iz intervala, na primjer, [3.7, 4.2]. Dakle, kod kontinualne slučajne promjenljive vjerovatnoća je vezana za opseg, a ne za pojedinačne vrijednosti. Uniformna raspodjela se u komunikacionoj teoriji tipično koristi za opisivanje statistike faze signala. Generalno, ako je slučajna promjenljiva uniformno raspodijeljena na intervalu [a, b], njena pdf se definiše na sljedeći način (Slika 4-2):
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Slika 4-2 Funkcija gustine vjerovatnoće slučajne promjenljive sa uniformnom raspodjelom
CDF slučajne promjenljive sa uniformnom raspodjelom je data sa:
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Statistička srednja vrijednost i varijansa iznose:
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4-2-2  Normalna (Gauss-ova) raspodjela

Gauss-ova raspodjela se koristi za modelovanje prirodnih fenomena kao što su težina i visina stanovništva, šum u električnim kolima, kvalitet proizvoda u manufakturnoj proizvodnji i slično. U komunikacionoj teoriji, normalna raspodjela se koristi za modelovanje aditivnog bijelog Gauss-ovog šuma (Additional White Gaussian Noise - AWGN), kao i za statističko opisivanje sume slučajnih promjenljivih (Centralna granična teorema). Funkcija gustine vjerovatnoće slučajne promjenljive sa normalnom raspodjelom data je kao (Slika 4-3):
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CDF je data u sljedećoj formi:
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gdje je erf(x) funkcija greške.
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Slika 4-3 Funkcija gustine vjerovatnoće slučajne promjenljive sa Gauss-ovom raspodjelom
Statističaka srednja vrijednost i varijansa iznose:
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4-2-3 Rayleigh-eva raspodjela

Rayleigh-evu raspodjelu se koristi za statističko opisivanje slučajne promjenljive 
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, gdje su U i W iid slučajne promejnljive sa Gauss-ovom raspodjelom i nultom statističkom srednjom vrijednošću. Rayleigh-eva raspodjela se u komunikacionoj teoriji koristi ,između ostalog i, za opisivanje statistike anvelope signala sa multipath fedingom u mobilnim radio komunikacijama. Funkcija gustine vjerovatnoće slučajne promjenljive sa Rayleigh-evom raspodjelom data je kao (Slika 4-4):
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gdje je 
[image: image57.wmf]2

s

 varijansa slučajne promjenljive U (ili W). 
CDF slučajne promjenljive sa Rayleigh-evom raspodjelom data je kao:
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Slika 4-4 Funkcija gustine vjerovatnoće slučajne promjenljive sa Rayleigh-evom raspodjelom
Statističaka srednja vrijednost i varijansa iznose:
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4-2-4  Eksponencijalna raspodjela
Eksponencijalna raspodjela se koristi za statističko opisivanje slučajne promjenljive 
[image: image62.wmf]2

2

W

U

X

+

=

, gdje su U i W iid slučajne promejnljive sa Gauss-ovom raspodjelom i nultom statističkom srednjom vrijednošću. Rayleigh-eva raspodjela služi za opisivanje statistike anvelope, dok eksponencijalna raspodjela služi za opisivanje statistike snage signala. Funkcija gustine vjerovatnoće slučajne promjenljive sa eksponencijalnom raspodjelom data je u obliku (Slika 4-5):
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gdje je 
[image: image64.wmf]2

s

 varijansa slučajne promjenljive U (ili W). 
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Slika 4-5 Funkcija gustine vjerovatnoće slučajne promjenljive sa eksponencijalnom  raspodjelom
CDF slučajne promjenljive sa eksponencijalnom  raspodjelom data je kao:
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Statističaka srednja vrijednost i varijansa iznose:
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4-2-5  Rice-ova raspodjela
Za razliku od Rayleigh-eve raspodjele, koja se odnosi na dvije nezavisne Gauss-ove slučajne promjenljive sa jednakim varijansama i nultim statističkim srednjim vrijednostima, Rice-ova raspodjela se koristi za statističko opisivanje slučajne promjenljive 
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, gdje su U1 i W nezavisne Gauss-ove slučajne promjenljive sa jednakim varijansama. Pri tome, W ima nultu statističku srednju vrijednost, dok U1 ima srednju vrijednost jednaku 
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. Rice-ova raspodjela se, između ostalog, koristi i za opisivanje statistike anvelope signala u mobilnim radiokomunikacijama u slučaju kada postoji direktna komponenta signala između predajnika i prijemnika. Funkcija gustine vjerovatnoće slučajne promjenljive sa Rice-ovom raspodjelom data je u obliku (Slika 4-6):
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gdje je 
[image: image72.wmf]0
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 modifikovana Bessel-ova funkcija prve vrste i nultog reda, a 
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 varijansa slučajne promjenljive W (ili U1). CDF slučajne promjenljive sa Rice-ovom raspodjelom data je sa:
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gdje je 
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 Marcum-ova funkcija, koja se definiše na sljedeći način:
	
[image: image76.wmf][

]

(

)

å

+¥

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

=

0

2

2

1

,

2

exp

,

k

k

k

v

u

I

v

u

v

u

v

u

Q

.
	(4-40)



[image: image77.emf]0

 

x p

x





2



3



4

dB  

 

K

dB   0



K

dB   6



K


Slika 4-6 Funkcija gustine vjerovatnoće slučajne promjenljive sa Rice-ovom raspodjelom
Ovdje je 
[image: image78.wmf]k

I

 modifikovana Bessel-ova funkcija prve vrste i k-tog reda. Statističaka srednja vrijednost i varijansa slučajne promjenljive sa Rice-ovom raspodjelom defunišu se preko Rice-ovog parametra 
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Parametar K se definiše na sljedeći način:
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Ako se u jednačinu (4-38) uvrsti Rice-ov parametar u dB, funkcija gustine vjerovatnoće slučajne promjenljive sa Rice-ovom raspodjelom postaje:
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Kada 
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4-2-6 Log-normalna raspodjela
Log-normlna raspodjela se koristi za opisivanje statistike signala sa log-normalnim fedingom (shadoving). Funkcija gustine vjerovatnoće slučajne promjenljive sa log-normalnom raspodjelom data je u obliku:
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CDF slučajne promjenljive sa log-normalnom raspodjelom data je sa:
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Statističaka srednja vrijednost i varijansa iznose:
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Kada snaga signala izražena u mW ima log-normalnu raspodjelu, tada snaga izražena u dBm ima Gauss-ovu raspodjelu. Ovo znači da log-normalna raspodjela faktički predstavlja Gauss-ovu raspodjelu kod koje je slučajna promjenljiva izražena u dB.
4-2-7  Poisson-ova raspodjela

Poisson-ova raspodjela se koristi za opisivanje statistike telekomunikacionog saobraćaja. Broj poziva usluženih u nekom intervalu vremena slijedi Poisson-ovu raspodjelu. Funkcija gustine vjerovatnoće slučajne promjenljive sa Poisson-ovom raspodjelom data je u obliku:
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CDF slučajne promjenljive sa sa Poisson-ovom raspodjelom data je sa:
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Statističaka srednja vrijednost i varijansa iznose:
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.
4-2-8  Gama raspodjela
Gama raspodjela se koristi za opisivanje statistike životnog vijeka elektronskih komponenti. Funkcija gustine vjerovatnoće slučajne promjenljive sa gama raspodjelom data je u obliku:
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gdje je 
[image: image98.wmf](
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 gama funkcija. CDF slučajne promjenljive sa sa gama raspodjelom data je sa:
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gdje je 
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 nekompletna gama funkcija data sa:
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Statističaka srednja vrijednost i varijansa iznose:

	
[image: image102.wmf][

]

bc

X

E

x

=

=

m

,
	(4-56)

	
[image: image103.wmf][

]

c

b

X

x

2

2

Var

=

=

s

.
	(4-57)


Za 
[image: image104.wmf]1

=

c

, gama raspodjela postaje eksponencijalna. Gama raspodjela je povezana sa Nakagami-jevom raspodjelom kojom se često opisuje anvelopa radio signala u izrazito urbanim sredinama, tako da neki autori koriste gama raspodjelu za opisivanje statistike multipath fedinga u mobilnim radio komunikacijama. Nakagami-jeva slučajna promjenljiva može se izraziti kao 
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, gdje je X slučajna promjenljiva sa gama raspodjelom.
4-3  Slučajni procesi
Slučajni proces 
[image: image106.wmf](
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 može se shvatiti kao funkcija dvije promjenljive, vremena i slučajnih ishoda 
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. Posmatrajmo primjer mjerenja pada napona na orporniku, čija je otpornost R slučajna promjenljiva. Za određenu vrijednost otpornosti, na primjer 
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 dobija je slučajna promjenljiva 
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Za određeni vremenski trenutak 
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, slučajni proces postaje slučajna promjenljiva za koju je moguće definisati funkciju kumulativne raspodjele (CDF) u obliku:
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Jednačina (4-57) je poznata kao CDF prvog reda slučajnog procesa 
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CDF drugog reda je data u obliku:
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gdje su 
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 i 
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 odvojeni vremenski trenuci. Odgovarajuća pdf drugog reda je data sa:
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Na sličan način se može definisati i CDF, odnosno pdf, n-tog reda.
Statistička srednja vrijednost slučajnog procesa definiše se na sljedeći način:
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Statistička srednja vrijednost slučajnog procesa naziva se i srednja vrijednost ansambla.
Autokorelacija slučajnog procesa (naziva se i autokorelacija ansambla) definiše sa kao:
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Vrijednost autokorelacione funkcije za 
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Autokovarijansa slučajnog procesa definiše se na sljedeći način:
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Varijansa slučajnog procesa data je sa 
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Za slučajni proces 
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 kažemo da je stacionaran u užem smislu ako njegove statističke osobine ne zavise od početnog trenutka. Slučajni proces koji je stacionaran u užem smislu ima pdf n-tog reda takvo da za svako 
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Stacionarnost u užem smislu znači da je pdf prvog reda nazavisno od vremena za svako 
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Takođe, stacionarnost u užem smislu znači da je pdf drugog reda nezavisno od c, tj:
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gdje je 
[image: image142.wmf]2
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. Ovo znači da za slučajni proces koji je stacionaran u užem smislu, pdf drugog reda zavisi samo od vremenske razlike između posmatranih trenutaka, a ne i od samih trenutaka.
Za slučajni proces 
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 kažemo da je stacionaran u širem smislu ako je njegova srednja statistička vrijednost nezavisna od vremena, a autokorelacija zavisi samo od vremenske razlike između posmatranih trenutaka, odnosno:
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Ako je slučajni proces stacionaran u užem smislu, onda je on stacionaran i u širem smislu, dok obrnuto ne važi. 
Slučajni proces 
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 je ergodički ako je njegova srednja statistička vrijednost jednaka srednjoj vrijednosti na ograničenom vremenskom intervalu. Srednja vrijednost na ograničenom vremenskom intervalu definiše se na sljedeći način:
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Slučajni proces 
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Slučajni proces 
[image: image151.wmf](
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jednaka autokorelaciji ansambla kada 
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Koncept ergodičnosti slučajnog procesa omogućava estimaciju statističke srednje vrijednosti i varijanse razmatranjem samo u vremenu.

Spektar snage ili spektralna gustina slučajnog procesa 
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Osobine spektralne gustine slučajnog procesa su:
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