REALNA FUNKCUA

* Funkciju f Ciji je skup vrijednosti V podskup
skupa R realnih brojeva zovemo realnom
funkcijom. Ako je, pritom, oblast definisanosti
D neki podskup skupa R" uredenih n-torki
realnih brojeva, kazemo da je f realna funkcija
od n realnih nezavisno-promjenljivih.

* Na primjer, f(x,y,z) =x+2y-2z, x,y,z € Rje
realna funkcija od tri nezavisno-promjenljive
X,V,Z.



* Neka je f realna funkcija jedne
nezavisno-promjenljive Ciji je domen DcR.
Kako svakom uredenom paru realnih brojeva
odgovara jedna tacka Dekartove ravni, to
svakom paru (x,, f(x,)) odgovarajucih
vrijednosti argumenta i funkcije f: D—R
odgovara jedna (jedina) tacka Dekartove ravni
Oxy. Skup svih tacaka Dekartove ravni koje
odgovaraju uredenim parovima (x, f(x)), xeD

zove se grafik funkcije f.
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Nizovi

Realnu funkciju jedne realne promjenljive ¢ija je oblast definisanosti
skup prirodnih brojeva zovemo nizom. Nezavisnu promjenljivu niza
obi¢no oznac¢avamo Sa n, a odgovarajucu vrijednost funkcije sa a(n) ili,
c¢eSce, sa a . Vrijednost niza za dato n zovemo i ¢lanom niza.

Za niz a, kazemo da monotono raste ako je a, < a,,, za svako n € N.
Ako Je a, < a ., Vn € N, kazemo da niz a, ne opada. Analogno se
definiSe mononotono opadanje odnosno nerascenje niza a..

Za niz a, kaZzemo da e ogranicen ako postoji realan broj M > 0, takav da
jela | <M, Vvn e N.



Primjeri nizova

1 .. 1 1
- Y =——— <=3
n monotono opadaljer jle , VN € Na, ., o1 n

Sl==<1
n n

Primjer 1. Niz & =

Ovaj niz je 1 ograniCen jer je , Vn € N
. ., .0 N+l _ . .3 45
Primjer 2. Niz-1) n% zan=1,2,..ima vrijednosti5 —3 7
i, o¢igledno, nije monoton. Kako je ‘(_1)n n+4_n+l o n e N dati
niz je ogranicen. " "




ARITMETICKI NIZ

ARITMETICKI NIZ ili ARITMETICKA PROGRESIJA je niz od n
realnih brojeva kod kojih je razlika svaka dva uzastopna c¢lana ovog
konac¢nog niza (proizvoljnog I njemu prethodnog) konstanta.

Neka je d konstantna razlika odnosno diferencija .

Slijede relacije:
a, =a, +d

a,=a,+d=a,+2d
Odnosno

a=a +0-bd, 1=12,...,n



ARITMETICKI NIZ

Primjenjujuci poslednju relaciju imamo da je:
a, +a_ =a,+(n-21)d
a,+a ,=a, +d+a,+(n-2)d=a,+(n—-1)d

Odnosno
a +a,=a,+a,_,

Na 1st1 nacin se provjerava da vazi:

a,+a =a,+a, ,=4a,+a ,=..



ARITMETICKI NIZ

Kako je za: i—ke{l,Z,...,n} i i+ke{l,2,...,n} I,k eN
a_. =a,+(1-k-1d
a. =a, +(1+k-1)d

To je
a;, +a;, =23, +2(i-1)d=2[a, +(i-1)d]=2a,

Odnosno: : . : : .
Proizvoljni ¢lan aritmetickog niza je

q. = —i= i+k aritmeticka sredina dva u odnosu na
| 2 njega simetri¢na &lana.




ARITMETICKI NIZ

n
Zbir prvih n ¢lanova aritmetickog niza je: Zai =a,+a,+...+a

i=1

n

n
Kako je, takode: D a; =@, +a,, +...+a, +a,
i=1

n

Slijedi: ~ 2)'a, =(a,+a,)+(a,+a,,)+...+(a, +a,)=n-(a, +a,)
i=1
Od : : n
oo 2 == +a,)
=1




GEOMETRIJSKI NIZ

GEOMETRIJSKI NIZ je niz n realnih brojeva takvih da je koli¢nik svaka
dva uzastopna ¢lana (proizvoljnog i njemu prethodnog) konstantan.

d, =a(
2
d; = a,( = a,g
-1
a, =2a,q’
proizvoljni ¢lan a, ; c(23 ) je
: }
ar=a._ -a.,, geometrijska sredlna dvat odnosu na njega
simetric¢na ¢lana
n 1-q" 1 3 Zbir prvih n uzastopnih ¢lanova
a, =a, 4 - % & g geometrijskog niza
i=1 1-g 1-q 1-q




GEOMETRIJSKI NIZ

GEOMETRIJSKI NIZ je niz n realnih brojeva takvih da je koli¢nik svaka
dva uzastopna ¢lana (proizvoljnog i njemu prethodnog) konstantan.

d, =a,(
2
d; = a,J =a(
-1
a, =a,q’
proizvoljni ¢lan a, ; c(23 ) je
: }
ar=a._ -a.,, geometrijska sredlna Val odnosu na njega
simetri¢na ¢lana
n a =a, 1-q° _ a, 4 q" Zbir prv_i_h n uzagtopnih ¢lanova
= 1-g 1-q 1-q geometrijskog niza




Konvergencija niza

Za niz a, kazemo da konvergira broju a ako za svako € > 0 postoji broj n, € N takav
da a, € (a—¢, a+e), za svako n > n,. Za niz a, koji konvergira broju a kazemo, takode, da
Ima grani¢nu vrijednost ili granicu a i piSemo:
a —a n—o 1l lima, =a
N—o0
a Citamo a tezi a, Kad n tezi beskonacnosti ili limes a_, kad n teZi beskonacnosti, jednak

je a.
Kako a, € (a—¢, a+e) @ a—-e<a <a+e<|a, —al <g, to konvergenciju niza a_ broju
a mozemo da definiSemo I na slede¢i nacin:
Niz a, konvergira broju a ako za svako € > 0 postoji n, € N takvo da je
la,—a] <& Vn>n,



 Zaniz koji ne konvergira nekom broju kazemo da divergira.

 Ako za proizvoljni broj M > 0 postoji n, € N takvo da je a, > M,

vn > n, onda za niz a, (koji Je, ocigledno, divergentan jer nije

ograni¢en) kazemo, takode, da konvergira plus beskonacnosti | piSemo
a — +o, n—>o ili  lima, =+w

N—o0
« Za (divergentan) niz a, kaZzemo da konvergira beskonacnosti ili da je
beskonacno veliki, ako za dato M > 0 postoji n, € N takvo da je
a.| > M, ¥n >n,. Simbolicki:
a — oo, N—>ow ili lima =ow

N—o0



OPERACIJE SA GRANICNIM
VRIJEDNOSTIMA NIZOVA

Neka su a_ 1 b dva niza koji konvergiraju broju a
odnosno b. Tada jeniza +b_, (@b, 1 za b #0 1

a
b#0, — ) takode konvergentan i1 njegova je

n

granicaa+b (ab,% ).



Dokaz (za zbir)
Iz konvergencije nizova a, | b, slijedi da postoje
brojevin,' I n" takvi da je
e e o
@, —a<> wnen  [P.-B<Z vn>n,
gdje je ¢ proizvoljan broj. Tada je
(a, +b,)—(a+b)|<[a, —a +]b, _b\<§+§:g

za svako n vece od n,' I n,". Dakle, za poizvoljno
dato ¢ > 0 postoji broj n, (na primjer, n, = max(n,',n,"))
takvo da je

(a, +b,)—(a+b)<e, Vvn>n,

sto znacCi da niz a_, + b_ konvergira ka brojua + b



Primjer 1. Ako je a, niz koji konvergira brojuaib, 6 =c
konstantni niz, onda je

limc-a, =limc-lima, =c-a

N—>00 N—o0 N—>c0

Primjer 2. Izvlaéenjem €inioca n? iz brojioca i imenioca

n®—3
o . . .
niza &, =¢ 5, Nz a, postaje kolicnik dva
-3
: _ n
konvergentna niza @, = 4
5+ —
n
: 3 3 1
Ilm(l—) iml-—lim— 1-3lim-—
| " pz) mi-limes 1-3lim 130 1
M0 = 4 4" 1 5:14.0 5
Iim(S—) lim5+lim~ 5+4lim= >"%
N—>oo n Nn—>oo n—>oon n_>oon



Neka tvrdenja

* Ako niz a_ ima granicu, onda je ta granica
jednoznacna.

* Svaki konvergentni niz je ogranicen.

* Svaki ograniceni neopadajuci ili nerastuci niz
konvergira.



Ojlerov broj ex2,718

e=Ilm f(m)=Im (1+ ijm
m

M-—>00 M—>00



REALNA FUNKCIJA JEDNE REALNE
PROMIJENLJIVE

* Domen je D=(a,b)cR, tj f:(a, b)—>R
e osnovne elementarne funkcije

 Konstantna funkcijay=a,a € R,D=R

yA

prava paralelna x-osi

y=a




* Linearna funkcijay=ax+b,a#0,D=R

A _
prava y y=ax+tb, a>0

P4




i , D =R\{0}

Funkcija obrnute proporcionalnosti ,y = —
X

Ay

P4

hiperbola




Kvadratna funkcijay = ax?, D =R

Ay
y=X

O parabola




Kubna funkcijay=x3, D=R

A
y y=x'
>
O X
kubna
parabola



Eksponencijalna funkcijay = a*, a € R*\{1}, D=R

y4 y=a"
\
O<a<l \ a1
\
\
\
\
eksponencijalna
kriva
~ —
—= 5
O X




Logaritamska funkcija y = log_x, a € R*\{1}, D = R*

y A
y=log x

logaritamska kriva




* Trigonometrijske funkcije:

y=sinx,D=R

yA

sinusoida

y =cosx,D =R

\

-37/2

-1t/2




y =tgx, D = {xeR | x#(2k-1)p/2, keZ}.

kot

{xeR | x#¥kp, keZ}

ctgx, D =

y



SLOZENA FUNKCIJA

Neka je D oblast definisanosti | G skup vrijednosti
funkcije g I, dalje, G - oblast definisanosti 1 V skup
vrijednosti funkcije h

D G V




Ako je x proizvoljni element skupa D, onda njemu
odgovara (tacno) jedan element g(x) skupa G, a
ovome (tacno) jedan element h[g(x)] skupa V. Na taj
nacin svakom elementu x € D odgovara tacho jedan
element h[g(x)] skupa V. Preslikavanje x — h[g(x)] je,
dakle, funkcija Ciji je domen D i skup vrijednosti V.
Tako odredena funkcija, oznacimo je sa f, zove se

kompozicija funkcija gi h, oznaka h o g, tj

f(x) = (h o g)(x) = h[g(x)]

Za funkciju f kazemo, takode, da je slozena funkcija
argumenta x.



Primjeri

PRIMJER 1. Ako je g(X) = 2x - 1 1 h(X) = logx, onda je
kompozicija funkcija g 1 h funkcija
f(x) = (h 0 g)(x) = h[g(x)] = h(2x - 1) =log(2x - 1).

PRIMJER 2. Funkcija f(x) = (x - 3)* je kompozicija
funkcija g(x) = x - 31 h(x) = x4.



INVERZNA FUNKCIJA

Pretpostavimo da je y = f(x) funkcija definisana |
monotona na intervalu D = (a,b) | da joj je skup
vrijednosti interval V=(c,d) t]. xe(a,b)=f(x)e(c,d)

y 4 Tada, za svako
Yo€(c,d), postoji jedno
flx) jedino x,e(c,d) takvo da
jey = f(x,). Dakle,
postoji funkcija x = g(y)
Ciji je domen (c,d), skup
vrijednosti (a,b) I pri

> cemu je flg(y)] =Y.

g(x)
d{




Ako, sada, u funkciji g argument oznacCimo sa x, a
zavisno promjenljivu sa y dobijamo funkciju y = g(x)
za koju kazemo da je inverzna funkciji y = f(x).
Inverznu funkciju funkcije f ozna¢avamo sa f.

|z definicije slijedi da, ako taCka M(x,y) pripada grafiku
funkcije y = f(x), onda tacka M,(y,x) pripada grafiku
njoj inverzne funkcije (ukoliko postoji). To znaci da su
grafici funkcije y = f(x) 1 njoj inverzne funkcije y = g(x)
simetriCni u odnosu na pravu y = X.



Primjer 1. Funkcija y = sinx je monotona na intervalu
[—gﬂ i njen skup vrijednosti je interval [-1,1],

pa postoji funkcija g:(-11) > [—5,5}
pri cemu svakom ye[-1,1] pridruzuemo ono X {_gﬂ

T y=X

za koje je y = sinx. > [y = arcsinx

D lal--—-—---




GRANICNA VRIJEDNOST FUNKCIJE

Koriste¢i pojam grani¢ne vrijednosti niza definisacemo
grani¢nu vrijednost funkcije y = f(x) u datoj tacka.

Neka je y = f(x) funkcija definisana u nekoj okolini tacke a
sem, moZda, u samoj tacki a |

X1y Xoy eens ) Xy e

proizvoljni niz koji konvergira tacki a I za koji postoji niz
odgovarajucih vrijednosti funkcie, tj. niz

), (), vy FX), -

AKko za svaki takav niz X, odgovarajum niz vrijednosti
funkcije konvergira 1stom broju A, kazemo da u taCki x = a
funkcija 1ma grani¢nu vrijednost A, a piSemo:

f)>A ili limf(x)=A

X—a X—a




Primjer 1. Uzmimo funkciju f(X) = x2 i tatku a = 2. Niz

xn:2+1
n
konvergira | njegova granica je a = 2. Niz odgovarajucih

vrijednosti funkcije je

2 2 2 2
(2+}j ,(2+1) (2+1) e > 9,§, . 4n +4n+1,...
1 2 n 4 n?

(ili x2 —> 4, ako X — 2)

Ovaj niz konvergira i hjegova granica je Iim

N—o0 N
Ako uzmemo proizvoljni drugi niz x, koji konvergira broju
2, onda odgovarajuci niz vrijednosti funkcije f(x,)
konvergira broju A = 4. Prema tome,

4n’ +4n+1
: —

A

limx® =4

X—2



Pretpostavimo da funkcija y = f(x) ima slede¢u osobinu: za
proizvoljno € > 0 postoji o(¢) takvo da je

f(x)-A|< ¢

za svako X # a za koje je |X - a| < 9. Dokaza¢emo da, tada,
u tacki x = a funkcija ima granicu A, tj. da

f(x,) =A, za svaki niz x, — a.

Zaista, 1z konvergencije niza X, 1 navedene
(pretpostavljene) osobine funkcije f(x) slijedi da postoji
broj n, takav da je

X, -al< d,n>n,

No, tada je |

If(x,) -Al < g, zan>n,

Sto znaci da niz f(x,) konvergira broju A, odnosno da u
tacki x =a funkcija ima granicu A.




Dokazuje se 1 tvrdenje obrnuto prethodnom: ako je y = f(x)
funkcija koja u tacki x = a Ima granicu A onda za svako

¢ >0 postoji 0 > 0 takvo da je

If(X) - A| < ¢, zasvako x za koje je [x - a| < o.

Grani¢nu vrijednost funkcije, zato mozemo da definiSemo
na sledeci nacin:

Broj A je gran¢na vrijednost ili granica funkcije f(x) u
tacki x = a, ako za svako € > 0 postoji 6 > 0 takvo da je:
If(X) - A| < g, zasvako X # a za koje je |[x - a| < 9.



Primjer 2. Funkcija f(x) = ¢ (=konstanta) u svakoj tacki
X = a Ima granicu A =c jer je za proizvoljno ¢ > 0

f(x) —Al=|c—c|=0<¢

za svako X i1z (proizvoljne) d-okoline tacke x = a, pa je

Iimc=c

X—a

Primjer 3. Funkcija f(Xx) = x u svakoj tacki x =a Ima
granicu A= a jer je za proizvoljno € > 0
If(X) —Al=|x—-a|<eg, VXi|x—al<d=c¢.



Pored graniCne, definisu se i lijeva i desna graniCna
vrijednost funkcije:

Za broj A kazemo da je desna granicna vrijednost ili
desna granica funkcije f(x) u taCki x = a ako za svaki
niz X koji konvergira tacki a i Ciji su clanovi veci od a
odgovarajuci niz vrijednosti funkcije f(x) konvergira
broju A. Analogno se definise lijeva graniCna
vrijednost.Za desnu i lijevu granic“znu vrijednost

koristimo oznake: )
Iim f (x) = AL
x—a-0
. - A,
lim f(x)=A, N
Xx—a+0
O a ;




Primjer 5. Funkcija

(

x? ,Xx<0

f(x) =+
() X+2,X>0

u tacki x = 0 ima desnu granicu A, = 2 1 lijevu
granicuA, =0



<V

Akoje lim f(x)=Aili Im f(x)=A

X—>—00 X—>+00

onda se prava y = A zove horizontalna
asimptota grafika funkcije f(x).



Vertikalna asimtota

Ako je funkcija f(x) kad x—a ili x > a+0, ili x — a-0, beskonacno velika veliCina, onda
se prava X = a zove vertikalna asimptota grafika te funkcije. Iz definicija granicne
vrijednosti i vertikalne asimptote slijedi da grafik funkcije moze da ima vertikalnu

asimptotu x = a samo ako je taCka a kraj otvorenog intervala na kome je funkcija
definisana.

lim f (x) = +oo lim f (X) = —o0
X—a A A X—a
y y . / ’
0 X
0 a N ;
Xx—>a=f(x) > X —>a=f(x) > -

Slicno za x — a+0, ilix »> a-0



NEDOREDENI IZRAZ]

Granicne vrijednosti izraza 0, (X) - Bu(x)

a,(X) B,(x)

gdje su a,(X) 1 a,(x) beskonacno male, a B,(x) I B,(X)
beskonacno velike veliCine kad x—a pripadaju klasi
tzv. neodredenih izraza.

Naime, oznacimo li, uslovno, sa “0” beskonacno
malu, a sa “eo” beskonacno veliku pozitivnhu veliCinu |
sa “1” funkciju Cija je granica 1, kad x —a, onda se

1zrazi oblika O .

0-00, 0—00, 17, 0
Ooo

Zovu neodredeni izrazi kad x —a.



KOSA ASIMPTOTA

Za pravu y = kx + n kazemo da je kosa asimptota
grafika funkcije y = f(x) ako je
lim[f(x) - (kx + n)] = 0, kad Xx—>+oo ili X —> -
Odavde f(X)

k=lim——= in=Ilim[f(x)- kx]

X—>00 x—)oo
y4
>§>
\ f(x) f(x)




Teoreme

T1. Ako su f(x) 1 g(x) funkcije koje u tacki x = a imaju
granice A B, onda I funkcije f(x) £ g(x), f(x)-g(x) I (ako

je u nekoj okolini tacke a g(x)#0 | B#0), f((x))
X
imaju grani¢ne vrijednosti u tacki x = a i te grani¢ne

vrijednosti su, redom A+ B, A - B, A

B



T2. Ako funkcije f(x) i g(x) u taCki x = a imaju Istu
granicu A i ako je h(x) funkcija za koju u nekoj okolini
tacke a vaze nejednakosti

f(x) = h(x) = g(x),

onda i funkcija h(x) u tacki x = a ima granicu A.



NEPREKIDNOST FUNKCUE

Za funkciju y = f(x) kazemo da je neprekidna u tacki
X = X,, ako u toj tacki ima granicnu vrijednost i ako je ta
granicna vrijednost jednaka vrijednosti funkcije u tacki
Xqs 1. ako Je

lim f(x) = f(x,)

X—>X

Za taCku u kojoj funkcija nije neprekidna, a u cCijoj je
nekoj okolini definisana, kazemo da je tacka prekida
funkcije.



Primjeri
Primjer 1. Funkcija f(x) = 2x + 3 je neprekidna u svakoj

tacki X, € R Jer je definisana u nekoj (Cak svakoj) okolini
te tacke I, pritom,

lim(2x + 3) =2x, + 3=f(X,)

X—Xg
[ x?2 Xx<?2

Primjer 2. Funkcija f(Xx) =
J ja T(x) Ix+1,x>2

u tacki x = 2 nema granicnu vrijednost (ima samo lijevu
| desnu), pa u toj tacki, dakle, nije neprekidna.



Ekonomske funkcije

Osnovne ekonomske veliCine (kategorije)
Cijena

Traznja

Ponuda

Proizvodnja

Prihod

Troskovi

Dobit




* Pretpostavka

e sarastom cijene traznja opada; najvecu vrijednost,
max, ima pri cijeni p = 0, dok najmanju vrijednost
dostize ili nedostize zavisno od toga da li je u pitanju
luksuzni proizvod (cigareta, automobil) ili proizvod od
vitalnog znacaja (hljeb, lijek)

S~

A 4




* Ponuda sa cijenom raste. Proizvod se nudi pri
cijeni pri kojoj se trazi, pa su oblasti
definisanosti ponude i traznje iste.

X A XAy

> >
0 P 0 Po p

|z pretpostavke o neprekidnosti funkcije traznje i
ponude nekog proizvoda | monotonosti tih funkcija
slijedi da postoji neka vrijednost p, argumenta p za
koju se te funkcije izjednacCavaju. Tu vrijednost
argumenta p zovemo ravnoteznom cijenom.



* Troskovi T rastu sa proizvodnjom. Pri proizvodnjix =0
troskovi takode postoje (na primjer, zbog
amortizacije) i te troskove zovemo fiksnim (oznaka
T;) za razliku od varijabilnih T, nastalih zbog
proizvodnje. (Ukupni) troskovi su zbir fiksnih i
varijabilnih troskova

T4 T T

A%




* Prosjecni troskovi pri proizvodniji x su troskovi
po jedinici proizvodnje: T — I

X
Prihod je jednak proizvodu cijene |
traznje (proizvodnje). Pretpostavljamo
da, do odredene cijene, prihod raste, a
zatim opada. Pri cijeni p = 0 1 prihod je
P=0

PA




* Dobit D(x) pri proizvodniji x je razlika odgovarajucih
prihoda i troskova: D(x) = P(x) - T(x).

D

Interval
proizvodnje na
kome je dobit
pozitivha zove se
Interval
rentabiliteta, a
njegovi krajevi su

. donjaigornja

granica
rentabiliteta.



