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POGLAVLJE 2.

2.1 Matematicka klasifikacija parcijalnih diferencijalnih jednacina;

2.2 Klasifikacija fiziCkih problema;
2.3 Karakteristike rjeSenja jednacine elipti¢nog tipa;
2.4 Karakteristike rjeSenja jednacine paraboli¢kog tipa;

2.5 Karakteristike rjeSenja jednacine hiperboli¢nog tipa;

2.1 Matematicka klasifikacija parcijalnih diferencijalnih jednacina

Parcijalne diferencijalne jednacine javljaju se u ogromnom broju naucnih dis-
ciplina kao i u najveCem broju inZenjerskih i tehnickih aplikacija. Radi jednostavnosti
rieSavanja najces$ce se parcijalne diferencijalne jednacine (PDJ) uvodenjem odrede-
nih pretpostavki pojednostavljuju i prevode u obicne diferencijalne jednacine (ODJ)
radi lakSeg rjeSavanja. S obzirom na porast zahtjeva da se mnogi realni fizicki procesi
rieSavaju $to preciznije, parcijalne diferencijalne jednaCine se direktno integrale
danas vec razvijenim i poznatim metodama integracije. U nastavku Ce biti prikazani
osnovni tipovi i klasifikacija parcijalnih diferencijalnih jednacina. Tri osnovne klase
parcijalnih diferencijalnih jednacina (elipticne, paraboli¢ne i elipticne), kao i dva tipa
fenomena koji se opisuju (ravnotezni i fenomeni prostiranja). Generalni oblik tran-
sportne diferencijalne jednacine koja u sebi sadrzi nekoliko razliCitih ¢lanova po svo-

Joj sustini ima generalni oblik:
1 N e N
ﬂ—t(rf)+N(er):N(GNf)+S, (2.1)

gdje je f generalizovana transportna funkcija, G generalizovani koeficijent difuzije, S
generalizovani izvorni ¢lan. U nastavku ¢e biti prikazani tri karakteristicna slucaja

jednacine (2.1) koji predstavljaju tri pomenuta tipa (PDJ) i to su redom:

A

e Ty @
f %

AL G s (2.3)

qit - ﬂXz’



Numericke metode u Energetici — Poglavije 2 17

T _ 1
qt? %"

Prva jednacina (2.2) je dvodimenzionalna Laplace — ova jednacina, druga (2.3) je

(2.4)

jednodimenzionalna jednacina nestacionarne difuzije, dok je poslednja (2.4) talasna
jednacina. PostojeCe jednacine u trodimenzionalnom Dekartovom koordinatnom sis-

temu imaju oblik:

N =0, (2.5)
" _c
— =N* 2
Tt : (2.6)
7 -
- = sz 2.7
Gdje je N? operator koji predstavlja gradijent funkcije u Dekartovim koordinatama:
2 2 2
|§|2:ﬂz+ﬂz+ﬂ2 (2.8)
>y 17

Sve naprijed navedene diferencijalne jednacine predstavljaju PDJ drugog reda, jer je
maksimalni izvod koji se u njima pojavljuje izvod 2 reda. Takode jednacine su linear-
ne jer u njima su svi ¢lanovi na prvom stepenu. Koeficijenti koji se pojavljuju u jed-
naCinama mogu biti konstante ili pak funkcije nezavisno promenljivih pa jednacina
moze biti i nelinearnog tipa. Generalni oblik kvazi-linearne, nehomogene parcijalne

diferencijalne jednacine drugog reda ima oblik koji se moZze napisati kao:

Af +Bf , +Cf  +Df +Ef +Ff +G=0, (2.9)

gdje koeficijenti A — C mogu a ne moraju ti funkcije od x,y, f, fy, koeficijenti D — F
mogu zavisiti od x,y i f, dok nehomogeni ¢lan G moze biti funkcija od x i y. U jedna-

Cini 2.9 vazi slededa notacija:

1°f " o
.= —, f i = — |, = X, .

Osnovna klasifikacija PDJ na jednacine elipticnog, paraboli¢nog i hiperboli¢nog tipa

vrSi se na osnovu znaka diskriminante D:

D =B*- 4AC. (2.11)
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Ako je diskriminanta D<O0 parcijalna diferencijalna jednacina je eliptickog tipa, ako je
D=0 tada je jednacina paraboli¢nog tipa a ako je D>0 tada je jednacina hiperboli¢-
kog tipa. Ovakva klasifikacije PDJ uzeta je na osnovu analogije sa diskriminantom B?
— 4AC koja Klasifikuje konusni oblik koji je opisan sa generalnom algebarskom jedna-
Cinom:

Ax* +Bxy+Cy’ +Dx+Ey+F =0. (2.12)
Na osnovu diskriminante D=B? — 4AC za jednadinu (2.12) postoje tri tipa krive: elipsa
(D<0), parabola (D=0) i hiperbola (D>0). Klasifikacija PDJ je susStinski vezana za tzv.
karakteristike PDJ. Definicija karakteristike bi bila da je to (n-1) hiperpovrSina u n
dimenzionalnom hiper-prostoru koja ima odredene karakterstike. Prefiks hiper je
namjerno kori¢en da bi se istaklo da se radi o prostoru koji je trodimenzionalan i
vremenski (X,y,z,t). Generalno gledano informacije o nekoj veli€ini koja je predmet
neke odredene PDJ prostiru se kroz domen integracije duz karakteristika tj. karakte-
ristiCnih linija u prostoru.

Jednostavan fizicki primjer koji moze da posluzi radi ilustracije znaCaja karak-
teristike mozZe biti jednacina konvekcije (transporta) neke fizicke veli¢ine f. Jednodi-

menzionalna nestacionarna konvekcija opisuje se jednacinom:

—+tu—=0, (2.13)

gdje je u brzina strujanja fluida. Fluid koji se kre¢e nosi sa sobom svoju masu, kolici-
nu kretanja i energiju kroz prostor u kojem se krece. Lokacija fluida x(t) je povezana

sa njegovom brzinom tj.

dx _ y
—=u, 2.14
Pa se integracijom poslednje jednacine lako dobija jednacina putanje kao:
t
X=X, +it)dt, (2.15)
tCl
Duz ove jednacine polazna jednacina konvekcije (2.13) ima oblik:
M dxqf _df
wt =70, (2.16)

it dt x dt
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Koji se lako integrali pa se dobija f =const. $to znaci da se vrijednost transportovane
funkcije ne mijenja duz karakteristiCne linije za konkretan slucaj. Jednacina (2.14)
predstavlja karakteristinu jednacinu ili diferencijalnu jednadinu karakteristike. Fizi¢ki
smisao jednacine karakteristike kao putanje prostiranja fizicke veli¢ine f je prilino
jasan §to se tiCe konvekcije u ovom konkretnom slucaju. Jednacina (2.16) predstavlja
jednacinu kompatibilnosti, i ova jednacina je iskljuCivo primjenljiva duz karakteristic-
ne linije tj. karakteristike.

Vratimo se sada na polaznu diferencijalnu jednacinu 2.9. Nekoliko razliCitih
nacina postoji za odredivanje karakteristiCne linije i nakon toga klasifikacije odredene
diferencijalne jednacine. Cesto se odgovor na pitanje Sta je karakteristika nalazi u
odgovoru na pitanje: postoje li putanje u domenu D(X,y) koje prolaze kroz neku
generalizovanu tacku P duz koje su vrijednosti drugog izvoda funkcije f (X,y) fxx, fxy i
f,y neodredene ili diskontinualne? Ukoliko postoje ovakve putanje, onda su to puta-
nje duz kojih se informacije o izvodima prostiru u domenu i predstavljaju karakteris-
tike.

Jedan od najlaksih nacina za odredivanje jednacine karakteristike je da se uz
pomenutu diferencijalnu jednacinu (2.9), dodaju jednacine totalnih diferencijala za

izvode f i fy kao:
d(f ) =f ox+f  dy, (2.17)
dff,)=f dx+f dy. (2.18)

Poslednje dvije jednacine zajedno sa jednacinom (2.9) mogu se kompaktno napisati

u matri¢noj formi:

éABCyE U é& Df -Ef -F+Gu
& g u_é U
gdx dyougxy@_é dff,) G (2.19)
@)dXdyggyyH & d(fy) tl

Ova jednacina ima beskona¢no mnogo rjesenja li nema rjeSenja, ako je determinanta

sistema jednaka nuli pa ako se postavi ovaj uslov dobija se:
A(dy)? - B(dx)(dy)+C(dx)? =0, (2.20)

Odakle se rjesavanjem klasicne kvadratne jednacine dobija:
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dy _- Bx+/B’- 4AC
dx 2A '

Poslednja jednacina ima dvije familije linija u xy ravni zavisno od znaka *, po uslo-

(2.21)

vom da je diskriminanta sistema pozitivha. Postojanje karakteristika vodi do usposta-
vljanja dva karakteristicna pojma: domen zavisnosti i opseg uticaja. Domen zavisnos-
ti bi se mogao opisati kao domen iz kojega postoji uticaj na vrijednost funkcije u
nekoj tacki domena f (xp,yp). Sa druge strane opseg uticaja predstavlja dio domena
integracije oko tacke P(xp,yp) gdje se osjeca uticaj vrijednosti funkcije f (xp,yp). Jed-
nacine paraboli¢nog i hiperbolicnog tipa imaju jasno razdvojene domene zavsnosti i
opseg uticaja. Za razliku od njih jednacine parabolinog tipa su karakteristicne po
tome da se ova dva domena poklapaju.

Za razliku od PDJ drugog reda, jednacine prvog reda su parabolickog tipa.
Klasicni primjer takve jednacine je jednacina oblika:

af , +bf =c, (2.22)
i ako se jos zajedno sa njom razmotri jednacina totalnog diferencijala:

df =f dt+f dx, (2.23)
lako se dobija uslov za dobijanje diferencijalne jednacine karakteristike:

@ b u_¢& u

Gt oyl b &l

Ako je determinanta sistema jednaka nuli tada vrijednosti izvoda imaju viSe vrijedno-

(2.24)

sti ili su neodredeni:
dx b
E - g , (2.25)

Poslednja jednacina predstavlja jednacinu karakteristiCne linije u prostoru x-t, duz

koje vrijednosti prvog izvoda f « ili f{ imaju diskontinuitet ili pak viSe vrijednosti.

2.2 Klasifikacija fiziCkih problema

Svi fizicki fenomeni mogu se klasifikovati u tri grupe problema:
- ravnotezni problemi,

- problemi prostiranja,
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- tzv. Eigen problemi.
Prva vrsta problema uvijek se opisuje jednacinom eliptiCkog tipa i predstavljaju tzv.
stacionarne probleme u zatvorenim domenima D(x,y). Rje$enja jednacina elpitickog
tipa su karakteristicna po tome da su uvijek ogranicena tzv. grani¢nim vrijednostima
koja se zadaju na ivicama domena, a rjeSenja jednacine u karakteristicnim tackama
se odreduju iterativnim simultanim rjeSavanjem jednacine u svim tackama domena.
Razlog za to leZi u Cinjenici da se domen zavsnosti i opseg uticaja medusobno pokla-
paju. Klasi¢an primjer parcijalne diferencijalne jednacine eliptickog tipa je diferenci-
jalna jednacina stacionarnog provodenja toplote (Laplace — ova jednacina):

NT =0, (2.26)
ili u indeksnoj notaciji:

T.*T, =0, (2.27)

gdje je ako se posmatra generalna jednacina (2.9) A=1, B=0, C=1, pa je diskrimi-
nanta B? — 4AC=-4 <0.

Problemi propagacije ili prostiranja opisuju se jednacinom parabolickog tipa i
klasiCan primjer takve jednacine je jednacina jednodimenzijskog nestacionarnog pro-
stiranja toplote:

T, =aT,, (2.28)
gdje se uslijed postojanja drugog izvoda u vremenu moraju znati granicni uslov na
dva kraja domena, kao i pocetni uslov T=T(x,0). Iz poslednje jednacine lako se
uotava da je A=a, B=0, C=0 pa je diskriminanta B> — 4AC=0. Jednacina karakteristi-
ke poslednje jednacine moZe se dobiti ako se uz poslednju jednacinu razviju i jedna-

Cine totalnog diferencijala po vremenu i prostornoj koordinati x:

é 00l 0 e, u

a a_é
S dt Olf?l'xtu (T )u, (2.29)

@9 dx dtggr, § &d(T,)d

Odakle se izjednaCavanjem determinante sistema sa nulom dobija:
adt®=0, (2.30)
Pa je jednacina karakteristiCne linije:

dt=+0 p t=const. (2.31)
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Brzina prostiranja informacija duz ovih karakteristika je:

dx
C:E =¥ (2.32)

To znadi da se informacija prenosi trenutno duz karakteristike u odredenom konstan-
tnom vremenskom trenutku. Na primjer temperatura u nekoj odredenoj tacki u do-
menu o odredenom vremenskom trenutku utiCe na sve temperature duz domena u
svim vremenima pocev od tog posmatranog vremenskog trenutka.

Na kraju, treca vrsta problema koji se opisuju jednacinama hiperboli¢kog tipa
su problemi gdje postoje dvije realne familije krivih duz kojih su izvodi ili diskontinu-
alni ili imaju vise od jedne vrijednosti su fenomeni talasnog prostiranja. Klasi¢ni prim-
jer PDJ hiperboli¢nog tipa je talasna jednacina koja ima oblik:

f, =cf, . (2.33)

i koja ima primjenu u problemima sa vibracijama, u elektrostatici, gasnoj dinamici,
akustici itd. Slijede¢i notaciju iz jednadine (2.9) vazi da je A=1, B=0, C=-c?, pa je
diskriminanta sistema B — 4AC=4c*>0. Ako se kao i ranije poslednja jednaina veze
sa jednacinama kojima se opisuju diferencijali prvih izvoda funkcije f’ dobijaju se

izrazi za diferencijalne jednacine karakteristika:

él O - C2 l:,jé tt U @ U
e & u_é u
gt ax 0 l:jugxtu_éd(fx)u, (2.34)
O d  dxpE .G &8
ddakle se izjednaCavanjem determinante sistema sa nulom dobija jednacina:
(dx)? - ¢?(dt)? =0, (2.35)
Tj. diferencijalne jednacine karakteristike:
dx _ e
— — 0. 2.36
dt (2.36)

Iz poslednje jednacCine se vidi da se informacije duz karakteristika prostiru brzinom
zvuka (c). Jednacine ovog tipa se kao i jednacine paraboli¢nog tipa rjeSavaju nekom

od eksplicitnih metoda kojima se “marsira” kroz vrijeme.
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2.3 Karakteristike rieSenja jednacine eliptiCkog tipa

Kao primjer jednacine eliptickog tipa (D<0) razmotrimo kondukciju kroz jed-

nodimenzioni zid kao Sto je prikazano na slici 2.3.1.

Slika 2.3.1 Kondukcija kroz jednodimenzioni zid

Energijska jednacina koja opisuje 1-D stacionarnu kondukciju dobija se iz polazne je-
dnacine (2.1) zanemarivanjem nestacionarnog i konvektivnih ¢lanova, kao i izvornog
Clana i ¢lanova koji su vezani za y i z pravac:

a6

—8?—;0. (2.37)

xe Xg
Ako se definiSu granicni uslovi T(0)=0, i T(L)=T. dobija se analiticko rjeSenje jedna-
Cine (2.37):

T - T

T(x)=T, MU i O)X. (2.38)
Ovaj jednostavni oblik jednacine i analiticko rjeSenje ilustruju neke vazne osobine
parcijalnih diferencijalnih jednacina elipti¢kog tipa:

- Temperatura u bilo kojoj tacki x domena zavisi od graniCnih temperatura;

- U odsustvu izvornog ¢lana funkcija T(x) je ograni¢ena temperaturama na

granicama domena.
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2.4 Karakteristike rieSenja jednacine parabolickog tipa

Kao primjer jednacine parabolickog tipa ovdje Ce biti prikazana jednacina nes-

tacionarne kondukcije koja se tretira kao 1-D problem:

(L T

- —a_— 2.39

1t %2’ (2.39)
gdje je a=l /(rcy) termicki koeficijent difuzije. PoCetni i graniCni uslovi su zadati kao
T(x,0)=Ti(x), T(0,t)=To i T(L,t)=To. Koristeéi tehniku razdvajanja promjenjivih rje-

Senje jednacine (2.39) se dobija kao:

- an?p?
¥ . N PXY L
T(x,t)=T,+& B,sn¢ P Ove , (2.40)
n=1 e L g
gdje je:
2L . NP XX O
B, == T, (x)- T,)sinePXOx n=123.. (2.41)
Lo e L o

Generalno gledano rjesenje jednacine (2.40) ima sledece osobine:

- Grani¢na temperatura To ima uticaj na svaku temperaturu u domenu kao i
kod elipti¢kog tipa jednacine;

- Samo pocetni uslov je vaZzan $to se tiCe rjeSavanja jednacine, nikakav uslov
kada t® ¥ nije potreban za rjeSavanje; To znadi prakticno da nam podatak
“Sta Ce se desiti” nije potreban;

- Pocetni uslovi imaju samo uticaj na temperature koje ¢e se izraCunavati a
ne na one prethodne;

- Pocetni uslovi imaju uticaj na sve temperature u domenu u svom buduéem
vremenu. Njihov uticaj vremenom slabi i mogu imati uticaj na razliCite tac-
ke domena, koje mogu imati razli¢ite temperature u par stepeni;

- Stacionarno stanje se postize kada t® ¥. Tada rjeSenje jednacine polako
poprima ponasanje eliptickog tipa jednacine;

- Temperature u domenu su ograni¢ene pocetnim i grani¢nim uslovima kada

nema izvornog €lana u polaznoj jednacini;
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2.5 Karakteristike rjeSena jednacine hiperbolickog tipa

Razmotrimo strujanje fluida u kanalu kao Sto je prikazano na slici 1.4. Brzina
strujanja U je konstantna i U>0. Za t30 temperatura fluida uzvodno od strujanja je
konstantna i iznosi To. Ako su gustina (r) i specificna toplota (Cp) konstantni i ako je

toplotna provodljivost | =0, tada energijska jednacina ima sledeci oblik:

w + - (rCUT) =0, @.42)
Ako su granicni i poCetni uslov definisani kao T(x,0)=T; i T(x£0,t)=T, tada se rjesenje
jednacine moze pisati kao:

T(x,t) =T((x- U>t),0), (2.43)

ili pak u obliku:

T(x,t)=T. zat <i
U

X - (2.44)
=T, zat 3 —
U
Rjesenje jednaline (2.44) je skokovita funkcija kod koje skokoviti prelaz putuje sa
vremenom u pravcu X ose brzinom U. Kao karakteristike rjeSenja mogu se uociti sle-
dece zakonitosti:

- Granicni uslov uzvodno od toka fluida (x=0) ima uticaj na rjesenje. Granic-

ni uslov nizvodno od toka strujanja praktino nema uticaja na rjesenje;

- Ulazni granicni uslov se prostire duz domena konstantnom brzinom U;

- Ulazni grani¢ni uslov se ne osjeca u poloZaju x dok vrijeme ne dostigne vri-

jednost t=x/U;

Generalno posmatrano, parcijalna diferencijalna jednacina (2.1) kojom se opi-
suje transport skalarne veliine f ima dosta dodirnih taaka sa jednacinama koje su
prikazane kao primjeri jednacina elipti¢nog, parabolickog i hiperboli¢nog tipa. Jedna-
Cine eliptiCnog tipa se javljaju kada se zanemare konvektivni i nestacionarni Clan. Ista
jednacina uvodenjem nestacionarnog Clana pokazuje ponasanje parabolickog tipa.
Konvektivni ¢lanovi transportne jednacine imaju opet hiperbolicni karakter. U mnogim
konkretnim problemima jednacine pokazuju mije$ano ponasanje, kada difuzioni ¢lan

teZi da unese eliptiCki karakter, dok nestacionarni i konvektivni ¢lan teze da unesu
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parabolicki, odnosno hiperboli¢ni karakter. Ponekad j korisno da se razmotre razlicite
vrste koordinatnih sistema, da se vidi da li je korisnije usvoijiti eliptCni ili paraboli¢ni
koordinatni sistem, zavisno Cemu tezi ponasanje transportne jednacine. Na primjer,
korisno je za parabolicki tip problema uzeti vrijeme kao parabolicku koordinatu, dok
se za prostor moze usvoijiti elipticka koordinata. U daljim poglavljima paznja ée biti
posvecena numerickim metodama koje uglavnom uspjes$no tretiraju sva tri tipa tran-
sportnih jednacina. Kada se generalno rjeSavaju transportne jednacine, onda ih je
obi¢no vise i medjusobno su povezane, $to je prilicno razlicito od slucaja kada se rje-
Sava samo jedna jednacina.

U ovom poglavlju vidjeli smo da se razliciti fenomeni koji su od interesa za
inZenjersko izu€avanje, mogu opisati sa transportnim jednacinama koje predstavljaju
zakone o odrzanju mase, koliCine kretanja, energije i drugih skalarnih veliina (npr.
koncentracija i sl.), i da te jednacine imaju slinu generalnu formu (jednacina 1.47).
Jednacine generalno gledano sadrZe nestacionarne, konvektivne, difuzione i izvorne
Clanove. IzuCavanjem jednacina eliptiCkog, paraboli¢kog i hiperboli¢kog tipa moze se
dodi do zakljuCaka o ponaSanju razli¢itin ¢lanova u transportnim jednacinama, Cime
se dolazi do najpogodnije numericke metode za diskretizaciju i rjeSavanje problema.

Idealna numeri¢ka shema trabala bi da korektno reprodukuje svaki od ova tri uticaja.



