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3.1 Uvod u numeric¢ke metode

Osnovni cilj svake numericke metode je rjeSavanje jedne ili sistema jednacina
koje je nemoguce rijesiti analitickim putem. Fundament svake numericke metode leZzi
u tzv. diskretizaciji domena u kojem se Zeli rjeSenje jednacine. Analiti¢cko rjeSenje
parcijalne diferencijalne jednacine daje vrijednost funkcije ¢ u zavisnosti od
prostornih koordinata i vremena (x,y,zt). Numericko rjeSenje jednacine daje
diskretan broj vrijednosti funkcije ¢ u domenu, zavisno od toga kakva je numericka
mreza sa kojom je diskretizovan prostorni domen za koji se posmatra jednacina koja
se rjesava. Tacke u kojima se izra¢unava vrijednost funkcije ¢ zovu se najcesée ¢vorne
tacke, ili pak nodovi ili ¢elije, zavisno od metode koja se primjenjuje pri diskretizaciji
polazne jednacine koja se rjeSava. Proces prevodenja parcijalne diferencijalne
jednacine koja se rjeSava u sistem algebarskih jednacina koje kao nepoznate sadrze
skup vrijednosti funkcije ¢ u kona¢nom broju tacaka zove se diskretizacija. Metode
kojom se vrsi pomenuti proces, a koje mogu biti razli¢ite zovu se diskretizacione
metode.

Polazna tacka svake numericke metode je matematic¢ki model, tj. set jednacina
koje je potrebno rijesiti, zajedno sa pocetnim i grani¢nim uslovima u cilju dobijanja
jednoznac¢nog rjesenja. Matematicki modeli su obi¢no pojednostavljeni u poredenju

sa originalnim polaznim bilansnim jedna¢inama u cilju lakSeg numerickog
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rjeSavanja. Obi¢no se nikada ne postavlja neki generalni matematicki model koji
moze da obuhvati sve slucajeve, ve¢ se modeli razvijaju od slucaja do slucaja.

Poslije usvajanja matematickog modela slede¢i korak je usvajanje
odgovaraju¢e metode za diskretizaciju diferencijalnih jednac¢ina matemati¢kog
modela. Tu postoji vise razli¢itih metoda od kojih se kao glavne mogu navesti
metoda konac¢nih razlika (FDM), metoda konaénih elemenata (FEM) i metoda
kontrolisanih ili kona¢nih zapremina (CVM). U nastavku ¢e biti prikazane sustine
ove tri metode. Ostale metode kao Sto su spektralne sheme, metoda grani¢nih
elemenata i druge nece biti predmet istrazivanja u ovom kursu. Treba napomenuti
da svaka od pomenutih metoda koja se primjenjuje na isti matematicki model vodi
ka istom rjesenju ako je numericka mreza dovoljno sitha da moZze uspjesno simulirati

kontinuum.

3.2 Numeric¢ke mreZe i terminologija vezana za mreze

Nakon usvajanja numericke metode za diskretizaciju polaznih jednacina
matematickog modela potrebno je definisati ili razviti numericku mrezu, koja
predstavlja diskretan broj tacaka posmatranog domena u kojim se vrsi izra¢unavanje
nepoznate funkcije ¢. Tipi¢na prikaz numericke mreZe sa terminologijom koja se

koristi dat je na slici 2.1.

Cvor celije
Centar celije
Celija
Granicna
povrsina

Slika 2.1. Tipi¢na numeric¢ka mreZza sa uobic¢ajenom terminologijom
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Osnovna jedinica mreZe je celija koja se ponegdje zove i element. Celija je definisana

sa njenim centrom, okruZena je grani¢nim linjjama (povrsinama) koje se medjusobno

sijeku u ¢vorovima. Kod trodimenzionalne mreze granic¢ne linije su povrsine koje su

ogranic¢ene ivicama. Kod dvodimenzionalne mreze povrsine i ivice su jedno te isto. U

zavisnosti od polozaja nac¢ina formiranja razlikuju se nekoliko karakteristi¢nih tipova

mreza:

Stukturisana (reqularna) mreza koja se sastoji od familija linija takvih

osobina da se linije jedne familije medjusobno ne sijeku, dok sa linijama iz
druge familije imaju samo po jedan presjek. Takodje svaka ¢vorna tacka je
okruzena sa istim brojem c¢vorova. Strukturisane (regularne) mreze
omogucavaju veoma jednostavnu notaciju i ¢elija kao i ¢vornih tacaka.
Strukturisane mreZe predstavljaju najjednostavniji tip mreze i ekvivalentne
su Dekartovom koordinatnom sistemu. Pozicije susjednih ¢vorova lako se
mogu definisati uvodjenjem odgovaraju¢ih brojaca (ij k). Glavni
nedostatak strukturisane mreze je Sto se ona moZze primjenjivati na
relativno jednostavne geometrijske oblike, kakvih je malo u prakti¢cnim
problemima. Takodje usitnjavanjem mreZze na pojedinim djelovima
domena koji su od znacaja za neke veli¢ine ili procese dovodi do
usitnjavanja mreZe na svim mjestima, $to znacajno utiCe na smanjenje
raspolozive memorije rac¢unara;

Strukturisana blok mreza sa poklapaju¢im ivicama predstavlja poboljsanje u

prevazilazenju problema sa memorijom koji je prethodno naveden. Cio
domen integracije dijeli se na konacan broj blokova koji su svaki ponaosob
strukturisani, pa se prilikom povezivanja blokova mora pazljivo voditi
ra¢una o uslovima na granicama izmedju celija koje su grani¢ne za dva
bloka; Na slici 2.2. prikazana je strukturisana blok mreza kojom je
diskretizovan domen za slucdaj strujanja oko cilindra u pravom kanalu.
Takodje treba napomenuti da mreZa na slici 2.2. ima osobinu da su svi

¢vorovi mreze uvijek u presjecima izmedju grani¢nih povr¢cina (ivica);
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Slika 2.2. Strukturisana blok mreza za opisivanje strujanja oko cilindra

Strukturisane blok mreze sa nepoklapaju¢im ivicama (Ne-konformna

mreza), predstavljaju sledeci tip mreza, i imaju osobinu da se pojedini
¢vorovi mogu naci na nekoj od grani¢nih povrsina susjedne celije, a ne u
presjeku ivica koje ogranicavaju celiju, kao sto je bilo do sada. Primjer
takve mreZe prikazan je na slici 2.3. sa kojom se modelira strujanje oko
repa podmornice. Ovakav tip mreZe je mnogo pogodniji za opisivanje
strujanja oko slozenih geometrija, kao i zbog toga Sto je moguce
usitnjavanje mreze na mjestima gdje se ocekuju znacajne promjene funkcije

koja se izracunava;
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Slika 2.3. Strukturisana blok mreza sa nepoklapajuc¢im ivicama

Nestrukturirane mreze se najces¢e primjenju za veoma sloZzene geometrije

kada je potrebno da numericka mreZza detaljno pokriva geometrijski
domen u kojem se vrsi diskretizacija jedna¢ina matematickog modela. U
principu ovakav tip mreze se moZze koristiti za bilo koju diskretizacionu
shemu, ali je ipak najpogodnija za metodu konac¢nih elemenata (FEM) i
metodu kontrolisanih zapremina (CVM). Elementi, odnosno zapremine
mogu imati proizvoljan geometrijski oblik, pa samim tim i postoji
restrikcija u broju susjednih elemenata pojedine zapremine, odnosno

elementa. Prakti¢no najc¢eséi oblici koji se koriste u 2-D domenima su
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trougaoni i cetvorougaoni elementi, dok se za 3-D geometrije najcesce
koriste tetraedri i heksaedri. Ovakve mreZe imaju znac¢ajne prednosti §to se
s njima mogu veoma lako opisati slozene strukture, dok im je glavha mana
Sto se ovakvom mreZzom formiraju neuniformni oblici datoteka koje se
dobijaju diskretizacijom jednac¢ina matematickog modela. Lokacija svakog
elementa mora biti specificirana, kao i njegovi susjedi, §to kod ovakvog

tipa mreZa nije jednostavno. Primjer nestruktirisane mreZe dat je na slici

24.

Slika 2.4. Nestrukturisana mreZa za sloZene geometrije

Diskretizacijom polaznih jednacina matematickog modela dobija se veliki broj
nelineranih algebarskih jednac¢ina. Metod rjeSavanja sistema algebarskih jednacina
zavisi od problema do problema. Kada je problem nelinearan najces¢e se koriste
iterativne metode, koje predstavljaju u stvari sukcesivnu linearizaciju nelinearnih
jednacina. Tip solvera kojim ce se rjeSavati algebarske jednacine zavisi i od tipa
mreze i broja elemenata (zapremina) u njoj. Kona¢no na kraju potrebno je
uspostavljanje odgovarajucih kriterijuma konvergencije za iterativne metode. Odluka
o tome kada je potrebno prestati sa iteracijama je veoma vazna sa aspekta tac¢nosti
rjeSenja sa jedne strane kao i optimalnog racunarskog vremena potrebnog za

rjeSavanje problema.
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3.3 Osnovne karakteristike rieSenja dobijenih numeric¢kim metodama

Metod kojim se vrsi rjeSavanje sistema algebarskih jednacina treba da ima
odredena svojstva, tj. karakteristike. U nastavku ¢e biti prikazana neka od osnovnih

svojstava numerickih rjeSenja.

3.3.1 Konzistentnost rjeSenja

Rjesenja diferencijalne jednacine koja se dobijaju diskretizacijom treba da teze
ta¢nom rjesenju kada rastojanje izmedju ¢vorova mreze ili dimenzija kontrolisane
zapremine ili elementa tezi nuli. Za numericku metodu se kaze da je konzistentna
ako ostatak (greska) tezi nuli usitnjavanjem numericke mreze. Razlika izmedju
ta¢nog rjeSenja i rjeSenja dobijenog numerickom metodom zove se obi¢no truncation
error. Ova vrijednost koja se kod Tajlorovog reda zove obi¢no ostatak treba da tezi
nuli kada se numericka mreza usitnjava. Greska numerickog rjeSenja je funkcija
rastojanja izmedju ¢vorova (Ax, ili AT u zavisnosti da li je mreza prostorna ili
vremenska). Nekada se moze desiti da je greska metode funkcija funkcija koli¢nika
izmedju prostornog i vremenskog koraka O(Ax/At). U tom slucaju konzistentnost
rjeSenja nije zagarantovana sve dok se Ax ne smanjuje brze nego At. Konzistentnost
rjeSenja predstavlja najvazniju osobinu numerickog rjeSenja, jer se bez njega ne moze

garantovati da ¢e se usitnjavanjem mreze doci do tacnog rjesenja.

3.3.2 Stabilnost rjeSenja

Za numericko rjeSenje se kaze da je stabilno ako se greske koje se pojavljuju
tokom numeric¢kog rjesavanja ne uvecavaju tokom procesa rjeSavanja. Stabilnost je
od posebnog znacaja za numericke metode koje su bazirane na iterativnom
rjeSavanju. Kod njih se uslov stabilnosti vezuje za pojam da greska izmedju dva
uzastopna rjeSenja tokom iteracija mora da teZi ka nuli. Metoda je stabilna ako greska

ne divergira tokom procesa rjesavanja. Jedan od najrasprostranjenijih prilaz
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istrazivanju stabilnosti rjeSenja je tzv. Neumann - ov metod. O njemu ¢e biti rije¢i u

kasnijim poglavljima.

3.3.3 Konvergencija

Za numericku metodu se kaze da je konvergentna ako rjeSenje dobijeno
diskretizacijom polaznih jednacina teZi tacnom rjeSenju. Za nelinearne probleme kod
kojih postoji snazan uticaj grani¢nih uslova, stabilnost i konvergenciju je tesko
demonstrirati. Obi¢no se konvergencija provjerava odredjenim numnerickim
eksperimentima, tj. ponavljanjem racuna sa serijom novih i usitnjenih numerickih
mreza. Ako je metoda stabilna i ako su sve aproksimacije konzistentne, rjeSenje je

obi¢no konvergentno prema rjeSenju koje ne zavisi od dimenzije mreze.

3.3.4 Tacnost rjeSenja

Kada se govori o preciznosti (ta¢nosti) rjeSenja tada se mora imati u vidu da za
mnoge matematicke modele nije moguce nacdi ta¢no rjeSenje uslijed sloZenosti
matematickog modela. Tada je mnogo korisnije diskutovati o ponasanju greske
(truncation error), koja treba da tezi nuli sa usitnjavanjem numnericke mreZze.
Takodje treba napomenuti da rjeSenja koja se dobijaju numerickom diskretizacijom
jednacina matematickog modela predstavljaju samo aproksimativna rjesenja iz vise
razloga. Kao prvo, postoje tzv. greske modeliranja koje predstavljaju razliku izmedju
konkretne realne fizicke pojave i jednacina kojima je ona opisana. Jednac¢ine manje ili
vise precizno opisuju odredjenje pojave, a cCesto je prisutno i zanemarivanje
odredjenih efekata radi pojednostavljivanja jednac¢ina matemati¢kog modela. Drugo,
postoje tzv. diskretizacione greske koje su definisane kao razlike izmedju ta¢nog
rjeSenja jednac¢ina modela i numerickog rjeSenja dobijenog diskretizacijom jednacina
matematickog modela. Na kraju, postoje i tzv. iteracione greske koje predstavljaju
gresku izmedju iterativnog rjeSenja i ta¢nog rjeSenja sistema algebarskih jednacina

dobijenih diskretizacijom sistema jednac¢ina matematickog modela. Iteracione greske
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se ponekad zovu i greske konvergencije. Veoma je vazno da se ove tri vrste greSaka

jasno uoce kao i da se ako je moguce napravi kvantitativna razlika izmedu njih.

3.3.5 Primjenjljivost zakona o odrZanju

Transportne jednacine koje su predstavljene u prvom poglavlju predstavljaju
zakone o odrZanju mase, koli¢ine kretanja i energije napisane za specificnu
geometriju i za fluid koji ima tzv. Njutnovsko ponasanje. Numericke sheme koje se
pisu za ovakve jednacine treba da uzimaju u obzir zakone o odrzanju. To znaci da na
primjer za stacionarno strujanje fluida, kada nema izvornih ¢lanova u jednacinama
matematickog modela koli¢ina transportovane veli¢ine ® koja ulazi u kontrolisanu
zapreminu mora biti jednaka onoj koja je napusta kroz granice zapremine. U slucaju
primjene metode kontrolisane zapremine ova osobina odrzanja je zagarantovana, jer
je i sama metoda bazirana na ovom principu. Ostale diskretizacione metode mogu se
napraviti da budu takve da respektuju zakone o odrzanju, ako se vodi ra¢una o
izboru aproksimacija. Tretiranje izvora i ponora transportovane funkcije treba da
bude konzistentno, tako da je ukupni izvor ili ponor neke funkcije jednak neto
protoku transportovane veli¢ine @ kroz granice domena. Za diskretizacione sheme
koje respektuju zakone o odrzanju greska rjeSenja moze da bude samo distribuirana
duz c¢itavog domena integracije, dok se kod metoda koje nisu orijentisane na
odrzanju transportovane veli¢ine ®, mogu pojaviti vjeStacki izvori ili ponori
transportovane funkcije, koji nemaju veze sa fizikom problema. Takve mreze daju

pribliZzno ta¢na rjeSenja samo ako je numericka mreza dovoljno usitnjena.



