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POGLAVLIJE 8.

8.1 Konvekcija - rjeSavanje transportne jednacine;

8.2 Centralno diferencijalna shema;

8.3 Upwind shema;

8.4 Preciznost Centralno diferencijalne sheme i upwind sheme;
8.5 Lazna difuzija i disperzija;

8.6 Sheme prvog reda na bazi ta¢nog rjesenja;

8.6.1 Eksponencijalna shema;

8.6.2 Hibridna shema;

8.6.3 Power Law shema;

8.1 Konvekcija - rjeSavanje transportne jednacine

U ovom poglavlju bi¢e prikazan postupak diskretizacije generalne transportne
jednacine sa proizvoljnom skalarnom funkcijom ¢, koriste¢i metodu kontrolisane
zapremine koja predstavlja osnovni alat kod svih CFD modela. Za pocetak ¢emo
razmatrati slucaj kada je brzinsko polje poznato u svim tackama posmatranog
domena, i na osnovu poznatog strujnog polja posmatracemo kako se mijenja skalarna
funkcija ¢ u polju. U realnim situacijama i strujno polje treba da se izracunava i
obi¢no je ono posledica zapreminskih ili spoljasnjih sila koje djeluju na fluidni djelic.
U slede¢em poglavlju bic¢e prikazan slucaj simultanog rjeS8avanja jednacina strujnog
polja i generalne transportne jednacine sa temperaturom kao skalarnom veli¢inom.

Razmotrimo za pocetak dvodimenzioni pravougaoni domen koji je prikazan
na slici 8.1. Domen je diskretizovan koriste¢i Dekartov koordinatni sistem (x,y), i radi
jednostavnosti posmatrajmo slucaj kada su Ax i Ay konstantni, tj. da je mreza

uniformna.
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Slika 8.1. MreZa za sluc¢aj konvekcije u 2-D domenu

Jednacina kojom se opisuje stacionarni transport funkcije ¢ se moze pisati kao:

V-J=S§, (8.1)
gdje se fluks ] sastoji od konvekcije i dufuzije istovremeno:
J=p-V-¢9-TVeg. (8.2)

Vektor brzine V je definisan sa komponentama u x i y pravcu:
V=u-itv-j. (83)
Kao i ranije postupak diskretizacije pocinje integracijom po kontrolisanoj zapremini

jednacine (8.1):
[v-Jav=]sav 6.4
AV AV

tj primjenom tzv. Gausove teoreme prethodna jednacina se transformise u:
[1dA=5-av. 8.5)
A
Kao i ranije smatra se da je fluks na povrSinama e,w,s,n konstantan, kao i da se
vrijednosti funkcije sra¢unavaju u centrima zapremina. Takodje izvorni ¢lan se

racuna kao i ranije S=S,+S5,0, . Konatno jednac¢ina 8.5. se transformise u

diskretizovani oblik:
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(J-A),+(T-A), +(J-A),+(J-A),=(S. +5,0,)-AV,  (86)

gdje je:
A =Ay-i
A =—Ay-i
A =Ax-j - (5.7)
Aj=—Ax-j

Dalji proces diskretizacije je potpuno identi¢an kao i za slucaj difuzione jednacine.

Razmotrimo za pocetak fluks JeAe. On se moZe pisati kao:

0
J,- A, =(pug),Ay —reAy(a—fj , 8.9)

gdje ¢lanovi na desnoj strani jednacine predstavljaju tzv. konvektivni i difuzioni ¢lan

redom posmatrano. Maseni fluks kroz povrsinu e ima oznaku:
F,=(pu),Ay, (8.9)

i on je poznat s obzirom da je strujno polje definisano. Drugi ¢lan na desnoj strani

jednacine moze biti diskretizovan kao:

-D, (¢, - 95), (8.10)
gdje je koeficijent difuzije De definisan kao:
_r A
e e @ . (811)

Sli¢ne jednacine mogu se napisati i za ostale strane kontrolisane zapremine w,s,n.
Medjusobni odnos konvektivnog i difuzionog ¢lana zove se Peclet-ov broj:
F  pu(dx)
[)e = = ,
D r

i bukvalno predstavlja mjeru ili relativni znacaj koji imaju konvekcija ili difuzija u

(8.12)

transportnom procesu.

Kao $to se moze vidjeti za izracunavanje fluksa Je potrebno je poznavati
vrijednost funkcije ¢e na granici i gradijenta (d¢/0dx) takodje na granici. Dok se
gradijent moze uzeti aproksimacija kao i kod slucaja ciste jednacine difuzije,

odredjivanje vrijednosti funkcije ¢ na granici je nesto drugacije uslijed postojanja
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strujanja. Kada se odrede vrijednosti fluksa na granicama tada se lako pisu jednacine

za odredjivanje vrijednosti funkcija u zapreminama ¢; (i=P,E,W,S,N).

8.2 Centralno diferencijalna shema

Problem diskretizacije se svodi na problem odredjivanja odgovarajuce metode
za aproksimaciju i odredjivanje granicne vrijednosti ¢e. Jedan od prilaza moze da
bude tzv. centralno diferencijana shema koja podrazumijeva da se vrijednost funkcije

¢ mijenja linearno izmedju zapremina P i E, pa se za uniformnu mrezu moze pisati:

Oi + P

¢, = 8.13
> 813)
pa se prvi konvektivni ¢lan moZze pisati kao:
O+ 9
(oug), Ay = F, =2 (8.14)

2

Slicna jednacina se moze napisati i za druge strane kontrolisane zapremine, pa se
sabiranjem svih ¢lanova i svodjenjem jednacine (8.6) na izraz za izra¢unavanje

vrijednosti funkcije ¢p:

apfp =D a0, +b, (8.15)
nb
gdje je:
FE
a,=D,— 5
FW
ClW = Dw +7
F
ag =D +—
2
F, . (8.16)
aN = Dn - 2
a,=Y a,—S,AAy+(F,—F, +F,—F)
nb
b=S.AxAy

Koeficijenti D i F u poslednjoj jednacini se ra¢unaju prema slede¢im izrazima:
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_r A
R C)
_r A
YY),
_r A
"),
Ax
Dszrv@ . (8.17)
F, =(pu),Ay
F, =(pu),Ay
F,=(pv),Ax
F, =(pv),Ax

Poslednji ¢lan u jednacini za ap (jednacina 8.16) predstavlja neto fluks u zapremini P,
pa ako je zadovoljena jednacina kontinuiteta ovaj ¢lan je jednak nuli. Razmotrimo za
pocetak dobijene jednacine ako je zadat vektor brzine V=(ui+vj) tako da je u>01i v>0.
Kada je Fe>2De. tada je ¢lan ag negativan. Isto vazi i za ostale ¢lanove koji mnoze
vrijednosti funkcija u ostalim susjednim ¢vorovima. Tako se moZze desiti da
vrijednost funkije u tacki P nije ograni¢ena vrijednostima u susjednim celijama.
Dakle s obzirom da nece biti zadovoljen Srarborough-ov kriterijum, ¢esto se deSava
da prilikom rjeSavanja sistema algebarskih jednacina imamo divergenciju rjeSenja, tj.
da ne funkionise Gaus-Siedel-ova shema.

Kada je Fe<2D. i kada je Fn<2Dn tada su i koeficijenti u jednacini (8.16)
pozitivni pa se dobija rjeSenje koje ima fizickog smisla. Drugim jezikom potrebno je
da bude Pee=Fe/Dc<2, kao i Pe,=F./Dn<2 za uniformne mreZe. Za zadatu brzinu ovaj
uslov se moze posti¢i ako se mreza dovoljno usitni da ¢lan (6x) bude dovoljno mali.
U nekim slucajevima da bi bio zadovoljen ovaj kriterijum potrebno je formirati

veoma finu mrezu, $to zahtijeva velike racunarske resurse.

Primjer 8.1.

Posmatrajmo sada isti fizicki model kao u poglavlju 6. Geometrija domena je

pravougaona Lx x Ly = 1 x 1, koeficijent difuzije i gustina su je I'=1, p=1. Zadati
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grani¢ni uslovi ®(0,y)=10.0, ®(x,0)=10.0, ®(Lx,y)=200.0, ®(x,Ly)=200.0. Neka su
definisane brzine u x i y pravcu U i V i neka je U=5, V=5 i neka su konstantne za sve
kontrolisane zapremine. Radi jednostavnosti posmatrajmo mrezu dimenzija
NxxNy=3x3, koja obezbjedjuje da je Ax=Ay=0.333. Koeficijenti za sve kontrolisane
zapremine dati su u tabeli P 8.1. Kao $to se vidi koeficijenti za zapadnu i juznu stranu
su znatno veci od koeficijenata za isto¢nu i sjevernu stranu. Takodje svi koeficijenti
su pozitivni tako da je zadovoljen uslov Fe<2De i Fn<2Dy. Sistem od 9 jednacina sa 9
nepoznatih moZe se rijesiti nekom od iterativnih metoda. U tabeli P 8.2. date su
vrijednosti tokom iterativhog rjeSavanja sistema jednacina Gaus-Siedel-ovom
iteracionom shemom. Iz rezultata se vidi da je vedi uticaj grani¢nih uslova gdje je

vrijednost funkcije =10 nego onih gdje je ®=200, uslijed konvekcijeu x i y pravcu.

Tabela P 8.1

ae aw as  an
0.167 3.667 3.667 0.167
0.167 3.667 1.833 0.167
0.167 3.667 1.833 0.333
0.167 1.833 3.667 0.167
0.167 1.833 1.833 0.167
0.167 1.833 1.833 0.333
0.333 1.833 3.667 0.167
0.333 1.833 1.833 0.167
0.333 1.833 1.833 0.333

O (00N O1 i WIN P

Tabela P 8.2

010.000000 10.000000 10.000000 10.000000 10.000000 10.000000 10.000000 10.000000 10.000000

110.000000 10.000000 20.555556 10.000000 10.000000 29.844444 20.555556 29.844444 56.022222

210.000000 10.301587 21.198942 10.301587 11.930159 32.817693 21.198942 32.817693 58.538048

310.013112 10.379238 21.305259 10.379238 12.249109 33.105444 21.305259 33.105444 58.781529

410.016489 10.392450 21.317289 10.392450 12.285199 33.136356 21.317289 33.136356 58.807686

510.017063 10.394005 21.318623 10.394005 12.289201 33.139750 21.318623 33.139750 58.810558

610.017131 10.394179 21.318770 10.394179 12.289643 33.140124 21.318770 33.140124 58.810874

710.017138 10.394198 21.318786 10.394198 12.289692 33.140165 21.318786 33.140165 58.810909

810.017139 10.394200 21.318788 10.394200 12.289697 33.140170 21.318788 33.140170 58.810913

910.017139 10.394200 21.318788 10.394200 12.289698 33.140170 21.318788 33.140170 58.810913

8.3 Upwind shema

Kao osnovnbi nedostatak sheme sa centralnom diferencom je to $to koeficijenti

u diskretizovanoj jednac¢ini mogu biti negativni. Alterntativnha shema koja bi mogla




Numericke metode u Energetici — Poglavlje 8 110

da prevazidje ovaj problem bice izlozena u nastavku. U stranoj literaturi ona se
oznacava kao “upwind” ili “shema uz struju”. Po toj shemi vrijednost funkcije na
granici kontrolisane zapremine biva doneSena strujom iz susjedne celije tako da na

primjer za stranu e vazi:

0, =0 F,20

¢e=¢E FeSO.

Slicna jednac¢ina moze biti napisana i za ostale stranice kontrolisane zapremine.

(8.18)

Koristeéi prethodnu jednac¢inu i jednadinu 8.12 mogu se izvesti koeficijenti

diskretizovane jednacine 8.15 kao:
a, =D, + Max|- FE,O]
ay =D, + Max[FW,O]
ag =D, + Max[Fs 0]
ay=D, + Max[— Fn,O]

: (8.19)
a, = Zanb ~S,AxAy+(F,—F +F, —F)
nb

b=S.AxAy
Operator Max[a,b] daje vec¢u vrijednost u apsolutnom smislu od dva broja a ili b. Kao
Sto se vidi upwind shema daje sve koeficijente pozitivne pa je u sluc¢aju nepostojanja
izvora (S=0) vrijednost funkcije ¢p ograni¢ena vrijednostima u susjednim
zapreminama. Ova metoda obezbjedjuje fizicki stabilne rezultate i idealna je za
iterativno rjeSavanje jer proces garantovano konvergira ka rjesenju. Medjutim, profil
funkcije ¢ sa ovom diskretizacionom shemom moZe biti diskontinualan ¢ak i kada je
koeficijent difuzije jednak nuli. Kasnije ¢emo razmotriti neke druge sheme viseg reda

koje nemaju ovu karakteristiku.

Primjer 8.2.

Posmatrajmo isti fizicki model kao u primjeru 8.1. Ista je i geometrija i isti su pocetni i
grani¢ni uslovi, dakle Lx x Ly = 1 x 1, koeficijent difuzije i gustina su I'=1, p=1,
®(0,y)=10.0, ®(x,0)=10.0, ®(Lx,y)=200.0, ®(x,Ly)=200.0. Brzine u x i y pravcu su U=5,
V=5 i konstantne su za sve kontrolisane zapremine. Posmatra se ista mreza kao i

ranije NxxNy=3x3, pa je Ax=Ay=0.333. Koeficijenti za sve kontrolisane zapremine dati



Numericke metode u Energetici — Poglavlje 8

111

su u tabeli P5.3. Kao sto se vidi svi koeficijenti su pozitivni i ne zavise od vrijednosti

brzina u i v. Takodje za razliku od centralne sheme vrijednosti koeficijenata za isto¢ni

i sjeverni ¢lan su veéi nego za slucaj centralne sheme. Kao i ranije sistem od 9

jednacina sa 9 nepoznatih moze se rijesiti nekom od iterativnih metoda. U tabeli P

8.4. date su vrijednosti tokom iterativnog rjeSavanja sistema jednacina Gaus-Siedel-

ovom iteracionom shemom. Iz rezultata se vidi da su vrijednosti funkcije ® veée u

zoni blizoj zapadnoj i juznoj granici u odnosu na prethodni slucaj jer su koeficijenti

za isto¢nu i sjevernu stranu veci u odnosu na prosli slucaj.

Tabela P 8.3

ae

aw

as an

1.000

3.667

3.667 1.000

1.000

3.667

2.667 1.000

1.000

3.667

2.667 2.000

1.000

2.667

3.667 1.000

1.000

2.667

2.667 1.000

1.000

2.667

2.667 2.000

2.000

2.667

3.667 1.000

2.000

2.667

2.667 1.000

O (00 ||\ Q1| WIN -

2.000

2.667

2.667 2.000

Tabela P 8.4

10.000000

10.000000

10.000000 10.000000

10.000000

10.000000 10.000000

10.000000 10.000000

10.000000

10.000000

50.714286 10.000000

10.000000

68.628571 50.714286

68.628571 124.930612

10.000000

14.885714

58.391837 14.885714

29.542857

91.130776 58.391837

91.130776 137.789015

11.046939

18.487184

61.831778 18.487184

38.299072

96.576554 61.831778

96.576554 140.900888

11.818682

20.197680

62.903968 20.197680

41.028282

98.166427 62.903968

98.166427 141.809387

12.185217

20.771140

63.238157 20.771140

41.878945

98.654599 63.238157

98.654599 142.088342

12.308101

20.952645

63.342320 20.952645

42.144087

98.806251 63.342320

98.806251 142.175001

12.346995

21.009407

63.374786 21.009407

42226728

98.853485 63.374786

98.853485 142.201991

P Ul [ W IN | = O

12.359159

21.027113

63.384906 21.027113

42.252487

98.868204 63.384906

98.868204 142.210403

9 12.362953

21.032632

63.388060 21.032632

42.260515

98.872792  63.388060

98.872792 142.213024

10 12.364135

21.034352

63.389043 21.034352

42.263018

98.874222 63.389043

98.874222 142.213841

11 12.364504

21.034889

63.389349 21.034889

42.263798

98.874668 63.389349

98.874668 142.214096

12 12.364619

21.035056

63.389445 21.035056

42.264041

98.874807 63.389445

98.874807 142.214175

13 12.364655

21.035108

63.389474 21.035108

42.264117

98.874850 63.389474

98.874850 142.214200

14 12.364666

21.035124

63.389484 21.035124

42.264140

98.874864 63.389484

98.874864 142.214208

15 12.364669

21.035129

63.389487 21.035129

42.264148

98.874868 63.389487

98.874868 142.214210

16 12.364671

21.035131

63.389487 21.035131

42.264150

98.874869 63.389487

98.874869 142.214211

17 12.364671

21.035131

63.389488 21.035131

42.264151

98.874870 63.389488

98.874870 142.214211

8.4 Preciznost Centralno diferencijalne sheme i upwind sheme

Razmotrimo sada za pocetak tacnost, tj. gresku koja se pravi naprijed

navedenim aproksimacijama za vrijednost

funkcije na granic¢noj

povrsini
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kontrolisane zapremine ¢e. Radi jednostavnosti posmatrajmo uniformnu mrezu kao

na slici 8.2. Koristeci razvoj funkcije u Tajlorov red u okolini tacke e moZe se pisati:

¢ =9, —(%](%J +l(£] (M +o(axy), (8.20)

dx 2\ 2 dx’
AxY d 1( Ax\( d? X
Pp = 9. +(7](d_f] +§(7] [EZ) +0((Avy), (8.21)

1z jednacine se vidi da je:
¢, = ¢, +0(Ax), (8.22)
Sto zna¢i da upwind metoda aproksimacije je shema prvog reda preciznosti.

Sabiranjem jednacina (8.20) i (8.21) dobija se:

Gt d (M) {M

=T . dsz +olav?) (8.23)

odakle se vidi da je centralna shema drugog reda preciznosti.

-— AX P

L ® w @ e ®
WW W P E

}*AX +’«Axﬂ

Slika 8.2. Jednodimenziona uniformna mreza za CV metodu

8.5 Lazna difuzija i disperzija

Sada je potrebno sagledati slucaj transportne jednacine kada nema difuzije
(I'=0) za slucajeve centralne i upwind sheme, u cilju odredjivanja preciznosti sheme.
Osnovna karakteristika upwind sheme je da je ona veoma “difuzivna” $to znaci da je
uticaj vrijednosti iz susjedne celije jako velik u pravcu uz struju. Neka je za pocetak
poznata brzina strujanja u i v, neka je strujanje stacionarno i neka je koeficijent

difuzije I'=0. Transportna jednacina postaje:
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d

g(ﬂ@)

9 (pvo)

— 0
+ o : (8.24)

Neka je u>0, v>0 i p=const. Ako se koristi upwind shema za diskretizaciju dobija se

diskretizovani oblik prethodne jednacine u obliku:

P W P S
=P + =05 _ 0
pou pv _ (8.25)

Ako se sada izvrsi razvijanje funkcije ¢ u Tajlorov red u okolini tacke P dobijaju se
sledeci izrazi za vrijednosti funkcija u susjednim tackama W,S:
2 32 3
N NCS TR
ox 2! ox 3! ox
09, (W)’ 9 (&)’ 9 8:20)
dy 20 oy* 3 oy

Ps =@p — Ay

Iz poslednje jednacine mogu se odrediti vrijednosti ¢lanova na lijevoj strani jednacine

(8.25) kao:
b=y _39_(A0 P9 (A V9

Ax  ox 20 ox® 3l o
=0y _0¢ (M) (&) 9, (527

Ay dy 2! oy’ 31 9y’

.....

Smjenom poslednje dvije jednacine u jednacinu 8.25 dobija se kona¢no:

2 2
pua_¢+pv%= pubc 079  puly 9 ¢+0(Ax2)+0(Ay2),

ox dy 2 ox’ 2 oy’ (8.28)

ili ako se radi jednostavnosti uzme da je mreza uniformna (Ax=Ay) dobija se kona¢no

izraz:

¢ ¢ :pqu(a2¢+a2¢j+ O(A) 629

4
- ox pvay 2 \ox* 9y’

Poslednja diferencijalna jednacina se zove modifikovana jednacina jer je dobijena
postupkom unazad, iz algebarske jednacine koristeci razvoj funkcije u Tajlorov red u
okolini tacke P. Lijeva strana jednacine je originalna polazna jednacina 8.24, dok se
na desnoj strani pojavljuje ¢lan koji nema veze za fizikom procesa a vidi se da ima isti

oblik kao klasi¢ni difuzioni ¢lan u generalnoj transportnoj jednacini. U ovom slucaju
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vjestacki koeficijent difuzije je puAx/2. Dakle rjeSsavanjem klasi¢ne jednacine bez
difuzije primjenom upwind sheme dobija se difuzivnost koja je opisana prvim
¢lanom na desnoj strani jednacine 8.29. Ovaj fenomen se zove u literaturi lazna,
vieStacka ili numeric¢ka difuzija. Ona je proporcionalna dimenziji mreze, pa se
usitnjavanjem mreZe ovaj efekat moZze izbjedi.

Slicna analiza se moze sprovesti i za tzv. centralno diferencijalnu shemu
polazeci takodje od jednacine 8.24. Diskretizovana jednacina prema ovoj shemi ima

oblik:

pu¢E_¢W +,0V¢N_¢S =0

2Ax 20y (8:30)

a ako se zna da su vcrijednosti funkcija ¢k i ¢n razvijeni takodje u okolini tacke P u

Tajlorov red:

99 (Ax)® a¢ (Ax)’ a¢

+ A —F— T+ ...
Pc =0 ax 20 ox®> 3 o’

, 8.31
b, =@, + Ay a¢ (Ay)® 9° ¢ (Ay)’ 9’ ¢ ..... (8.31)
ay 20 9y’ 31 oy’

dobija se da je:

b= 90 (A0’ '0
2Ax ax 31 ox’
Gy—0s _0p (&)’ 9 (8.32)
—_=—+ —t.....

2Ay  dy RIe

.....

Ako se uzme kao i ranije da je mreza uniformna i ako se poslednja jednacina smijeni

u jednacinu (8.30) dobija se:

9 9P pu(Ax)’(d’¢ 9’9
puax+pvay 2 [ax +ay

j +O(AX") | (8.33)

Kao $to se vidi centralno diferencijalna shema takodje proizvodi dodatni ¢lan na
desnoj strani ali sada reda viSeg za 1, dok se treci izvod moZe okarakterisati kao
disperzija, tj oscilatorno mijenjanje funkcije ¢ oko ta¢nog rjeSenja. Dakle “upwind”
shema vodi ka pojavi lazne difuzije dok centralna shema dovodi do pojave

disperzije.
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8.6 Shema prvog reda na bazi tacnog rjieSenja

U literaturi koja se bavi problemima diskretizacije transportnih jednacina
postoji veliki broj shema kojima se vrsi aproksimacija vrijednosti funkcije na
grani¢noj povrsini izmedu dvije susjedne zapremine. Jedan od pristupa je baziran na
ta¢nom rjeSenju transportne jednacine za 1-D problem, za stacionarni slucaj i kada je
poznato brzinsko polje. Ponasanje jednacina u multidimenzionalnom slucaju je slicno

i ima iste karakteristike kao i tzv. upwind shema.

8.6.1 Eksponencijalna shema

Jednodimenzionalna konvektivno - difuziona jednacina kada nema izvornog

¢lana kada je proces stacionaran ima oblik:

5 3 (99
2 (pug) -2 =0
ax( ax[ axj . (834)

Ako se zadaju granicni uslovi kao:

p=¢, x=0

pug)

0=¢, x=L’ (8.35)
jednacina 8.34 ima ta¢no rjeSenje:
64, ePe% 1
b-0, -1 (639
gdje je Pe Pecklet-ov broj definisan kao odnosu konvekcije i difuzije:
Pe = p%L : (8.37)

Osnovna intencija je da se koristi ta¢no rjeSenje 8.36 da bi se definisali vrijednost
funkcije na granici kao i gradijent funkcije na granici. Ako se sada razmotri jednacina
sli¢na jednacini 5.32 ali sa izvornim ¢lanom:

5 5 (30
2 (pup)-2| 12 =5
- (oug) ax( axj , (8.38)
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i izvrsi njena diskretizacija za celiju P kao sto je to prethodno uradjeno na osnovu

geometrije prikazane na slici 8.2, dobija se jednacina:

(J-A), +(J-A), =(Sc+S,0,)-AV, (8.39)
gdje su:
0¢
1,-A, =(pug),-T,| ==
ox ),

, (8.40)
T, A, =—(pug), + rw(?]
x w

ako se uzme da je Ac=i, Aw=-i. Sada je potrebno u jednacine 5.38 umjesto vrijednosti
funkcije na granicama kao i vrijednosti prvog izvoda unijeti na osnovu ta¢nog

rjeSenja 8.36. Tada se dobija:

P~
J, A = Fe(% +ﬁ , (8.41)
gdje je Pe. Peclet-ov broj na granici e definisan kao:
(pu), &, _ F,
Pe=FlSe= e (8.42)

Slicne jednacine se mogu napisati i za granicu w, pa se zamjenom jednacina 8.41 i
slicnom jednacinom za granicu w, i nakon sabiranja sli¢nih ¢lanova dobija algebarski

izraz za odredjivanje vrijednosti funkcije tacki P:

apPp = ayPp +ay @y +0, (8.43)
gdje je:
— Fe
4 e —1
B FWePew
=g . (8.44)
a,=a,+a, —S,AV+F, -F,
b=S.AV

Ova shema uvijek obezbjeduje pozitivne koeficijente i rjeSenja koja imaju fizickog
smilsla i koja su uvijek ogranicena vrijednos¢u u susjednim zapreminama kada je

S=0. Lako se dokazuje da je ova shema prvog reda preciznosti. S obzirom da
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sracunavanje eksponencijalne vrijednosti funkcije zahtijeva znacajno rac¢unarsko
vrijeme ova se shema ne koristi u ovom obliku ve¢ se aproksimira tzv. hibridnom i

power-law shemom, koje ¢e biti prikazane u nastavku.

Primjer 8.3.
. . - d 0 (09 . .
Neka je zadata transportna jednacina a—(pu¢)—a— Fa— =S i neka su zadati
X X X

grani¢ni uslovi ®(0)=10.0 i ®(L)=200.0. Neka je dimenzija domena L=1, koeficijent
difuzije i gustina su I'=1, p=1. Brzine u x pravcu je U=5 i konstantna je za sve
kontrolisane zapremine. Broj podjela domena je N=10, pa je Ax=0.1. Koeficijenti za
sve kontrolisane zapremine prema eksponencijalnoj shemi dati su u tabeli P 8.5. Svi
koeficijenti su pozitivni. Kao i ranije sistem od 9 jednacina sa 9 nepoznatih moZe se
rije$iti nekom od iterativnih metoda. U tabeli P 8.6. date su vrijednosti dobijene
tokom procesa iterativhog rjeSavanja sistema jednac¢ina Gaus-Siedel-ovom
iteracionom shemom.

Tabela P 8.5

ae aw
1 0.007707 0.022604
2 0.007707 0.012707
3 0.007707 0.012707
4 0.007707 0.012707
5 0.007707 0.012707
6 0.007707 0.012707
7 0.007707 0.012707
8 0.007707 0.012707
9 0.007707 0.012707
10 0.017604 0.012707

Tabela P 8.6

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

10.366078 11.439694 13.209787 16.128178 20.939791 28.872802 41.952126 63.516287 99.069578 157.687045
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8.6.2 Hibridna shema

Osnovni cilj tzv. hibridne sheme je da se aproksimira ponasanje koeficijenata
iz eksponencijalne sheme uzimajuéi u obzir vrijednosti koje se dobijaju u grani¢nim

slucajevima. Na primjer koeficijent ag dobijen na osnovu tac¢nog rjeSenja moze se

pisati kao:

ap,  Pe,

D, e Pe, _1 (8.45)
odakle se lako zaklju¢uje da vaze sledece zakonitosti:

ag

— —=02za Pe, - o

De

ag

— ——Pe, za Pe, — —oo

D, (8.46)

P
SN za Pe, =0
D 2

e

Hibridna shema je bazirana na definisanju tri grani¢ne tangente koje su prikazane na

slici 8.3, a prema kojoj vazi sledec¢a zakonitost:

920 za Pe,>2
D

e

P
L1 a —2>Pe, <2

D, 2 . (8.47)
ag

—=—Pe, za Pe, <-2
D

Jednac¢ina za kontrolisanu zapreminu P ima oblik kao i jednacina 8.43 dok se

koeficijenti srac¢unavaju prema sledecem algoritmu:
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F
ag =Max[— F,,D,——= ,O}
2

Ay = Max{FW,DW + i,O}
2 (8.48)

a,=a;tay, —S,AV+(F,—-F))
b=S.AV

Primjer 8.4.

Neka je zadata ista transportna jednacina ai(puq))—ai(rg—q)):s kao u prethodnom
X X X

slu¢aju i neka su i neka su zadati granicni uslovi i svi ostali podaci. Neka je dimenzija
domena L=1, koeficijent difuzije i gustina su I'=1, p=1. Brzine u x pravcu je U=20 i
konstantna je za sve kontrolisane zapremine. Brzina je uzeta tako da ¢e svi ¢lanovi ag
biti jednaki nuli dok é¢e samo postojati ¢lanovi aw koji su razli¢iti od nule. Dakle vidi
se da je hibridna shema ista kao i centralna shema ali da obuhvata i uslove kada je
Fe>2De. Broj podjela domena je kao i ranije N=10, pa je Ax=0.1. Koeficijenti za sve
kontrolisane zapremine prema hibridnoj shemi dati su u tabeli P 8.7. S obzirom da je
istocni koeficijent jednak nuli za sve kontrolisane zapremine vrijednost funkcije u
cijelom domenu je jednaka vrijednosti na lijevoj granici domena kao sto je prikazano
u tabeli P8.7.
Tabela P 8.7.

ae aw
1 0.000000 0.040000
2 0.000000 0.020000
3 0.000000 0.020000
4 0.000000 0.020000
5 0.000000 0.020000
6 0.000000 0.020000
7 0.000000 0.020000
8 0.000000 0.020000
9 0.000000 0.020000
10 0.000000 0.020000

Tabela P 8.8



Numericke metode u Energetici — Poglavlje 8 120

1 23 4 5 6 7 8 9 10

10.000000 10.000000 10.000000 10.000000 10.000000 10.000000 10.000000 10.000000 10.000000 10.000000

Slika 8.3. Varijacije izraza ag/ Dk za tacno rjeSenje i hibridnu shemu

8.6.3 "Power Law” shema

Power law shema je bazirana na fitovanju polinom petog stepena ta¢nog
rjeSenja koje je dato jednac¢inom 8.36. Ova shema koristi sledeci izraz za odredjivanje
koeficijenta ag/ Dg:

5

0.11F
e — Max 0, 1——‘ ¢
D D

e e

+MQX[O,_P€E]. (849)

Ovaj izraz ima sve one osobine koje imaju i izrazi za hibridnu shemu, i pogodan je za
komjutersko izrac¢unavanje jer daje slicne vrijednosti kao i eksponencijalna shema za

znatno manje kompjuterskog vremena.

Primjer 8.5.

Neka je zadata ista transportna jednacina kao u prethodnom primjeru i neka su isti
svi podaci kao u prethodnim primjerima (brzina U=5 je kao u primjerima prije

hibridne sheme). Koeficijenti za sve kontrolisane zapremine prema “power law”
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shemi dati su u tabeli P 8.9. Vrijednosti dobijene proracunom prikazane su u tabeli

P8.10.

Tabela P 8.9

ae aw

0.007738 0.022622
0.007738 0.012738
0.007738 0.012738
0.007738 0.012738
0.007738 0.012738
0.007738 0.012738
0.007738 0.012738
0.007738 0.012738
9 0.007738 0.012738
10 0.017622 0.012738

RO W IN-

Tabela P 8.10

1 23 4 5 6 7 8 9 10

10.371027 11.455746 13.241387 16.180869 21.019780 28.985488 42.098460 63.684744 99.219604 157.716299

U tabeli P 8.11 prikazane su uporedne vrijednosti dobijene svim shemama zajedno sa
ta¢nim rjeSenjem koje se dobija na osnovu izraza 8.36.

Tabela P5.11

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
upwind 10.804161 12.814563 15.830167 20.353573 27.138683 37.316349 52.582849 75482600 109.832228 161.356669
centr. 10.288961 11.252166 12.857507 15.533076 19.992359 27.424497 39.811396 60.456227 94.864281 152.211037
ekspon. 10.366078 11.439694 13.209787 16.128178 20.939791 28.872802 41.952126 63.516287 99.069578 157.687045
hibridna 10.288961 11.252166 12.857507 15.533076 19.992359 27.424497 39.811396 60.456227 94.864281 152.211037
power 10371027 11.455746 13.241387 16.180869 21.019780 28.985488 42.098460 63.684744 99.219604 157.716299
tacno 1j. 10.366079 11.439695 13.209789 16.128181 20.939795 28.872807 41.952131 63.516291 99.069581 157.687046




