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1 Naé¢i integralnu sumu S, funkcije f(z) = 1 4 z na segmentu {—1,4]
deleéi ga na n jednakih delova i uzimajuéi za istaknute tacke & (7 = 0,n—1)
sredine tih razmaka.

<« Otigledno je A 2; = 2. Prema uslovu je § = = EZitZel (j =0,n— 1).

Poétoje:rimml—i-“ Tip1 = —1 42 ”"”,f(ﬁz)m1+£1, o je
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2. Za datu funkeiju f naéi donju S, i gornju S, integrainu sumu na
datim odseccima, deleéi ih na n jednakih delova, ako je:

a) f(z)=2a%-2<2<38;b) flz) =z, 0 <2<

¢) flz)=2%0<z2 <10

4 a) Posto je funkcija f(z) = 23 neprekidna i rastuéa na segmentu
[~2,3], to ona postize redom najmanju i najveu vredenost na levom i
desnom kraju segmenta [:1:1-, 1:5,;.1} kada @ € [w;, 2441], pii proizvoljnoj podeli

= {ag = -2 < 21 < .. < &, = 3} segmenta [~2,3] Prema uslovu je
N Ty = fl, —2 4 = 51 (i = 0,n). Na taj nadin je
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Uzimajuéi u obzir da je
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Z’ﬁ T T Z 5 , Z? = 1 ,
i==] i=1 f==1
konaéno dobijamo

1176 125 = 1 175 125

i = } o — - n = ]_ y e - .

S =107 = o g S =10t

Natin resavanja primera b) i ¢) je isti kao kod primera a) zato navodimo

samo konacan rezultat:
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3. Naéi donju integralnu sumu za funkeiju f(z) = z* na segmentu {1, 2|,
deleti ga na delove ¢&ije duZine ¢ine geometrijski niz. Cemu je jednak limes
te sume kad n — oco?

daPouslovujez; =a9¢ { i=1,n), 3y =1, z, = 2, odakle je, z; = O
(i = 0,n). Zbog neprekidnosti i rastucosti funkeije f(z) = 2 na svakom od
segmenata podele [z, z;41], to ona postize n.;ljmanju viednost u tacki x;
(i =0,n— 1), sledi (racunjuéi da je A z; = 27 - (V2-1)),
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1. Koristeli integralne sume izratunati odredjene integrale:
1 2

2
a) /axdm, (>0, as#1); b) /3:2 dz c¢) /51:3 dz.
0 ~1 1

ReSenje: Posto su podintegralne funkcije neprekidne, ovi odredjeni

integrali postoje. Znaéi, kad ér — 0, 5limo o7 postoji bez obzira na
T——i

izbor podele T' 1 izbor tacaka {&;}.
a) Oznacimo sa T,, n € N, podele intervala [0,1] tatkama oblika

Tk = k=0,1,...,n1 izaberimo £ = = k=0,1,..,n—1. Na taj

nacin dobija se niz parcijalnih suma

1= a-1
. Z ot/ = 1/n )
niz n{al/™ — 1)

Ocigledno, kad n — o0 1 é1, — 0 te je

1
. ) a—1 a—1
/a"’ dz = lim or, = lim — = ;
NGO n—co g /n_l ln a
0 —
1/n

b) Sli¢no se dobija da je zan € N

=_’§( 3’“) m—§(1m~k+~9—k2)

=0 N =0
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odakle sledi

2
3(n—1
[ 2 dz =3 lim (1—--(-1—“-)-) =3,
n—00 2n®

=3
¢) U ovom zadatku interval integracije necemo podeliti na podinter-
vale jednakih duZina. Naime, biraéemo n tafaka intervala [1,2] koje
obrazuju geometijsku progresiju, odnosno zx = qzi-:, k=1,...,n.
Za g =1 1 z, = 2,12 2, = @z sledi ¢ = {'/§,ka,oiAzz:k=
9(k=D/n(3/2 —1). Na taj nacin dobija se niz parcijalnih suma

o, = Z :Ei_IACCk = 224(:’:—1)/7& ({1/5—- 1) .
k=1 k=1
Kako je Z gHE=1)/n Jhir prvih n clanova geometrijske progresije vazi
k=1

i 24 —1
o, = (\/i 1) ({‘/5)4-1

15
(v2)" + (22) + ¥2+1

| 2
Odavde sledi lim o, = %5—, pa je / idz = }f
n—ro0O 1

Primetimo da su nizovi integralnih suma koje smo koristili zapravo
nizovi donjih Darbuovih suma.



4. Pokazati da funkcija Dirihiea®

AMz) = 0, z iracionalan broj,
= 1, z racionalan broj,

nije —integrabilna ni na jednom intervalu.

ResSenje: Neka je [a, b] proizvoljan interval a T' njegova proizvoljna
podela. Ako u svakom intervalu [z;_,, z;] izaberemo da je &; iracionalan
broj dobija se

kr

o = Z Mép)Azr =0 paje lim op = 0.
k=1 6p—0

Ako izaberemo da sve tatke &; budu racionalni brojevi dobija se

Ty
o = Z Mér)Azr = b—a odakle je 5155510 or = b—a.
=]

PoSto grani¢na vrednost integralnih suma zavisi od izbora tacaka &
funkcija A nije integrabilna na [a, b].
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