
1 Êðèñòàëíà ðåøåòêà

1. Ìåòàëíè åëåìåíò ó îñíîâè ñòðóêòóðå èìà ïðîñòó êóáíó ðåøåòêó ñòðàíèöå a =
2,88 �A. Ãóñòèíà ìåòàëà jå % = 7,2×103 kg/m3. Êîëèêî èìà åëåìåíòàðíèõ £åëèjà
ó m = 100 g îâîã ìåòàëà?

2. Åëåìåíò ðåëàòèâíå àòîìñêå ìàñåM = 100 ó îñíîâè ñòðóêòóðå èìà bcc ðåøåòêó.
Êîíñòàíòà ðåøåòêå jå a = 4 �A. Èçðà÷óíàjòå ãóñòèíó îâîã åëåìåíòà, êàî è áðîj
åëåìåíòàðíèõ £åëèjà è áðîj àòîìà ó m = 10 g îâîã åëåìåíòà.

3. Åëåìåíò ñå êðèñòàëèøå ó fcc ñòðóêòóðó. Ìàñà m = 208 g îâîã åëåìåíòà ñàäðæè
N = 4,28×1024 àòîìà. Èçðà÷óíàjòå êîíñòàíòó »åãîâå ðåøåòêå àêî ìó jå ãóñòèíà
% = 7200 kg/m3.

4. Íàòðèjóì-õëîðèä èìà fcc ñòðóêòóðó. �åíà ãóñòèíà jå % = 2,18×103 kg/m3. Ðå-
ëàòèâíå àòîìñêå ìàñå íàòðèjóìà è õëîðà ñó 23 è 35,5 ðåñïåêòèâíî. Èçðà÷óíàjòå
ìå¢óàòîìñêî ðàñòîjà»å d.

5. Àëóìèíèjóì èìà fcc ñòðóêòóðó à æå§åçî bcc. Ãóñòèíà àëóìèíèjóìà jå 2, 70×
103 kg/m3 à æå§åçà 7, 87× 103 kg/m3. Êîíñòàíòà ðåøåòêå àëóìèíèjóìà jåäíàêà
jå 4,04 �A à æå§åçà 2,86 �A. Îäðåäèòå ðåëàòèâíå àòîìñêå ìàñå îâèõ åëåìåíàòà.

6. Ïîêàæèòå äà jå óãàî êîjè çàêëàïàjó áèëî êîjå äâèjå ëèíèjå êîjå ñïàjàjó ÷âîð
ðåøåòêå äèjàìàíòà ñà íàjáëèæà ÷åòèðè ñóñjåäà jåäíàê arccos(−1/3) = 109◦28′.

7. (à) Äîêàæèòå äà jå èäåàëíè îäíîñ çà õåêñàãîíàëíó ãóñòî ïàêîâàíó ñòðóêòóðó
c/a =

√
8/3 = 1,633.

(á) Íà òåìïåðàòóðè ïðèëèæíî jåäíàêîj 23 K íàòðèjóì ïðåëàçè èç çàïðåìèíñêè
öåíòðèðàíå êóáíå ôàçå ó õåêñàãîíàëíó ãóñòî ïàêîâàíó. Ïðåòïîñòàâ§àjó£è
äà ïðè òîì ïðåëàçó ãóñòèíà îñòàjå êîíñòàíòíà, íà¢èòå êîíñòàíòó ðåøåòêå
a çà õåêñàãîíàëíó ôàçó àêî jå ó êóáíîj ôàçè a = 4,23 �A. Ñìàòðàòè äà jå
îäíîñ c/a jåäíàê ñâîjîj èäåàëíîj âðèjåäíîñòè.

8. Íåêà ñó ai ïðèìèòèâíè âåêòîðè Áðàâåîâå ðåøåòêå à bi ïðèìèòèâíè âåêòîðè
ðåöèïðî÷íå ðåøåòêå, êîjè ñó äåôèíèñàíè ñ§åäå£èì ðåëàöèjàìà:

b1 = 2π
a2 × a3

a1 · (a2 × a3)
; b2 = 2π

a3 × a1

a2 · (a1 × a3)
;

b3 = 2π
a1 × a2

a1 · (a2 × a3)
.

(1)

(à) Ïîêàæèòå äà ïðèìèòèâíè âåêòîðè ðåöèïðî÷íå ðåøåòêå çàäîâî§àâàjó ñ§å-
äå£ó ðåëàöèjó:

b1 · (b2 × b3) =
(2π)3

a1 · (a2 × a3)
. (2)

(á) Ïîä ïðåòïîñòàâêîì äà ñó ïðèìèòèâíè âåêòîðè êîíñòðóèñàíè èç bi íà èñòè
íà÷èí êàî øòî ñó bi êîíñòðóèñàíè èç ai, ïîêàæèòå äà ñó òàêâè âåêòîðè
óïðàâî ai, òj. ïîêàæèòå äà jå:

2π
b2 × b3

b1 · (b2 × b3)
= a1, èòä.
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(â) Ïîêàæèòå äà jå çàïðåìèíà ïðèìèòèâíå £åëèjå Áðàâåîâå ðåøåòêå

V = |a1 · (a2 × a3)|,

è íà¢èòå çàïðåìèíó ïðèìèòèâíå £åëèjå ðåöèïðî÷íå ðåøåòêå.

9. Ïîêàæèòå:

(à) äà ïðîñòà êóáíà ðåøåòêà ñà êóáíîì åëåìåíòàðíîì £åëèjîì ñòðàíèöå a
èìà ðåöèïðî÷íó êóáíó ðåøåòêó ñà êóáíîì åëåìåíòàðíîì £åëèjîì ñòðàíèöå
2π/a;

(á) äà ñó Áðàâåîâå ðåøåòêå fcc è bcc óçàjàìíî ðåöèïðî÷íå, òj. äà ïîâðøèí-
ñêè öåíòðèðàíà ðåøåòêà ñà åëåìåíòàðíîì êóáíîì £åëèjîì ñòðàíèöå a èìà
êàî ñâîjó ðåöèïðî÷íó çàïðåìèíñêè öåíòðèðàíó ðåøåòêó ñà åëåìåíòàðíîì
êóáíîì £åëèjîì ñòðàíèöå 4π/a, è îáðíóòî.

10. Ïðèìèòèâíè âåêòîðè ïðîñòå õåêñàãîíàëíå ðåøåòêå ìîãó ñå èçàáðàòè íà ñ§åäå£è
íà÷èí:

a1 =

√
3

2
aex +

a

2
ey, a2 = −

√
3

2
aex +

a

2
ey, a3 = cez.

(à) Íà£è çàïðåìèíó ïðèìèòèâíå £åëèjå.

(á) Íà£è ïðèìèòèâíå âåêòîðå ðåöèïðî÷íå ðåøåòêå. Êîëèêå ñó êîíñòàíòå ðå-
öèïðî÷íå ðåøåòêå?

(â) Ïîêàæèòå äà jå ðåöèïðî÷íà ðåøåòêà çàðîòèðàíà ó îäíîñó íà äèðåêòíó.
Îêî êîjå îñå è çà êîjè óãàî?

(ã) Çà êîjó jå âðèjåäíîñò c/a îâàj îäíîñ èñòè è çà äèðåêòíó è çà ðåöèïðî÷íó
ðåøåòêó? Àêî îäíîñ c/a èìà èäåàëíó âðèjåäíîñò çà äèðåêòíó ðåøåòêó,
êîëèêó âðèjåäíîñò èìà çà ðåöèïðî÷íó?

(ä) Îïèñàòè è íàöðòàòè ïðâó Áðèëóåíîâó çîíó.

11. Öèíê èìà hcp ñòðóêòóðó. Êîíñòàíòå ðåøåòêå ñó c = 4,94 �A è a = 2,7 �A, à
»åãîâà ðåëàòèâíà àòîìñêà ìàñà jå M = 65, 38. Èçðà÷óíàjòå ãóñòèíó öèíêà.

12. Íàöðòàjòå ðàâíè è îñå ñèìåòðèjå êîöêå.

13. Ïîçíàòå ñó êîíñòàíòå ðåøåòêå a, b, c è óãëîâè α, β è γ êðèñòàëà ñà òðèêëèíè÷-
êîì ñèìåòðèjîì. Ïîêàæèòå äà jå çàïðåìèíà åëåìåíòàðíå £åëèjå jåäíàêà:

V = abc
√

1− cos2 α− cos2 β − cos2 γ + 2 cosα cos β cos γ. (3)

14. Êîðèñòå£è ñå ôîðìóëîì (3) íà£è èçðàç çà çàïðåìèíó åëåìåíòàðíå £åëèjå:

(à) ìîíîêëèíè÷êîã;

(á) õåêñàãîíàëíîã;

(â) ðîìáîåäàðñêîã (òðèãîíàëíîã) ñèñòåìà.

15. Èçðàçèòè óãëîâå èçìå¢ó ïðèìèòèâíèõ âåêòîðà èíâåðçíå ðåøåòêå ïðåêî óãëîâà
èçìå¢ó ïðèìèòèâíèõ âåêòîðà äèðåêòíå ðåøåòêå.
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16. Íà£è âåêòîðå èíâåðçíå ðåøåòêå çà ðîìáîåäàðñêè (òðèãîíàëíè) êðèñòàë CaCO3,
ako je a = 6,36 �A, α = 46◦6′. Óïóòñòâî: èñêîðèñòèòè âåêòîðñêå èäåíòèòåòå

(a× b) · (c× d) =

∣∣∣∣a · c b · c
a · d b · d

∣∣∣∣, (4)

[a · (b× c)]2 =

∣∣∣∣∣∣
a · a b · a c · a
a · b b · b c · b
a · c b · c c · c

∣∣∣∣∣∣. (5)

17. Ïîçíàòè ñó Ìèëåðîâè èíäåêñè (hkl) íåêå ôàìèëèjå ðàâíè ó êðèñòàëó ñ òðèêëè-
íè÷êîì ñèìåòðèjîì. Òàêî¢å ñó ïîçíàòå êîíñòàíòå ðåøåòêå a, b, c è óãëîâè α, β
è γ. Èçâåñòè èçðàç çà ðàñòîjà»å ìå¢ó ñóñjåäíèì ðàâíèìà òå ôàìèëèjå.

18. Ïîëàçå£è îä ôîðìóëå çà ðàñòîjà»å ìå¢ó ñóñjåäíèì ðàâíèìà òðèêëèíè÷êîã êðè-
ñòàëà èçâåñòè ôîðìóëó çà ðàñòîjà»å ìå¢ó ñóñjåäíèì ðàâíèìà:

(à) ðîìáè÷êîã,

(á) õåêñàãîíàëíîã,

(â) òåòðàãîíàëíîã è

(ã) êóáè÷íîã ñèñòåìà.

19. Îäðåäèòè óãàî èçìå¢ó ðàâíè (210) è (310) ó ðîìáè÷êîj ðåøåöè ÷èjå ñó êîíñòàíòå
a = 10,437 �A, b = 12,845 �A è c = 24,369 �A.

20. Èçðà÷óíàjòå ãóñòèíó àòîìà (÷âîðîâà) ó ðàâíèìà (100), (110) è (111) çà ñ§åäå£å
ñëó÷àjåâå:

(à) ïðîñòà êóáíà ðåøåòêà ñà êîíñòàíòîì 2,5 �A;

(á) æå§åçî (bcc) ñà êîíñòàíòîì ðåøåòêå 2,87 �A;

(â) àëóìèíèjóì (fcc) ñà êîíñòàíòîì ðåøåòêå 4,05 �A

21. Èçðà÷óíàjòå ãóñòèíó àòîìà ó ðàâíè (001) öèíêà (hcp ñòðóêòóðà), ÷èjå ñó êîí-
ñòàíòå ðåøåòêå a = 2,66 �A è c = 4,95 �A.

22. Èçðà÷óíàjòå ëèíåàðíó ãóñòèíó àòîìà (÷âîðîâà) äóæ ïðàâàöà (100), (110) è (111)
çà ñ§åäå£å ñëó÷àjåâå:

(à) æå§åçî (bcc) ñà êîíñòàíòîì ðåøåòêå 2,87 �A;

(á) áàêàð (fcc) ñà êîíñòàíòîì ðåøåòêå 3,61 �A.

23. (à) Ïîêàæèòå äà jå ãóñòèíà ÷âîðîâà (ïî jåäèíèöè ïîâðøèíå) ó àòîìñêîj ðàâíè
jåäíàêà d/v, ãäjå jå v çàïðåìèíà åëåìåíòàðíå £åëèjå, à d ðàñòîjà»å ìå¢ó
ñóñjåäíèì ðàâíèìà ó ôàìèëèjè êîjîj ïðèïàäà ïîñìàòðàíà ðàâàí.

(á) Ïîêàæèòå äà jå ó Áðàâåîâîj ïîâðøèíñêè öåíòðèðàíîj êóáíîj ðåøåòêè ãó-
ñòèíà òà÷àêà ìàêñèìàëíà ó ðàâíèìà {111}, à ó Áðàâåîâîj çàïðåìèíñêè
öåíòðèðàíîj êóáíîj ðåøåòêè ó ðàâíèìà {110}. Óïóòñòâî: Íàjëàêøå jå
òî ïîêàçàòè êîðèñòå£è ñå îäíîñîì ôàìèëèjå ðàâíè è âåêòîð�à èíâåðçíå ðå-
øåòêå.
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24. (à) Äîêàæèòå äà jå çà ïðîèçâî§íó äâîäèìåíçèîíàëíó Áðàâåîâó ðåøåòêó Âèãíåð�
Çàjöîâà £åëèjà èëè øåñòîóãàîíèê èëè ïðàâîóãàîíèê.

(á) Ïîñìàòðàjìî Âèãíåð�Çàjöîâó £åëèjó ïîâðøèíñêè öåíòðèðàíå êóáíå ðå-
øåòêå (Ñë. 4.16 ó Àøêðîôò�Ìåðìèíó). Ïîêàæèòå äà jå îäíîñ äèjàãîíàëà
ñâàêå ñòðàíå êîjà èìà îáëèê ïàðàëåëîãðàìà jåäíàê

√
2 : 1.

(â) Ïîñìàòðàjìî Âèãíåð�Çàjöîâó £åëèjó çàïðåìèíñêè öåíòðèðàíå êóáíå ðå-
øåòêå (Ñë. 4.15 ó Àøêðîôò�Ìåðìèíó). Ïîêàæèòå äà jå ñòðàíèöà ìíîãîó-
ãàîíèêà êîjè îìå¢ójå òó £åëèjó 4/

√
2 ïóòà ìà»à îä ñòðàíèöå óñëîâíå êóáíå

ðåøåòêå.

(ã) Ïîêàæèòå äà ñó øåñòîóãàîíå ñòðàíå çàïðåìèíñêè öåíòðèðàíå Âèãíåð�Çàjöîâå
£åëèjå ïðàâèëíè øåñòîóãàîíèöè. (Ïðèìèjåòèìî äà îñà êîjà jå íîðìàëíà íà
øåñòîóãàîíèê è ïðîëàçè êðîç »åãîâ öåíòàð jåñòå îñà ñèìåòðèjå òðå£åã ðåäà
ïà ñòîãà íèjå äîâî§íà ñàìî òà ñèìåòðèjà.)

25. Ïîâðøèíñêè öåíòðèðàíà êóáíà ðåøåòêà jå íàjãóø£à, à ïðîñòà êóáíà èìà íàj-
ìà»ó ãóñòèíó îä òðèjó Áðàâåîâèõ êóáíèõ ðåøåòàêà. Ñòðóêòóðà òèïà äèjàìàíòà
èìà ìà»ó ãóñòèíó îä áèëî êîjå îä ïðåòõîäíèõ òðèjó. Òî ñå âèäè è èç êîîðäè-
íàöèîíèõ áðîjåâà ðåøåòàêà: 12 çà ïîâðøèíñêè öåíòðèðàíó êóáíó ðåøåòêó, 8 çà
çàïðåìèíñêè öåíòðèðàíó, 6 çà ïðîñòó êóáíó ðåøåòêó è 4 çà äèjàìàíò. Äðóãà êà-
ðàêòåðèñòèêà jå îâàêâà: ïðåòïîñòàâèìî äà ñìî ó ïðîñòîð ñìjåñòèëè èäåíòè÷íå
êðóòå ñôåðå òàêî äà öåíòðè ñôåðà ëåæå ó ÷âîðîâèìà ñâàêå îä îâèõ ÷åòèðèjó
ñòðóêòóðà è ïðèòîì ñå ñôåðå ñà öåíòðèìà ó ñóñjåäíèì ÷âîðîâèìà äîäèðójó áåç
ïðåñèjåöà»à. (Òàêàâ ðàñïîðåä ñôåðà çîâå ñå ãóñòî ïàêîâà»å.) Ñìàòðàjó£è äà
jå ãóñòèíà ñôåðà jåäíàêà 1, ïîêàæèòå äà jå ãóñòèíà ñèñòåìà ãóñòî ïàêîâàíèõ
ñôåðà çà ñâàêó îä ÷åòèðè ñïîìåíóòå ñòðóêòóðå jåäíàêà:

√
2 π/6 = 0,74 fcc
√

3 π/8 = 0,68 bcc

π/6 = 0,52 sc
√

3 π/16 = 0,34 äèjàìàíò

26. Íåêà jå Nn áðîj n-òèõ íàjáëèæèõ ñóñjåäà äàòîì ÷âîðó Áðàâåîâå ðåøåòêå. (Íïð.,
ó ïðîñòîj êóáíîj ðåøåòêè jå N1 = 6, N2 = 12 èòä.). Íåêà jå rn ðàñòîjà»å äî n-òîã
íàjáëèæåã ñóñjåäà èçðàæåíî êàî êîëè÷íèê ñà ðàñòîjà»åì äî ïðâîã íàjáëèæåã
ñóñjåäà (íïð., ó ïðîñòîj êóáíîj ðåøåòêè r1 = 1, r2 =

√
2 = 1,414). Ñàñòàâèòå

òàáëèöó âðèjåäíîñòè Nn è rn çà n = 1, . . . , 6 çà bcc è fcc Áðàâåîâå ðåøåòêå.
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2 X-çðàöè

1. Êîëèêà áè òðåáàëà áèòè åíåðãèjà ïðîòîíà äà áè çà »èõ êðèñòàëíà ðåøåòêà ÷èjà
jå êîíñòàíòà ðåøåòêå a = 1 �A ìîãëà èãðàòè óëîãó äèôðàêöèîíå ðåøåòêå?

2. Òàëàñíà äóæèíà êàðàêòåðèñòè÷íîã ðåíäãåíñêîã çðà÷å»à äîáèjåíîã èç áàêàðíå
àíîäå èçíîñè λ = 1,537 �A. Êàä çðàöè ïàäàjó íà êðèñòàë àëóìèíèjóìà, äèôðàê-
öèjà îä ðàâíè (111) jàâ§à ñå ïîä óãëîì ϑ = 19,2◦. Àëóìèíèjóì èìà fcc ñòðóê-
òóðó è ãóñòèíó %=2699 kg/m3, àòîìñêè áðîj jå 26,98. Íà îñíîâó äàòèõ âåëè÷èíà
îäðåäèòè Àâîãàäðîâ áðîj.

3. Êîëèêè ñå ìàêñèìàëàí áðîj ëèíèjà ìîæå ïîjàâèòè íà ðåíäãåíîãðàìó ïðîñòå
êóáíå ðåøåòêå ÷èjà jå êîíñòàíòà a = 2,86 �A àêî jå èñïèòèâà»å âðøåíî êîáàëòíèì
çðà÷å»åì òàëàñíå äóæèíå λ = 1,789 �A?

4. Øòî jå âå£è Áðàãîâ óãàî òî jå âå£à òà÷íîñò ó îäðå¢èâà»ó êîíñòàíòå ðåøåòêå.
Äîêàæèòå òî.

5. Êàëèjóì-õëîðèä êðèñòàëèøå ñå ó îáëèêó ïðîñòå êóáíå ñòðóêòóðå. Îäðåäèòå
ìå¢óàòîìñêî ðàñòîjà»å d è Áðàãîâ óãàî ϑ ïîä êîjèì ñå çàX-çðàê òàëàñíå äóæèíå
λ = 1,787 �A ïîjàâ§ójå ìàêñèìóì òðå£åã ðåäà. Ãóñòèíà êàëèjóì-õëîðèäà jå
% = 1990 kg/m3 à ðåëàòèâíà ìîëåêóëñêà ìàñà M = 74,6.

6. Òåòðàãîíàëíà ðåøåòêà èìà îñíîâíå âåêòîðå a = aex, b = aey è c = cez. Òàëàñíè
âåêòîð óïàäíîã ñíîïà X-çðàêà ëåæè ó xy-ðàâíè è çàêëàïà óãàî α ñà x-îñîì.
Ïîçíàòà jå òàëàñíà äóæèíà λ óïàäíîã çðà÷å»à.

(à) Ïîêàçàòè äà ñå ïèêîâè åëàñòè÷íî ðàñèjàíîã çðà÷å»à îä ðàâíè (hkl) ïîjà-
â§ójó àêî jå

h cosα + k sinα = −λa
2

[
h2 + k2

a2
+
l2

c2

]
.

(á) Ïîêàçàòè äà ñå ïðè ðàñèjà»ó îä ðàâíè (00l) ïèêîâè íå ïîjàâ§ójó.

(â) Óçåâøè λ = 1,54 �A, a = 4,73 �A è c = 5,71 �A íà£è óãàî α êîjè óïàäíè ñíîï
ìîðà çàêëàïàòè ñà x-îñîì äà áè ñå ïîjàâèëè ïèêîâè îä ñ§åäå£èõ ðàâíè:
(100), (101) è (111).

(ã) Íà£è óãàî ðàñèjà»à çà ñâàêè îä ïèêîâà äàòèõ ïîä 6â).

7. Äàò jå ëàíàö àòîìà ABABA· · ·A, êîä êîjåãà äóæèíà âåçå A�B èçíîñè a/2. Ôîðì-
ôàêòîðè çà àòîìå A è B ñó fA è fB, ðåñïåêòèâíî. Ñíîï X-çðàêà êîjè ïàäà
óïðàâíî íà ëàíàö ðàñèjàâà ñå ïîä óãëîì α.

(à) Íà£è óñëîâ èíòåðôåðåíöèjå ðàñèjàíîã çðà÷å»à ó îâîì ñëó÷àjó.

(á) Íà£è èíòåíçèòåò äèôðàãîâàíîã ñíîïà X-çðàêà.

8. Ïîêàæèòå äà jå ãåîìåòðèjñêè ñòðóêòóðíè ôàêòîð çà ïîâðøèíñêè öåíòðèðàíó
êóáíó ðåøåòêó jåäíàê íóëè çà ðåôëåêñèjå îä ðàâíè (100) è (110) è ðàçëè÷èò îä
íóëå çà ðåôëåêñèjå îä ðàâíè (111).
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9. Ó åêñïåðèìåíòó ñà äèôðàêöèjîì X-çðàêà íà êðèñòàëó ñà fcc ðåøåòêîì îïàæåí
jå ïèê ïîä óãëîì 2ϑ = 84◦. Êîðèø£åíà jå Kα ëèíèjà áàêðà, ÷èjà jå òàëàñíà
äóæèíà λ = 1,54 �A. Îäðåäèòå Ìèëåðîâå èíäåêñå ôàìèëèjà ðàâí�è îä êîjèõ jå
ìîãó£à ðåôëåêñèjà è îäãîâàðàjó£à íàjêðà£à ðàñòîjà»à èçìå¢ó ðàâàí�è óíóòàð
òèõ ôàìèëèjà.

10. Êðèñòàëíè ïðàõ ñà fcc ðåøåòêîì êîíñòàíòå a = 3,52 �A îáàñjàí jå X-çðàöèìà
òàëàñíå äóæèíå λ = 1,79 �A. Îäðåäèòå íàjìà»ó è íàjâå£ó ìîãó£ó âðèjåäíîñò
Áðàãîâîã óãëà.

11. Ó åêñïåðèìåíòó ñà äèôðàêöèjîì X-çðàêà íà óçîðêó ñà fcc ðåøåòêîì îïàæåí jå
ñàìî jåäàí ïèê ïîä óãëîì 2ϑ = 121◦. Êîðèø£åíè ñó X-çðàöè òàëàñíå äóæèíå
λ = 1,54 �A. Îäðåäèòå Ìèëåðîâå èíäåêñå ôàìèëèjå ðàâàí�è è ìå¢óðàâàíñêî
ðàñòîjà»å. Ïîêàæèòå äà jå íåìîãó£ ïèê äèôðàêöèjå ñ§åäå£åã (âèøåã) ðåäà.

12. Áðàãîâ óãàî ϑ = 14,35◦ îäãîâàðà ðåôëåêñèjè çà êîjó jå h2 +k2 + l2 = 8. Îäðåäèòå
êîíñòàíòó ðåøåòêå àêî jå ó åêñïåðèìåíòó êîðèø£åíîX-çðà÷å»å òàëàñíå äóæèíå
λ = 0,71 �A. Àêî ïîñòîjå jîø äâèjå ðåôëåêñèjå êîjèìà îäãîâàðàjó ìà»è Áðàãîâè
óãëîâè îä èçìjåðåíîã, îäðåäèòå êðèñòàëíó ñòðóêòóðó.

13. Äèôðàêòîìåòàð åëåìåíòà ñà êóáíîì ðåøåòêîì äàjå ïèêîâå ïîä óãëîâèìà 2ϑ jåä-
íàêèì 44,46◦, 51,64◦, 75,78◦ è 93,22◦. Àêî jå êîðèø£åíî çðà÷å»å òàëàñíå äóæèíå
λ = 1,543 �A, îäðåäèòå êðèñòàëíó ñòðóêòóðó, êîíñòàíòó ðåøåòêå è èäåíòèôè-
êójòå êîjè jå òî åëåìåíò.

14. Äèôðàêòîìåòàð åëåìåíòà ñà êóáíîì ðåøåòêîì äàjå ïèêîâå ïîä óãëîâèìà 2ϑ jåä-
íàêèì 38,60◦, 55,71◦, 69,70◦, 82,55◦, 95,00◦ è 107,67◦. Àêî jå êîðèø£åíî çðà÷å»å
òàëàñíå äóæèíå λ = 1,543 �A, îäðåäèòå êðèñòàëíó ñòðóêòóðó, êîíñòàíòó ðåøåòêå
è èäåíòèôèêójòå êîjè jå òî åëåìåíò.

15. Ñà Ëàóåîâîã ðåíäãåíîãðàìà fcc êðèñòàëà îäðå¢åíà jå êîíñòàíòà ðåøåòêå a =
4,50 �A. Íàïîí ó ðåíäãåíñêîj öèjåâè jå U = 50 kV. Ðàñòîjà»å îä êðèñòàëà
äî ôèëìà jå D = 5 cm. Êîëèêî jå ìàêñèìàëíî ðàñòîjà»å îä öåíòðà ñëèêå
íà ôèëìó äî ìjåñòà íà êîjåì ñå îïàæà ðåôëåêñèjà îä ðàâí�è ñà ìàêñèìàëíèì
ìå¢óðàâàíñêèì ðàñòîjà»åì.

16. Óçîðöè òðèjó ðàçëè÷èòèõ êóáíèõ êðèñòàëà ñàì§åâåíè ñó ó ïðàõ è àíàëèçèðàjó
ñå ïîìî£ó Äåáàj�Øåðåðîâå êîìîðå (âèäè ñêèöó). Ïîçíàòî jå äà jå jåäàí îä óçî-
ðàêà ïîâðøèíñêè öåíòðèðàíè êóáíè, äðóãè çàïðåìèíñêè öåíòðèðàíè êóáíè è äà
òðå£è èìà ñòðóêòóðó òèïà äèjàìàíòà. Îäãîâàðàjó£å ïîëîæàjå ïðâèõ ÷åòèðèjó
äèôðàêöèîíèõ ïðñòåíîâà îïèñójó ïîäàöè äàòè ó ñ§åäå£îj òàáåëè:

À Á Â
42,2◦ 28,8◦ 42,8◦

49,2◦ 41,0◦ 73,2◦

72,0◦ 50,8◦ 89,0◦

87,3◦ 59,6◦ 115,0◦

(à) Îäðåäèòå êðèñòàëíó ñòðóêòóðó îáðàçàöà À, Á, è Â.
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(á) Àêî jå òàëàñíà äóæèíà óïàäíîã ðåíäãåíñêîã çðàêà λ = 1,5 �A, êîëèêà jå
ñòðàíèöà óñëîâíå êóáíå ðåøåòêå çà ñâàêè îä óçîðàêà?

(â) Ïîä êîjèì óãëîâèìà £å ñå îïàæàòè ïðâà ÷åòèðè ïðñòåíà àêî ñòðóêòóðó
òèïà äèjàìàíòà çàìèjåíèìî ñòðóêòóðîì òèïà ñôàëåðèòà ñà èñòîì ñòðàíè-
öîì êóáíå £åëèjå?

17. Ñíîï íåóòðîíà åíåðãèjå E = 0,04 kV äèôðàãójå íà êàëèjóì-õëîðèäó íà ðàâíèìà
d100 = 3,14 �A. Îäðåäèòå Áðàãîâ óãàî ϑ íà êîjåì ñå îïàæà ìàêñèìóì ïðâîã ðåäà.
Äàòà jå ìàñà ìèðîâà»à íåóòðîíà m = 1,67× 10−27 kg.

18. ×åñòî jå âðëî ïîäåñíî ïîâðøèíñêè öåíòðèðàíó êóáíó ðåøåòêó ïðåäñòàâèòè êàî
ïðîñòó êóáíó ðåøåòêó ñòðàíèöå a ñà áàçèñîì êîjè ñå ñàñòîjè îä ÷åòèðè ÷âîðà.

(à) Ïîêàæèòå äà jå ñòðóêòóðíè ôàêòîð çà ñâå ÷âîðîâå èíâåðçíå ïðîñòå êóáíå
ðåøåòêå jåäíàê òàäà èëè 4 èëè 0.

(á) Àêî óäà§èìî ñâå òà÷êå ñà íóëòîì âðèjåäíîø£ó ñòðóêòóðíîã ôàêòîðà, ïî-
êàæèòå äà òàäà ïðåîñòàëå òà÷êå èíâåðçíå ðåøåòêå îáðàçójó çàïðåìèíñêè
öåíòðèðàíó êóáíó ðåøåòêó ñà óñëîâíîì £åëèjîì ñòðàíèöå 4π/a. Çàøòî ñå
ìîãàî î÷åêèâàòè òàêàâ ðåçóëòàò?

19. (à) Êàäà âåêòîð K ïðèïàäà èíâåðçíîj ïðîñòîj õåêñàãîíàëíîj ðåøåòêè, ïîêà-
æèòå äà òàäà ñòðóêòóðíè ôàêòîð ìîíîàòîìñêå õåêñàãîíàëíå ãóñòî ïàêî-
âàíå ñòðóêòóðå ìîæå èìàòè jåäíó îä 6 ìîãó£èõ âðèjåäíîñòè: 1+exp(inπ/3),
n = 1, . . . , 6.

(á) Ïîêàæèòå äà ó ðàâíè íîðìàëíîj íà c-îñó è êîjà ñàäðæè òà÷êó K = 0 ñâå
òà÷êå èíâåðçíå ðåøåòêå èìàjó íåíóëòè ñòðóêòóðíè ôàêòîð.

(â) Äîêàæèòå äà òà÷êå ñà íóëòèì ñòðóêòóðíèì ôàêòîðîì ëåæå ó ñâàêîj äðóãîj
ðàâíè èíâåðçíå ðåøåòêå êîjå ñó íîðìàëíå íà c-îñó.

(ã) Ïîêàæèòå äà ó áèëî êîjîj îä òèõ ðàâíè òà÷êà ÷èjè jå ïîëîæàj ó îäíîñó
íà òà÷êó K = 0 îäðå¢åí âåêòîðîì ïàðàëåëíèì c-îñè ìîðà äà èìà íóëòè
ñòðóêòóðíè ôàêòîð.

(ä) Ïîêàæèòå äà ïîñëèjå îäñòðà»èâà»à èç òàêâå ðàâíè ñâèõ òà÷àêà ñà íóë-
òèì ñòðóêòóðíèì ôàêòîðîì ïðåîñòàëà òðîóãëà ìðåæà ñå òðàíñôîðìèøå ó
ðåøåòêó òèïà ½ï÷åëè»åã ñà£à�.

20. Ïîñìàòðàjìî ðåøåòêó ñà áàçèñîì êîjè ñå ñàñòîjè îä n jîíà. Àêî i-òè jîí áàçèñà
ïðåìjåñòèìî ó òà÷êó r = 0, ïðåòïîñòàâèìî äà ìîæåìî ñìàòðàòè äà ñå òàj jîí ñà-
ñòîjè îä mi òà÷êàñòèõ ÷åñòèöà ñ íàåëåêòðèñà»åì −zije êîjå ñå íàëàçå ó òà÷êàìà
ñ âåêòîðîì ïîëîæàjà bij, j = 1, . . . ,mi.

(à) Ïîêàæèòå äà òàäà àòîìñêè ôîðì-ôàêòîð fi èìà îáëèê

fi =

mi∑
j=1

zij exp
(
iK · bij

)
.
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(á) Óçåâøè ó îáçèð ïðåòõîäíè èçðàç çà àòîìñêå ôîðì-ôàêòîðå, ïîêàæèòå äà
ñå òàäà óêóïíè ñòðóêòóðíè ôàêòîð, ïî äåôèíèöèjè

SK =
n∑
j=1

fj(K) exp
(
iK · dj

)
,

ïîêëàïà ñà îíèì êîjè áèñìî äîáèëè àêî áèñìî êîðèñòèëè åêâèâàëåíòàí
îïèñ òå ðåøåòêå èçàáðàâøè áàçèñ îä m1 + · · ·+mn òà÷êàñòèõ jîíà.

21. (à) Ñòðóêòóðà íàòðèjóì-õëîðèäà ìîæå ñå ïîñìàòðàòè êàî Áðàâåîâà ïîâðøèí-
ñêè öåíòðèðàíà êóáíà ðåøåòêà ñà ñòðàíèöîì êîöêå a è ñà áàçèñîì êîjè ñå
ñàñòîjè îä ïîçèòèâíî íàåëåêòðèñàíîã jîíà ó ïî÷åòíîj òà÷êè è íåãàòèâíî
íàåëåêòðèñàíîã jîíà ó òà÷êè 1

2
aex. Èíâåðçíà ðåøåòêà jå çàïðåìèíñêè öåí-

òðèðàíà êóáíà ðåøåòêà, ïðè ÷åìó ïðîèçâî§íè âåêòîð èíâåðçíå ðåøåòêå
èìà îáëèê

K =
4π

a

(
ν1ex + ν2ey + ν3ez

)
,

ãäjå ñó ñâè êîåôèöèjåíòè νi èëè öèjåëè áðîjåâè èëè çáèð öèjåëîã áðîjà è 1/2.
Àêî ñó àòîìñêè ôîðì-ôàêòîðè òèõ jîíà f+ è f−, ïîêàæèòå äà jå ñòðóêòóðíè
ôàêòîð SK = f+ +f− àêî ñó νi öèjåëè áðîjåâè è SK = f+−f− àêî ñó νi çáèð
öèjåëîã áðîjà è 1/2. (Çàøòî jå SK = 0 ïðè f+ = f− ó ïîñ§åä»åì ñëó÷àjó).

(á) Ñòðóêòóðà òèïà ñôàëåðèòà òàêî¢å ñå ìîæå îïèñàòè êàî Áðàâåîâà çàïðå-
ìèíñêè öåíòðèðàíà êóáíà ðåøåòêà ñ êîöêîì ñòðàíèöå a è ñà áàçèñîì êîjè
ñå ñàñòîjè îä ïîçèòèâíî íàåëåêòðèñàíîã jîíà ó ïî÷åòíîj òà÷êè è íåãàòèâíî
íàåëåêòðèñàíîã jîíà ó òà÷êè 1

4
a
(
ex + ey + ez

)
. Ïîêàæèòå äà jå çà ñòðóê-

òóðíè ôàêòîð SK òà÷íà ñ§åäå£à ðåëàöèjà: SK = f+ ± if− àêî ñó νi çáèð
öèjåëîã áðîjà è 1/2; SK = f+ + f− àêî ñó νi öèjåëè áðîjåâè è »èõîâà ñóìà∑

i νi ïàðàí áðîj; SK = f+ − f− àêî ñó νi öèjåëè áðîjåâè è »èõîâà ñóìà∑
i νi íåïàðàí áðîj.

(â) Óçìèìî äà íàì jå ïîçíàòî äà êóáíè êðèñòàë îáðàçójó jîíè ñà ïîïó»åíèì
§óñêàìà (êîjå ñó ñòîãà ñôåðíî-ñèìåòðè÷íå), ïà ïðåìà òîìå, àòîìñêè ôîðì-
ôàêòîðè f±(K) çàâèñå ñàìî îä àáñîëóòíå âðèjåäíîñòè âåêòîðà K. Ïîëî-
æàjó Áðàãîâèõ ìàêñèìóìà óêàçójó íà òî äà Áðàâåîâà ðåøåòêà jåñòå ïî-
âðøèíñêè öåíòðèðàíà êóáíà ðåøåòêà. Ðàçìîòðèòå êàêî áè ñå íà îñíîâó
ñòðóêòóðíèõ ôàêòîðà ïîâåçàíèõ ñà Áðàãîâèì ìàêñèìóìèìà ìîãëî îäðå-
äèòè êîjà jå ñòðóêòóðà âjåðîâàòíèjà � ñòðóêòóðà íàòðèjóì-õëîðèäà èëè
ñòðóêòóðà òèïà ñôàëåðèòà.
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3 Êëàñèôèêàöèjà Áðàâåîâèõ ðåøåòêè

1. (à) Ïîêàæèòå äà áèëî êîjà Áðàâåîâà ðåøåòêà èìà ñèìåòðèjó èíâåðçèjå ó îä-
íîñó íà ïðîèçâî§íó òà÷êó ðåøåòêå. (Óïóòñòâî: Ïðåäñòàâèòå òðàíñëàöèjå
ðåøåòêå ó îáëèêó ëèíåàðíèõ êîìáèíàöèjà îñíîâíèõ âåêòîðà ñà öjåëîáðîj-
íèì êîåôèöèjåíòèìà.)

(á) Ïîêàæèòå äà jå ñòðóêòóðà òèïà äèjàìàíòà èíâàðèjàíòíà ó îäíîñó íà èí-
âåðçèjó ñ öåíòðîì ó òà÷êè êîjà jå ñðåäèíà âåçå èçìå¢ó íàjáëèæèõ ñóñjåäà.

(â) Ïîêàæèòå äà jå ñòðóêòóðà òèïà äèjàìàíòà íåèíâàðèjàíòíà ó îäíîñó íà
èíâåðçèjó ñ öåíòðîì ó ïðîèçâî§íèì äðóãèì òà÷êàìà.

2. (à) Àêî òðè îñíîâíà âåêòîðà Áðàâåîâå òðèãîíàëíå ðåøåòêå jåäàí ñà äðóãèì
îáðàçójó óãàî îä 90◦, òàäà ðåøåòêà èìà âèøó ñèìåòðèjó è ðåøåòêà jå ïðîñòà
êóáíà. Àêî ñó òè óãëîâè jåäíàêè 60◦ èëè arccos(−1/3), äîêàæèòå äà òàäà
îïåò ðåøåòêà èìà âèøó ñèìåòðèjó îä òðèãîíàëíå è äà jå ðåøåòêà èëè bcc

èëè fcc òèïà.

(á) Ïîêàæèòå äà ñå ïðîñòà êóáíà ðåøåòêà ìîæå ïðåäñòàâèòè êàî òðèãîíàëíà
ðåøåòêà ñ îñíîâíèì âåêòîðèìà ai êîjè jåäàí ñà äðóãèì çàêëàïàjó óãàî îä
60◦ è ñà äâîòà÷êàñòèì áàçèñîì ±

(
a1 +a2 +a3

)
/4. (Óïîðåäèòå òå áðîjåâå ñà

ïîäàöèìà çà êðèñòàëíå ñòðóêòóðå èç Òàáåëå 7.5 ó Àøêðîôòó�Ìåðìèíó.

(â) Êîjà £å ñå äîáèòè ñòðóêòóðà ñòðóêòóðà àêî ñå ó òîj èñòîj òðèãîíàëíîj
ðåøåòêè êàî áàçèñ óçìó òà÷êå ±

(
a1 + a2 + a3

)
/8?

3. Àêî ñó äâà êðèñòàëîãðàôñêà ñèñòåìà ïîâåçàíà ñòðåëèöàìà ó õèjåðàðõèjè ñè-
ìåòðèjå òàäà ñå Áðàâåî ðåøåòêå èç ñèìåòðè÷íèjåã ñèñòåìà ìîæå äîáèòè ìîæå
ó÷èíè ìà»å ñèìåòðè÷íîì ïîìî£ó áåñêîíà÷íî ìàëîã èçîáëè÷å»à. Èçóçåòàê ÷èíè
ñàìî ïàð õåêñàãîíàëíè�òðèãîíàëíè ñèñòåì. Îäãîâàðàjó£è íà÷èíè èçîáëè÷å»à
çà ñâå ñëó÷àjåâå äåòà§íî ñó îïèñàíè ó ãëàâè 7. ê»èãå Àøêðîôò�Ìåðìèí, óç
èçóçåòàê ïàðîâà õåêñàãîíàëíè�ðîìáè÷êè è òðèãîíàëíè�ìîíîêëèíè÷íè ñèñòåì.

(à) Îïèøèòå áåñêîíà÷íî ìàëî èçîáëè÷å»å êîjå ïðåâîäè ïðîñòó õåêñàãîíàëíó
ðåøåòêó ó jåäíó îä Áðàâåîâèõ ðåøåòêè èç ðîìáè÷êîã ñèñòåìà.

(á) Êîjè ñå òèï Áðàâåîâå ðîìáè÷êå ðåøåòêå ìîæå äîáèòè íà òàj íà÷èí?

(â) Îïèøèòå áåñêîíà÷íî ìàëî èçîáëè÷å»å êîjå ïðåâîäè ðèãîíàëíó ðåøåòêó ó
jåäíó îä Áðàâåîâèõ ðåøåòêè èç ìîíîêëèíè÷íîã ñèñòåìà.

(ã) Êîjè ñå òèï Áðàâåîâå ìîíîêëèíè÷íå ðåøåòêå ìîæå äîáèòè íà òàj íà÷èí?

4. (à) Ïîãëåäàjòå òàáåëó 7.3Íåêóáè÷íå êðèñòàëîãðàôñêå òà÷êàñòå ãðóïå ó ê»èçè
Àøêðîôò�Ìåðìèí. Êîjà jå îä òðèãîíàëíèõ òà÷êàñòèõ ãðóïà èç òå òàáåëå
òà÷êàñòà ãðóïà Áðàâåîâå ðåøåòêå? Äðóãèì ðèjå÷èìà, êîjè îä êàðàêòåðè-
ñòè÷íèõ îájåêàòà ïîñjåäójå ñèìåòðèjó îájåêòà ñà ïðèëîæåíå ñëèêå ïîä à)?

(á) Íà ñëèöè ñó ïîä á)�ä) ñòðàíå îájåêòà ïîä à) îáîjåíå íà ÷åòèðè ðàçëè÷èòà
íà÷èíà êîjè ñìà»ójó ñèìåòðèjó, òàêî äà áè äîáèjåíè îájåêòè ïîñjåäîâàëè
ñèìåòðèjó îñòàëèõ òðèãîíàëíèõ òà÷êàñòèõ ãðóïà. Êîðèñòå£è ñå òàáåëîì
7.3 íàâåäèòå ñèìåòðèjó òà÷êàñòå ãðóïå ñâàêîã îájåêòà.
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5. Çà êîjå îä 14 òèïîâà Áðàâåîâèõ ðåøåòêè, îñèì çà fcc è bcc, èíâåðçíà ðåøåòêà
íå ïðèïàäà èñòîì òèïó êàî äèðåêòíà?

6. (à) Ïîêàæèòå äà ïîñòîjè ôàìèëèjà ðàâíè Áðàâåîâå ðåøåòêå êîjå ñó îðòîãî-
íàëíå íà îñó ðîòàöèjå n-òîã ðåäà êàäà jå n > 3. [Îâàj çàê§ó÷àê âàæè è çà
ñëó÷àj n = 2, àëè jå ó òîì ñëó÷àjó ñëîæåíèjå èçâî¢å»å (ïîãëåäàj çàäàòàê
7).]

(á) Èç a) çàê§ó÷èòå äà îñà n-òîã ðåäà íå ìîæå ïîñòîjàòè ó òðîäèìåíçèîíàëíîj
Áðàâåîâîj ðåøåòêè óêîëèêî íå ïîñòîjè ó íåêîj äâîäèìåíçèîíàëíîj Áðàâå-
îâîj ðåøåòêè.

(â) Ïîêàæèòå äà íèjåäíà äâîäèìåíçèîíàëíà Áðàâåîâà ðåøåòêà íå ìîæå èìàòè
îñó ðîòàöèjå n-òîã ðåäà çà n = 5 è n > 7. [Óïóòñòâî. Ó ïî÷åòêó äîêàæèòå
äà ñå òà îñà ìîæå èçàáðàòè òàêî äà ïðîëàçè êðîç áèëî êîjó òà÷êó ðåøåòêå.
Ó äà§åì äîêàçèâà»ó êîðèñòè ñå ìåòîä ½äîâî¢å»à äî àïñóðäà�: ïîëàçå£è
îä ìíîøòâà òà÷àêà ó êîjå ïðåëàçè íàjáëèæè ñóñjåä íåïîêðåòíå òà÷êå ïðè
n ðîòàöèjà, êîíñòðóèøèòå òà÷êó êîjà ëåæè áëèæå íåïîêðåòíîj òà÷êè íåãî
»åí ½íàjáëèæè ñóñjåä�. (Ïðèìèjåòèìî äà ñëó÷àj n = 5 çàõòèjåâà ìàëî
äðóãà÷èjè ïðèñòóï îä ñâèõ îñòàëèõ.)]

7. (à) Àêî Áðàâåîâà ðåøåòêà èìà ðàâàí îãëåäàëñêå ñèìåòðèjå, ïîêàæèòå äà òàäà
ïîñòîjè ÷èòàâà ôàìèëèjà àòîìñêèõ ðàâíèõ ïàðàëåëíèõ òîj ðàâíè. (Óïóò-

ñòâî. Íà îñíîâó ðàçìàòðà»à èçëîæåíîã ó ê»èçè Àøêðîôò�Ìåðìèí èñ-
ïðåä ïîãëàâ§à Ñåäàì êðèñòàëíèõ ñèñòåìà ïîêàæèòå äà èç ïîñòîjà»à
ðàâíè îãëåäàëñêå ñèìåòðèjå ñëèjåäè äà ïîñòîjè îãëåäàëñêà ðàâàí êîjà ñà-
äðæè ÷âîð ðåøåòêå. Ïîñëèjå òîãà äîáî§íî jå äîêàçàòè äà òà ðàâàí ñàäðæè
jîø äâà ÷âîðà ðåøåòêå êîjè ñà ïðâèì íå ëåæå íà èñòîj ïðàâîj.)

(á) Àêî Áðàâåîâà ðåøåòêà èìà îñó ñèìåòðèjå äðóãîã ðåäà, ïîêàæèòå äà òàäà
ïîñòîjè ÷èòàâà ôàìèëèjà àòîìñêèõ ðàâíèõ íîðìàëíèõ íà òó îñó.
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4 Ôîíîíè I

1. Ïîñìàòðàjòå äâîäèìåíçèîíàëíó êâàäðàòíó ðåøåòêó êîjà ñå ñàñòîjè îä jåäíîã
òèïà àòîìà ìàñå M . Íåêà jå ulm ïîìjåðà»å àòîìà íà ïðåñjåêó l-òå êîëîíå è
m-òå âðñòå, ïðè îñöèëîâà»ó êîjå ñå èçâîäè îðòîãîíàëíî íà ðàâàí ðåøåòêå ïðè
èíòåðàêöèjè íàjáëèæèõ ñóñjåäà.

(à) Ïîêàæèòå äà jå jåäíà÷èíà êðåòà»à:

M
d2ulm

dt2
= C

[
(ul+1,m + ul−1,m − 2ulm)

+(ul,m+1 + ul,m−1 − 2ulm)
]
.

(á) Ïîä ïðåòïîñòàâêîì äà jå ðjåøå»å îáëèêà

ulm = u(0) exp{i(lkxa+mkya− ωt)},

ãäjå jå a ðàñòîjà»å ìå¢ó íàjáëèæèì ñóñjåäèìà, ïîêàæèòå äà jå äèñïåðçèîíà
ðåëàöèjà äàòà èçðàçîì

ω(k) =

{
2C

M
[2− cos(kxa)− cos(kya)]

}1/2

.

(â) Íàöðòàjòå çàâèñíîñò ω(k) êàäà jå kx = k, ky = 0 è òàêî¢å êàäà jå kx =
ky = k, çà k ó ïðâîj Áðèëóåíîâîj çîíè.

(ã) Çà ka� 1 ïîêàæèòå äà jå:

ω(k) =

{
Ca2

M

(
k2
x + k2

y

)}1/2

.

2. Äàòà jå jåäíîäèìåíçèîíàëíà ðåøåòêà ñà íàèçìjåíè÷íî ïîñòàâ§åíèì jîíèìà òèïà
A è òèïà B, ÷èjå ñó ìàñå MA è MB, ðåñïåêòèâíî. Ïðè òîìå jå çíàòíà ñàìî
èíòåðàêöèjà ìå¢ó íàjáëèæèì ñóñjåäèìà, ñà êîíñòàíòîì èíòåðàêöèjå K.

(à) Ïîêàæèòå äà çàêîí äèñïåðçèjå çà íîðìàëíå ìîäå èìà ñ§åäå£è îáëèê:

ω(k) =

{
K

MAMB

[
MA + MB ±

(
M2

A + M2
B + 2MAMB cos ka

)1/2
]}1/2

. (6)

(á) Äèñêóòójòå ïðåòõîäíè èçðàç è êàðàêòåð íîðìàëíèõ ìîäà ó ñëó÷àjó êàäà jå
MA �MB.

(â) Óïîðåäèòå èçðàç (6) ó ñëó÷àjó êàäà jà MA ≈MB ñà çàêîíîì äèñïåðçèjå çà
ìîíîàòîìñêó ðåøåòêó.

3. Çà jåäíîäèìåíçèîíàëíó ìîíîàòîìñêó ðåøåòêó ñà äâîàòîìñêèì áàçèñîì çàêîí
äèñïåðçèjå íîðìàëíèõ ìîäà, ó ñëó÷àjó êàä èíòåðàãójó ñàìî íàjáëèæè ñóñjåäè,
èìà îáëèê

ω(k) =

[
K +G

M
± 1

M

(
K2 +G2 + 2KG cos ka

)1/2
]1/2

, (7)
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ãäjå jå M ìàñà àòîìà, à K è G êîíñòàíòå èíòåðàêöèjå. Ïðåòïîñòàâèìî äà ñó
êîíñòàíòå K è G âåîìà áëèñêå jåäíà äðóãîj, òj. äà jå

K = K0 + ∆, G = K0 −∆, ∆� K0.

(à) Ïîêàæèòå äà ñå çà ∆ = 0 çàêîí äèñïåðçèjå (7) ñâîäè íà èçðàç çà jåäíî-
äèìåíçèîíàëíó ëèíåàðíó ðåøåòêó ñ èíòåðàêöèjîì ìå¢ó íàjáëèæèì ñóñjå-
äèìà. [Ïðåäîñòðîæíîñò: Àêî jå äóæèíà åëåìåíòàðíå £åëèjå çà äâîàòîì-
ñêè ëàíàö jåäíàêà a, òàäà ëàíàö ïðè K = G ïðåëàçè ó ìîíîàòîìñêè ëàíàö
ñ êîíñòàíòîì ðåøåòêå a/2 à Áðèëóåíîâà çîíà (−π/a < k < π/a) çà äâîà-
òîìñêè ëàíàö ïðåäñòàâ§à ñàìî ïîëîâèíó Áðèëóåíîâå çîíå

(
− π/(a/2) <

k < π/(a/2)
)
çà ìîíîàòîìñêè ëàíàö. Ñòîãà òðåáà ïîêàçàòè íà êîjè ñå íà÷èí

äâèjå ãðàíå (àêóñòè÷êà è îïòè÷êà) ó ïîëîâèíè çîíå ñâîäå íà jåäíó ãðàíó
ó ïóíîj çîíè. Äà áèñòå òî äåìîíñòðèðàëè íà óâjåð§èâ íà÷èí, ïîòðåáíî jå
èçó÷èòè ïîíàøà»å îäíîñà àìïëèòóäà ε1/ε2 ïðè ∆ = 0.]

(á) Ïîêàæèòå äà ñå ó ñëó÷àjó êàäà jå 0 < |∆| � K0 ω(k) èç (7) ðàçëèêójå
îä ω(k) çà jåäíîäèìåíçèîíàëíó ðåøåòêó áåç áàçèñà ñàìî ÷ëàíîâèìà ðåäà
(∆/K0), îñèì ó ñëó÷àjó êàäà jå âåëè÷èíà |π − ka| ðåäà ∆/K0. Ïîêàæèòå
äà jå ó ïîñ§åä»åì ñëó÷àjó òà ðàçëèêà ëèíåàðíà ïî ∆/K0.

4. Ïîñìàòðàjìî ïîâðøèíñêè öåíòðèðàíó ìîíîàòîìñêó Áðàâåîâó êóáíó ðåøåòêó ó
êîjîj ñâàêè jîí èíåòåðàãójå ñàìî ñà ñâîjèì íàjáëèæèì ñóñjåäèìà (èìà èõ 12).
Ïðåòïîñòàâèìî äà ñå èíòåðàêöèjà èçìå¢ó ïàðà ñóñjåäà îïèñójå ïàðíèì ïîòåíöè-
jàëîì φ êîjè çàâèñè ñàìî îä ðàñòîjà»à r èçìå¢ó òèõ jîíà.

(à) Ïîêàæèòå äà ñå ó÷åñòàëîñòè òðèjó íîðìàëíèõ ìîäà ñ òàëàñíèì âåêòîðîì
k îïèñójó èçðàçîì

ω =

√
λ

M
,

ãäjå ñó λ ñâîjñòâåíå âðèjåäíîñòè ìàòðèöå ðåäà 3× 3:

D =
∑
R

sin

(
1

2
k ·R

)[
AÎ +BR̂R̂

]
.

Ñóìèðà»å ñå ïðîâîäè ïî 12 íàjáëèæèõ ñóñjåäà òà÷êå R = 0:

a

2

(
± ex ± ey

)
,

a

2

(
± ey ± ez

)
,

a

2

(
± ez ± ex

)
.

Ñà Î jå îçíà÷åíà jåäèíè÷íà ìàòðèöà
(
(Î)µν = δµν

)
, ñà R̂R̂ äèjàäíè ïðîèçâîä

jåäèíè÷íèõ âåêòîðà R̂ = R/R
(
òj.

(
R̂R̂

)
µν

=
(
R̂
)
µ

(
R̂
)
ν

)
. Êîíñòàíòå A è

B îäðå¢åíå ñó íà ñ§åäå£è íà÷èí:

A =
φ′(d)

d
, B = 2

[
φ′′(d)− φ′(d)

d

]
,

ãäjå jå d ðàâíîòåæíî ðàñòîjà»å èçìå¢ó íàjáëèæèõ ñóñjåäà.
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(á) Êàäà âåêòîð k ëåæè íà ïðàâöó [100]
(
òj. k = (k, 0, 0) ó ïðàâîóãëîì êîîð-

äèíàòíîì ñèñòåìó
)
, ïîêàæèòå äà jå òàäà jåäíà îä íîðìàëíèõ ìîäà ñòðîãî

ëîíãèòóäèíàëíà è äà èìà ó÷åñòàëîñò

ωL =

√
8A+ 4B

M
sin

(
1

4
ka

)
,

à äâèjå äðóãå ñòðîãî òðàíñâåðçàëíå, äåãåíåðèñàíå è èìàjó ó÷åñòàëîñò

ωL =

√
8A+ 2B

M
sin

(
1

4
ka

)
.

(â) Êîjå ñó ó÷åñòàëîñòè íîðìàëíèõ ìîäà è ïîëàðèçàöèjå êàäà âåêòîð k ëåæè
íà ïðàâöó [111]

(
òj. k = (k, 0, 0)/

√
3
)
?

(ã) Êàäà âåêòîð k ëåæè íà ïðàâöó [110]
[
k = (k, 0, 0)/

√
3
]
, ïîêàæèòå äà jå òàäà

jåäíà îä íîðìàëíèõ ìîäà ñòðîãî ëîíãèòóäèíàëíà è äà èìà ó÷åñòàëîñò

ωL =

√
8A+ 2B

M
sin2

(
1

4

ka√
2

)
+

2A+ 2B

M
sin2

(
1

4

ka√
2

)
,

äà jå äðóãà ñòðîãî òðàíñâåðçàëíà, ïîëàðèçîâàíà äóæ z-îñå
[
ε = (0, 0, 1)

]
è

äà èìà ó÷åñòàëîñò

ω
(1)
T =

√
8A+ 4B

M
sin2

(
1

4

ka√
2

)
+

2A

M
sin2

(
1

4

ka√
2

)
,

äà jå òðå£à ñòðîãî òðàíñâåðçàëíà, ïîëàðèçîâàíà íîðìàëíî íà z-îñó è äà
èìà ó÷åñòàëîñò

ω
(2)
T =

√
8A+ 2B

M
sin2

(
1

4

ka√
2

)
+

2A

M
sin2

(
1

4

ka√
2

)
.

(ä) Øåìàòñêè ïðåäñòàâèòå äèñïåðçèîíå êðèâå äóæ ëèíèjà ΓX è ΓKX ñìàòðà-
jó£è äà jå A = 0. (Íàïîìåíà: Äóæèíà ΓX jå 2π/a.)

5. Ó õàðìîíèjñêîj àïðîêñèìàöèjè ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà ëèíåàðíå 1D ðåøåòêå ñà
èíòåðàêöèjîì m íàjáëèæèõ ñóñjåäà äàòà jå èçðàçîì

U =
∑
n

∑
m>0

1

2
Km {u(na)− u[(n+m)a]}2 .

(à) Ïîêàæèòå äà çàêîí äèñïåðçèjå èìà îáëèê

ω(k) = 2

[∑
m>0

Km

M
sin2

(
mka

2

)]1/2

. (8)
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(á) Ïîêàæèòå äà jå ó äóãîòàëàñíîj àïðîêñèìàöèjè

ω(k) = a|k|

[∑
m>0

m2Km

M

]1/2

,

ïîä óñëîâîì äà ñóìà
∑
m>0

m2Km êîíâåðãèðà.

(â) Àêî jå Km = 1/mp, 1 < m < 3, è êîíñåêâåíòíî ñóìà äèâåðãèðà, îíäà ó
äóãîòàëàñíîj îáëàñòè èìàìî

ω ∝
√
kp−1.

Óïóòñòâî: Ó îâîì ñëó÷àjó íèjå ìîãó£å êîðèñòèòè ó ôîðìóëè 8 ðàçâîj
ñèíóñà çà ìàëå âðèjåäíîñò òàëàñíîã âåêòîðà k, àëè jå ìîãó£å ó äóãîòàëàñíîj
àïðîêñèìàöèjè ñóìó çàìèjåíèòè èíòåãðàëîì.

(ã) Ïîñåáíî, êàäà jå p = 3 âàæè: ω ∝ k
√
| ln k|.

6. Ó ëèíåàðíîì ëàíöó íà ìå¢óñîáíîì ðàñòîjà»ó a ÷åñòèöå ìàñå m ïîâåçàíå ñó ñà
ïðâèì ñóñjåäèìà îïðóãîì êîíñòàíòå åëàñòè÷íîñòè K. Íà ñâàêó ÷åñòèöó, ïîðåä
åëàñòè÷íå ñèëå, äjåëójå äèñèïàòèâíà ñèëà Fn = −Γu̇n, ãäjå jå un ïîìjåðàj n-òå
÷åñòèöå èç ñâîã ðàâíîòåæíîã ïîëîæàjà, à u̇n »åíà áðçèíà. Êàêî äèñèïàöèjà ìè-
jå»à äèñïåðçèîíó ðåëàöèjó ω = ω(k) è êîëèêî jå âðèjåìå ðåëàêñàöèjå äîáèjåíèõ
íîðìàëíèõ ìîäà? Ïðåòïîñòàâèòè äà jå Γ � K/m è ïðîäèñêóòîâàòè ñëó÷àjåâå
k = π/a è k ∼ 0.

7. Ïîñìàòðàjòå áåñêîíà÷íè ëàíàö jîíà ìàñå M íàèçìjåíè÷íî íàåëåêòðèñàíèõ íà-
åëåêòðèñà»åì qn = (−1)ne, ãäjå jå n èíäåêñ jîíà, à e íàåëåêòðèñà»å åëåêòðîíà.
Jîíè ìå¢óñîáíî èíòåðàãójó Êóëîíîâîì äóãîäîìåòíîì èíòåðàêöèjîì, à íàjáëèæè
ñóñjåäè èíòåðàãójó è õàðìîíèjñêèì ñèëàìà. Êîíñòàíòà åëàñòè÷íîñòè jå K.

(à) Ïîêàæèòå äà äèñïåðçèîíà ðåëàöèjà ôîíîíà ó îâàêâîì ñèñòåìó èìà îáëèê

ω(k) = ω0

{
sin2

(
ka

2

)
+ σ

∞∑
n=1

(−1)n

n3
[1− cos(nka)]

}1/2

,

ãäjå jå ω0 = (4K/M)1/2, à σ = e2/(Ka3).

(á) Îäðåäèòå óñëîâ êîjè ìîðà çàäîâî§èòè êîíñòàíòà σ äà áè äîøëî äî íå-
ñòàáèëíîñòè ðjåøå»à (ω2 < 0) íà èâèöè ïðâå Áðèëóåíîâå çîíå (ka = π).
Ðåçóëòàò èçðàçèòå ïîìî£ó Ðèìàíîâå ζ-ôóíêöèjå:

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
,

∞∑
n=1

(−1)n

ns
=

[
1

2s−1
− 1

]
ζ(s), ζ(3) ≈ 1, 202.

8. Íà¢èòå áðçèíó ëîíãèòóäèíàëíèõ è òðàíñâåðçàëíèõ òàëàñà êîjè ñå ïðîñòèðó ó
ïðàâöó

(à) [100],
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(á) [110],

(â) [111] ó êóáíîì êðèñòàëó.

9. Ïîêàæèòå äà jå òîïëîòíè êàïàöèòåò ó Äåáàjåâîì ìîäåëó íà íèñêèì òåìïåðàòó-
ðàìà îáëèêà:

CV =
12π4

5
nkB

(
T

TD

)3

ãäjå jå TD Äåáàjåâà òåìåïðàòóðà à n áðîj àòîìà ó jåäèíèöè çàïðåìèíå.

10. Êîðèñòå£è Äåáàjåâó òåîðèjó ñïåöèôè÷íå òîïëîòå êðèñòàëà, îäðåäèòå êîëè÷èíó
òîïëîòå ∆Q ïîòðåáíó äà ñå êðèñòàë NaCl ìàñå m = 20 g çàãðèjå çà ∆T = 2 K ó
ñëó÷àjó äà jå ïî÷åòíà òåìïåðàòóðà:

(à) T1 = TD;

(á) T = 2 K.

Óçåòè äà jå Äåáàjåâà òåìïåðàòóðà çà êóõè»ñêó ñî TD = 320 K. Ìîëàðíà ìàñà
êóõè»ñêå ñîëè jå MNaCl = 58,443 g/mol, ãàñíà êîíñòàíòà R = 8,314 J/(mol ·K).

1∫
0

x3

ex − 1
= 0,225,

∞∫
0

x3

ex − 1
=
π4

15

11. Ó jåäíîäèìåíçèîíàëíîì ëàíöó N àòîìà ðàñïîðå¢åíè ñó íà jåäíàêîì ðàñòîjà»ó
jåäàí îä äðóãîã. Ïîêàæèòå äà ó Äåáàjåâîj àïðîêñèìàöèjè òîïëîòíè êàïàöèòåò
îâîã ëàíöà íà íèñêèì òåìïåðàòóðàìà ëèíåàðíî çàâèñè îä òåìïåðàòóðå T .

12. Ïîêàæèòå äà ó Äåáàjåâîj àïðîêñèìàöèjè òîïëîòíè êàïàöèòåò äâîäèìåíçèîíàë-
íîã êðèñòàëà íà íèñêèì òåìïåðàòóðàìà çàâèñè îä òåìïåðàòóðå êàî T 2.
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5 Ôîíîíè II

1. (à) Ó ëèíåàðíîì õàðìîíèjñêîì ëàíöó ñà èíòåðàêöèjàìà èçìå¢ó íàjáëèæèõ ñó-
ñjåäà ïîçíàò jå çàêîí äèñïåðçèjå çà íîðìàëíå ìîäå

ω(k) = ω0

∣∣∣∣sin(ka2
)∣∣∣∣ ,

ãäjå jå ω0 ìàêñèìàëíà âðèjåäíîñò ôðåêâåíöèjå, êîjà ñå äîñòèæå íà ãðàíèöè
Áðèëóåíîâå çîíå. Ïîêàæèòå äà jå ó îâîì ñëó÷àjó ãóñòèíà íîðìàëíèõ ìîäà
(ãóñòèíà ôîíîíñêîã ñïåêòðà) äàòà èçðàçîì:

g(ω) =
2

πa
√
ω2

0 − ω2
.

(Ñèíãóëàðèòåò íà ω = ω0 çîâå ñå Âàí Õîôîâà àíîìàëèjà).

(á) Ó 3D ñëó÷àjó Âàí Õîôîâà àíîìàëèjà ñå ñàñòîjè ó äèâåðãåíöèjè íå ñàìå
ãóñòèíå íîðìàëíèõ ìîäà, íåãî »åíèõ èçâîäà. Ïîêàæèòå äà íîðìàëíå ìîäå
ó áëèçèíè ìàêñèìóìà ω(k) äàjó ó ãóñòèíè íîðìàëíèõ ìîäà äîïðèíîñ êîjè
jå ïðîïîðöèîíàëàí ñà

√
|ω0 − ω|.

2. (à) Ïîêàæèòå äà èçðàç çà ãóñòèíó íîðìàëíèõ ìîäà ó Äåáàjåâîj àïðîêñèìàöèjè

g(ω) =


3ω2

2π2c3
, ω 6 ωD = ckD,

0, ω > ωD,
(9)

ïðåäñòàâ§à ó îáëàñòè íèñêèõ ó÷åñòàëîñòè ïðâè ÷ëàí ðàçâîjà òà÷íîã (ó õàð-
ìîíèjñêîã àïðîêñèìàöèjè) èçðàçà çà g(ω), óêîëèêî ñå áðçèíà óçèìà ïðåìà
èçðàçó:

1

c3
=

1

3

∑
s

∫
1

c3
s(k)

dΩ

4π
.

(á) Ïîêàæèòå äà ñå ó d-äèìåíçèîíàëíîì êðèñòàëó íà íèñêèì ôðåêâåíöèjàìà
ãóñòèíà íîðìàëíèõ ìîdà ïîíàøà êàî ωd−1.

(â) Èç 2á) èçâåäèòå äà ñå ñïåöèôè÷íà òîïëîòà íà íèñêèì òåìïåðàòóðàìà êîä
õàðìîíèjñêèõ êðèñòàëà ó d-äèìåíçèjà ïîíàøà êàî CV ∝ T d.

(ã) Àêî áè ôðåêâåíöèjà íîðìàëíèõ ìîäà òåæèëà íóëè êàî kν , ïîêàæèòå äà áè
ñå îíäà ñïåöèôè÷íà òîïëîòà ïîíàøàëà êàî CV ∝ T d/ν .

3. (à) Ïîêàçàòè äà ñå ïðâà êâàíòíà ïîïðàâêà Äèëîíã�Ïòèîâîã çàêîíà ìîæå ïðåä-
ñòàâèòè ó îáëèêó

∆cV
c0
V

= − 1

12

∫
g(ω)

(
~ω
kBT

)2

dω∫
g(ω) dω

, (10)

ãäjå jå c0
V Äèëîíã�Ïòèîâà ñïåöèôè÷íà òîïëîòà à g(ω) ãóñòèíà íîðìàëíèõ

ìîäà.
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(á) Ïîêàçàòè äà jå ñ§åäå£è ïî ðåäó ÷ëàí ó âèñîêîòåìïåðàòóðñêîì ðàçâîjó
cV /c

0
V îáëèêà

− 1

240

∫
g(ω)

(
~ω
kBT

)4

dω∫
g(ω) dω

.

(â) Àêî êðèñòàë ïðåäñòàâ§à Áðàâåîâó ðåøåòêó êîjà ñå ñàñòîjè îä jîíà êîjè
óçàjàìíî èíòåðàãójó ñàìî ïàðíîì èíòåðàêöèjîì ñ ïîòåíöèjàëîì φ(r), ïîêà-
çàòè äà jå òàäà (ó õàðìîíèjñêîj àïðîêñèìàöèjè) äðóãè ìîìåíò ðàñïîäjåëå
ó÷åñòàëîñòè, êîjè óëàçè ó ôîðìóëó (10), äàò èçðàçîì∫

ω2g(ω) dω =
n

M

∑
R6=0

∇2φ(R).

(ã) Èçðà÷óíàòè èçðàç (10) çà ãóñòèíó ìîäà äàòó ó çàäàòêó 1à).

4. Ïîñìàòðàjìî òðîäèìåíçèîíàëíè ìîíîàòîìñêè êðèñòàë ÷èjó ñòðóêòóðó îïèñójå
ïðîñòà êóáíà ðåøåòêà ñ êîíñòàíòîì ðåøåòêå a. Óçìèìî äà èíòåðåàãójó ñàìî
íàjáëèæè ñóñjåäè ñà êîíñòàíòîì èíòåðàêöèjå Ks, ãäjå s = 1, 2, 3 ïðåáðîjàâà
íîðìàëíå ìîäå (è òðàíñâåðçààëíå è ëîíãèòóäèíàëíó). Ïîêàæèòå äà çàâèñíîñò
ãóñòèíå ñòà»à îä ó÷åñòàëîñòè ó íèñêîôðåêâåíòíîj îáëàñòè ôîíîíñêîã ñïåêòðà
èìà îáëèê

g(ω) =
ω2

2π2

∑
s

(
m

a2Ks

)3/2

.

Øòà £å ñå äåñèòè àêî jå ωi = ωmi sin(ka/2) çà ñâàêó ãðàíó ó ÷èòàâîì ñïåêòðàëíîì
äèjàïàçîíó? Íà¢èòå èçðàç çà g(ω) è íàöðòàjòå ãðàôèê òå çàâèñíîñòè çà ñëó÷àj
vL = 2vT .

5. Ïîñìàòðàjìî èçîòðîïàí òðîäèìåíçèîíàëàí êðèñòàë ó êîjåì ñó äèñïåðçèîíå ðå-
ëàöèjå ôîíîíà jåäíàêå çà ñâå ïðàâöå è èìàjó îáëèê ω = (2v0/a) sin(ka/2) =
ωm sin(ka/2). Ïîçíàòî jå òàêî¢å äà ñó áðçèíå ëîíãèòóäèíàëíèõ è òðàíñâåð-
çàëíèõ òàëàñà ñêîðî èñòå. Ïîêàæèòå äà çàâèñíîñò óêóïíå ãóñòèíå ñòà»à îä
ó÷åñòàëîñòè èìà îáëèê

g(ω) =
6 arcsin2(ω/ωm)

π2a2v0[1− (ω/ωm)2]1/2
,

òàêî äà jå g(ω) ∼ ω2 ó îáëàñòè ñïåêòðà ãäjå íåìà äèñïåðçèjå. Íàöðòàjòå êðèâó
g(ω) ó ÷èòàâîj îáëàñòè ω êîðèñòå£è ñå äîáèjåíîì ôîðìóëîì è îájàñíèòå çàøòî
ôîðìóëà íèjå òà÷íà ó ãîð»îj îáëàñòè äèjàïàçîíà.

6. Ïîñìàòðàjìî òðîäèìåíçèîíàëíè êðèñòàë ó êîjåì ñå ãóñòèíà ñòà»à îïèñójå èçðà-
çîì (9) ó Äåáàjåâîì ìîäåëó. Ïîêàæèòå äà jå íà òåìïåðàòóðàìà èñïîä Äåáàjåâå
òåìïåðàòóðå TD, íàjâjåðîâàòíèjà åíåðãèjà ôîíîíà jåäíàêà ~ωp, ãäjå jå ωp îäðå-
¢åíî èçðàçîì

exp

(
~ωp
kBT

)(
1− ~ωp

2kBT

)
= 1.

Îäàâäå ñëèjåäè äà jå íàjâjåðîâàòíèjà òàëàñíà äóæèíà ôîíîíà λp = aTD/T.
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6 Ôåðìèjåâà ïîâðø

1. (à) Íåêà ñå ó 3D êóáíîì êðèñòàëó ó jåäèíèöè çàïðåìèíå íàëàçè N àòîìà, îä
êîjèõ ñâàêè èìà z åëåêòðîíà ó âàëåíòíîj §óñöè. Íà¢èòå èçðàç çà ïîëó-
ïðå÷íèê Ôåðìèjåâå ñôåðå (kF) ó àïðîêñèìàöèjè ñëîáîäíèõ åëåêòðîíà.

(á) Çà ñëó÷àj 2D êâàäðàòíå ðåøåòêå íàöðòàjòå Ôåðìèjåâó ïîâðø çà àòîìå ñà
jåäíèì, îäíîñíî äâà, òðè è ÷åòèðè âàëåíòíà åëåêòðîíà. Íàöðòàjòå òà-
êî¢å Ôåðìèjåâó ïîâðø ó ïðâîj Áðèëóåíîâîj çîíè çà ñëó÷àj ÷åòèðè âàëåíòíà
åëåêòðîíà ïî àòîìó.

2. Íà¢èòå åíåðãèjñêå íèâîå åëåêòðîíà ó jåäíîäèìåíçèîíàëíîj ðåøåòêè ñà ïåðèîäîì
a, ñà ïåðèîäè÷íèì ïîòåíöèjàëîì êîjè jå äàò ñ§åäå£èì èçðàçîì (U(x+a) = U(x)):

U(x) =

{
U0, −b 6 x < 0

0, 0 < x < a− b.

Îäðåäèòå âðèjåäíîñò åíåðãèjå íà âðõó äî»å, è íà äíó ãîð»å åíåðãèjñêå çîíå,
àêî jå äàòî U0 = 0,1, a = 8 è b = 3, ó îäãîâàðàjó£èì jåäèíèöàìà.

3. Íåêà jå ïîòåíöèjàë ó ïðåòõîäíîì çàäàòêó îáëèêà

V (x) = − ~2

2m
∆
∑
n

δ(x− na),

ãäjå ∆ èìà äèìåíçèjó L−1. Ïîêàçàòè äà ïðâè èçâîä òàëàñíå ôóíêöèjå èìà ñêîê
ó òà÷êàìà ó êîjèìà jå àðãóìåíò δ-ôóíêöèjå jåäíàê 0, îäíîñíî äà jå

~2

2m

[
∂ψ

∂x

∣∣∣∣
0+

− ∂ψ

∂x

∣∣∣∣
0−

]
= − ~2

2m
ψ(0)∆.

Ðjåøå»å èçìå¢ó áèëî êîjèõ ñóñjåäíèõ δ-ôóíêöèjà jå îáëèêà

ψ(x) = A eκx +B e−κx,

ãäjå jå κ ðåàëàí èëè èìàãèíàðàí áðîj (E = −~2κ2/2m), a A è B ñå ìîãó ìèjå»àòè
îä £åëèjå äî £åëèjå.

(à) Íàïèñàòè äâèjå jåäíà÷èíå çà A, B è κ êîjå ñëèjåäå èç ãðàíè÷íèõ óñëîâà çà
òàëàñíó ôóíêöèjó è »åí ïðâè èçâîä ó jåäíîj £åëèjè çà ñòà»å ñ ðåäóêîâàíèì
òàëàñíèì âåêòîðîì k.

(á) Íà£è jåäíà÷èíó çà κ.

4. (à) Çà ñëîáîäíå åëåêòðîíå ãóñòèíà ñòà»à ñå íà Ôåðìèjåâîì íèâîó ìîæå íàïè-
ñàòè ó îáëèêó: g(EF) = mkF/~2π2. Ïîêàæèòå äà ñå îïøòè èçðàç çà ãóñòèíó
ñòà»à ñâîäè íà òàêàâ èçðàç àêî jå En(k) = ~2k2/2m è (ñôåðíà) Ôåðìèjåâà
ïîâðø ó öjåëîñòè ëåæè ó ãðàíèöàìà jåäíå åëåìåíòàðíå £åëèjå.
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(á) Ïîñìàòðàjìî çîíó ó êîjîj çà äîâî§íî ìàëå âðèjåäíîñòè k âàæè ðåëàöèjà

En(k) = E0 +
~2

2

(
k2
x

mx

+
k2
y

my

+
k2
z

mz

)
, (11)

ãäjå ñó mx, my è mz ïîçèòèâíå êîíñòàíòå (øòî ìîæå áèòè òà÷íî çà êðè-
ñòàë ñà ðîìáè÷êîì ñèìåòðèjîì). Ó ñëó÷àjó êàäà jå âðèjåäíîñò åíåðãèjå E
äîâî§íî áëèñêà âðèjåäíîñòè E0, òàêî äà En èìà íàâåäåíè îáëèê, ïîêàæèòå
äà jå òàäà âåëè÷èíà gn(E) ïðîïîðöèîíàëíà (E − E0)1/2 ïà ñòîãà »åí èçâîä
òåæè áåñêîíà÷íîñòè êàäà ñå E ïðèìè÷å äíó çîíå (Âàí Õîôîâà àíîìàëèjà).
Óïóòñòâî: Çà ðà÷óíà»å ãóñòèíå ñòà»à ïî¢èòå îä ôîðìóëå

gn(E) =

∫
d3k

4π3
δ
(
E − En(k)

)
.

Íà îñíîâó îâîãà, ïîêàæèòå, óêîëèêî çàâèñíîñò En(k) îñòàjå êâàäðàòíà ñâå
äî EF, äà ñå òàäà gn(EF) ìîæå íàïèñàòè êàî óîïøòå»å èçðàçà çà ãóñòèíó
ñòà»à ñëîáîäíèõ åëåêòðîíà (gn(EF) = 3n/(2EF)), òj. äà ñå ìîæå íàïèñàòè ó
ó îáëèêó

gn(EF) =
3

2

n

EF − E0

, (12)

ãäjå n ïðåäñòàâ§à äîïðèíîñ åëåêòðîíà îâå çîíå óêóïíîj ãóñòèíè åëåêòðîíà.

(â) Ïîñìàòðàjìî ãóñòèíó ñòà»à ó îêîëèíè ñåäëàñòå òà÷êå, ãäjå ñå En(k) ìîæå
ïðåäñòàâèòè ó îáëèêó

En(k) = E0 +
~2

2

(
k2
x

mx

+
k2
y

my

− k2
z

mz

)
,

ãäjå ñó mx, my è mz ïîçèòèâíå êîíñòàíòå. Ïîêàæèòå äà çà E ≈ E0 ïðâè
èçâîä ãóñòèíå ñòà»à èìà îáëèê

g′n(E) ≈

{
const, E > E0,

(E0 − E)−1/2, E < E0.
(13)

5. Çà èñïèòèâà»å çîíñêå ñòðóêòóðå ñêîðî ñëîáîäíèõ åëåêòðîíà ó áëèçèíè Áðàãîâå
ðàâíè ïîãîäíî jå ìjåðèòè òàëàñíè âåêòîð q îä òà÷êå K/2 íà Áðàãîâîj ðàâíè,
òj. q = K/2 + k, è ïðåäñòàâèòè k ó âèäó äâèjå êîìïîíåíòå: ïàðàëåëíå k‖ è
îðòîãîíàëíå k⊥ íà K. Ó òîì ñëó÷àjó jå åíåðãèjà

E = E0
K/2 +

~2

2m
k2 ±

√
4E0

K/2

~2

2m
k2
‖ + |UK |2. (14)

Òàêî¢å jå ïîãîäíî ìjåðèòè Ôåðìèjåâó åíåðãèjó EF = E0
K/2− |UK |+ ∆, òàêî äà çà

∆ < 0 Ôåðìèjåâà ïîâðø íå ñèjå÷å Áðàãîâó ðàâàí.

(à) Ïîêàæèòå äà çà 0 < ∆ < 2|UK|, Ôåðìèjåâà ïîâðø ëåæè ó äî»îj åíåðãåòñêîj

çîíè è ñèjå÷å Áðàãîâó ðàâàí ïî êðóãó ðàäèjóñà %1 =
(
2m∆/~2

)1/2
(ñëèêà

1à).
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(á) Çà ∆ > 2|UK| Ôåðìèjåâà ïîâðø ëåæè ó îájåìà çîíàìà è ñèjå÷å Áðàãîâó
ðàâàí ïî äâàìà êðóãîâèìà ðàäèjóñà %1 è %2 (ñëèêà 1á) è äà jå ðàçëèêà
ïîâðøèíà îâèõ êðóãîâà

π
(
%2

2 − %2
1

)
=

4πm

~2
|UK|.

(Ïîâðøèíå îâèõ êðóãîâà ìîãó ñå ìjåðèòè äèðåêòíî êîä íåêèõ ìåòàëà ïî-
ìî£ó Äå Õàñ � Âàí Àëôåíîâîã åôåêòà, è ïðåìà òîìå, |UK| ìîæå áèòè
îäðå¢åíî èç åêñïåðèìåíòà.)

Ñëèêà 1: à) Ôåðìèjåâà ñôåðà ñëîáîäíèõ åëåêòðîíà êîjà ñèjå÷å Áðàãîâó ðàâàí óäà-
§åíó K/2 îä ïî÷åòíå òà÷êå |UK| = 0. á) Äåôîðìàöèjà Ôåðìèjåâå ñôåðå ñëîáîäíèõ
åëåêòðîíà ó áëèçèíè Áðàãîâå ðàâíè ïðè |UK| 6= 0.

6. Àêî ñå âåêòîð q ðàçëîæè íà äâèjå êîìïîíåíòå � ïàðàëàëåíó (q‖) è íîðìàëíó
(q⊥) íà âåêòîð K � òàäà ñå èçðàç çà åíåðãèjó ìîæå íàïèñàòè ó îáëèêó

E =
~2

2m
q2
⊥ + h±(q‖), (15)

ãäjå

h±(q‖) =
~2

2m

[
q2
‖ +

1

2

(
K2 − 2q‖K

)]
±

√[
~2

2m

1

2

(
K2 − 2q‖K

)]2

+ |UK|2
(16)

çàâèñè ñàìî îä q‖. Ãóñòèíà ñòà»à ìîæå ñå èçðà÷óíàòè íà ñòàíäàðäàí íà÷èí
èíòåãðà§å»åì ïî ñâèì òàëàñíèì âåêòîðèìà êîjè ïðèïàäàjó jåäíîj òå èñòîj åëå-
ìåíòàðíîj £åëèjè è êîðèñòå£è ñå öèëèíäðè÷íèì êîîðäèíàòíèì ñèñòåìîì ñà îñîì
z êîjà jå îðèjåíòèñàíà äóæ âåêòîðà K.
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(à) Ïîêàæèòå äà ïîñëèjå èçâðøåíå èíòåãðàöèjå ïî q ðåçóëòàò çà ñâàêó çîíó
èìà îáëèê

g(E) =
1

4π2

(
2m

~2

)(
qmax
‖ − qmin

‖
)
, (17)

ãäjå çà ñâàêó çîíó qmax
‖ è qmin

‖ ïðåäñòàâ§àjó ðjåøå»à jåäíà÷èíå E = h±(q‖).

Ïîêàæèòå äà ñå ó ãðàíè÷íîì ñëó÷àjó êàäà |UK| → 0 äîáèjà ïîçíàòè ðåçóë-
òàò çà ñëîáîäíå åëåêòðîíå.

(á) Êàäà èçîåíåðãèjñêà ïîâðø (ñ åíåðãèjîì E) ïðåñèjåöà Áðèëóåíîâó ðàâàí (òj.
êàäà jå EK/2−|UK| 6 E 6 EK/2 +|UK|), ïîêàæèòå äà òàäà çà äî»ó çîíó âàæè
ðåëàöèjà

qmin
‖ = −

√
2mE
~2

+O
(
U2
K

)
(E > 0), qmax

‖ =
1

2
K. (18)

(â) Ïîêàæèòå äà çà ãîð»ó çîíó ôîðìóëó (17) òðåáà ñõâàòàòè ó òîì ñìèñëó äà
îíà äàjå ãóñòèíó ñòà»à

g+(E) =
1

4π2

(
2m

~2

)(
qmax
‖ − 1

2
K

)
ïðè E > EK/2 + |UK|. (19)

(ã) Ïîêàæèòå äà dg/dE èìà ñèíãóëàðèòåò ó òà÷êàìà E = EK/2 ± |UK| ïà ñòîãà
ãóñòèíà ñòà»à è èçãëåäà êàî øòî jå ïîêàçàíî íà ñëèöè 2.

Ñëèêà 2: Ãóñòèíà ñòà»à ó àïðîê-
ñèìàöèjè äâèjó çîíà. Èñïðåêè-
äàíà ëèíèjà îäíîñè ñå íà ñëîáîäíå
åëåêòðîíå. Ïóíà ëèíèjà ïðèêàçójå
ïîïðàâêó äðóãîã ðåäà äàëåêî îä
Áðàãîâèõ ðàâíè.

7. Ïîñìàòðàjìî òà÷êó W (kW = (2π/a)(1, 1/2, 0) íà ïîâðøèíè Áðèëóåíîâå çîíå
çàïðåìèíñêè öåíòðèðàíå ñòðóêòóðå (ñëèêà 3). Ó òîj òà÷êè ïðåñèjåöàjó ñå òðè
Áðàãîâå ðàâíè: (2, 0, 0), (1, 1, 1) è (1, 1, 1̄). Ñòîãà ñó åíåðãèjå ñëîáîäíèõ åëåê-
òðîíà

E0
1 =

~2

2m
k2,

E0
2 =

~2

2m

(
k− 2π

a
(1, 1, 1)

)2

,

E0
3 =

~2

2m

(
k− 2π

a
(1, 1, 1̄)

)2

,

E0
4 =

~2

2m

(
k− 2π

a
(2, 0, 0)

)2

(20)
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ó òà÷êè k = kW äåãåíåðèñàíå è jåäíàêå EW = ~2k2
W/2m.

Ñëèêà 3: Ïðâà Áðèëóåíîâà çîíà çà ïîâð-
øèíñêè öåíòðèðàíó êóáíó ðåøåòêó.

(à) Ïîêàæèòå äà ñó ó îáëàñòè k-ïðîñòîðà ó áëèçèíè òà÷êå W åíåðãèjå íèâîà ó
ïðâîì ðåäó òåîðèjå ïåðòóðáàöèjå îäðå¢åíå ðjåøå»åì jåäíà÷èíå∣∣∣∣∣∣∣∣

E0
1 − E U1 U1 U2

U1 E0
2 − E U2 U1

U1 U2 E0
3 − E U1

U2 U1 U1 E0
4 − E

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

ãäjå jå U2 = U200, U1 = U111 = U111̄. Ïîêàæèòå äà ó òà÷êè W òà jåäíà÷èíà
èìà ñ§åäå£å êîðjåíîâå:

E = EW − U2 (äâîñòðóêè), E = EW + U2 ± 2U1. (21)

(á) Êîðèñòå£è ñå àíàëîãíèì ìåòîäîì ïîêàæèòå äà ó òà÷êè U ,

kU =
2π

a

(
1,

1

4
,
1

4

)
,

åíåðãèjà èìà ñ§åäå£å âðèjåäíîñòè:

E = EU − U2, E = EU −
1

2
U2 ±

1

2

√
U2

2 + 8U2
1 , (22)

ãäjå jå EU = ~2k2
U/2m.

8. Íà£è èçðàç çà èìàãèíàðíè äèî òàëàñíîã âåêòîðà ó çàáðà»åíîj çîíè íà ãðàíèöè
ïðâå Áðèëóåíîâå çîíå ïðåòïîñòàâ§àjó£è äà ñå òàëàñíà ôóíêöèjà ìîæå ïðåä-
ñòàâèòè êàî ëèíåðàíà êîìáèíàöèjà äâàjó ðàâíèõ òàëàñà. Ïðåäñòàâèòè ðåçóëòàò
êàî ôóíêöèjó =(k) ó çàâèñíîñòè îä σ, ãäjå jå σ åíåðãèjà ó îäíîñó íà öåíòàð
åíåðãèjñêîã ïðîöjåïà. Ïîêàçàòè äà çà ìàëå âðèjåäíîñòè σ è ìàëå âðèjåäíîñòè
=(k) âàæè

~2

2m
[=(k)]2 ≈ U2 − σ2

~2G2/2m
.

9. Íåêà òà÷êà ÷èjè ïîëîæàj îïèñójå âåêòîð k ïðåäñòàâ§à ÷âîð èíâåðçíå ðåøåòêå.
Ïðåòïîñòèâàèìî äà ñó îêî ñâàêå òà÷êå K èíâåðçíå ðåøåòêå, îñèì ïî÷åòíå, îïè-
ñàíå ñôåðå ïîëóïðå÷íèêà k. Àêî ñå òà÷êà k íàëàçè óíóòàð n − 1 ñôåðà è íå
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ïðèïàäà ïîâðøè íèjåäíå îä ñôåðà, ïîêàæèòå äà òàäà îíà ëåæè óíóòàð n-òå
Áðèëóåíîâå çîíå. Àêî ñå òà÷êà k íàëàçè óíóòàð n− 1 ñôåðà è, îñèì òîãà, ëåæè
íà ïîâðøè m äðóãèõ ñôåðà, ïîêàæèòå äà jå òàäà òà òà÷êà çàjåäíè÷êà ãðàíèöà
n-òå, (n+ 1)-ïðâå, . . ., (n+m)-òå Áðèëóåíîâå çîíå.

10. Ðàçìîòðèìî äâîäèìåíèçèîíàëíó êâàäðàòíó ðåøåòêó ñ êîíñòàíòîì ðåøåòêå a.

(à) Èçðàçèòå ó jåäèíèöàìà 2π/a ïîëóïðå÷íèê êðóãà ó äâîäèìåíçèîíàëíîì k-
ïðîñòîðó êîjè ñàäðæè (êðóã) m ñëîáîäíèõ åëåêòðîíà ïî åëåìåíòàðíîj £å-
ëèjè. Ñàñòàâèòå òàáåëó ó êîjîj £å áèòè óêàçàíî êîjå ñó îä ïðâèõ ñåäàì çîíà
êâàäðàòíå ðåøåòêå (ñëèêà 4 ïîä à)) ïîïó»åíå ó öjåëèíè, êîjå äjåëèìè÷íî,
à êîjå ñó ïîòïóíî ïðàçíå, çà m = 1, 2, . . ., 12. Ïðîâjåðèòå òâð¢å»å: çà
m 6 12 ñâè ïîïó»åíè íèâîè ïîòïóíî ëåæå óíóòàð ïðâèõ ñåäàì çîíà, à çà
m > 13 ïî÷è»ó äà ñå ïîïó»àâàjó îñìà è âèøå çîíå.

(á) Íàöðòàjåòå ó îäãîâàðàjó£èì åëåìåíòàðíèì £åëèjàìà ñâå ½øóï§èíå� Ôåð-
ìèjåâå ïîâðøè çà ñëó÷àjåâå m = 1, 2, . . ., 7. Íà ïðèìjåð, ïîâðø òðå£å çîíå
çà m = 4 ìîæå áèòè ïðèêàçàíà êàî íà ñëèöè 4 ïîä á).

Ñëèêà 4: à) Ïðâèõ ñåäàì Áðèëóåíîâèõ
çîíà çà äâîäèìåíçèîíàëíó êâàäðàòíó
ðåøåòêó. Çáîã ñèìåòðèjå ðåøåòêå äî-
áî§íî jå íàöðòàòè ñàìî 1/8 ôèãóðå.
á) Ôåðìèjåâà ïîâðø ó òðå£îj çîíè çà
êâàäðàòíó ðåøåòêó ñà 4 åëåêòðîíà ó
åëåìåíòðàíîj £åëèjè. Äèìåíçèjå ñó
çíàòíî óâå£àíå.
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7 Åôåêòèâíà ìàñà

1. Ïîñìàòðàjìî jåäíîäèìåíçèîíàëíè êðèñòàë ñ êîíñòàíòîì ðåøåòêå a è åíåðãèjîì
åëåêòðîía

E(k) =
~2

ma2

(
7

8
− cos ka+

1

8
cos 2ka

)
.

(à) Íàöðòàjòå åíåðãèjñêó çîíó.

(á) Íà¢èòå åôåêòèâíó ìàñó íà äíó è íà âðõó çîíå ðàçëàæó£è E ïî k ó îêîëèíè
òèõ òà÷àêà

(â) Îäðåäèòå åôåêòèâíó èíåðòíó ìàñó åëåêòðîíà èç jåäíà÷èíå

dv

dt
=

1

mi

F,

ãäjå jå F ïðèëîæåíà ñèëà. Íàöðòàjòå çàâèñíîñò mi îä k.

(ã) Íà¢èòå åôåêòèâíó ìàñó àêî jå áðçèíà åëåêòðîíà äàòà èçðàçîì

v =
1

mv

~k

è íàöðòàjòå jå. (Îâà åôåêòèâíà ìàñà óëàçè ó èçðàç çà ïðîâîä§èâîñò.)

(ä) Áðîj ñòà»à ïî jåäèíèöè äóæèíå êðèñòàëà ó èíòåðâàëó òàëàñíèõ âåêòîðà dk
jå dk/2π. Èçðàçèòå ãóñòèíó ñòà»à ïî jåäèíèöè åíåðãèjå ïðåêî k è ìàñå md,
êîjà ñå äåôèíèøå ïðåêî ãóñòèíå ñòà»à. (Ôîðìóëà ìîðà äàâàòè ïðàâèëàí
èçðàç çà ñëó÷àj ñëîáîäíèõ åëåêòðîíà ó jåäíîj äèìåíçèjè, àêî ñå óìjåñòî md

ñòàâè m.)

2. Ïîëàçå£è îä èçðàçà

E(k) = Es − β −
∑
R

γ(R) cos(k·R),

ãäjå ñóìà èäå ñàìî ïî îíèì âåêòîðèìà R èç Áðàâåîâå ðåøåòêå êîjè ïîâåçójó
äàòó òà÷êó (êîîðäèíàòíè ïî÷åòàê) ñà »åíèì íàjáëèæèì ñóñjåäèìà,

(à) Íà¢èòå èçðàç çà åíåðãèjó s-çîíå ó ñëó÷àjó fcc ðåøåòêå.

(á) Íà¢èòå íà øòà ñå îâàj èçðàç ñâîäè êàäà ñå ïîñìàòðàjó ãëàâíè ïðàâöè ñè-
ìåòðèjå ó ïðâîj Áðèëóåíîâîj çîíè:

ΓX: ky = kz = 0, kx = µ
2π

a
, 0 6 µ 6 1;

ΓL: kx = ky = kz = µ
2π

a
, 0 6 µ 6

1

2
;

ΓK: kz = 0, kx = ky = µ
2π

a
, 0 6 µ 6

3

4
;

ΓW: kz = 0, kx = µ
2π

a
, ky =

1

2
µ

2π

a
, 0 6 µ 6 1.

3. Ïîñìàòðàjìî jåäíîäèìåíçèîíàëíè êðèñòàë ó êîjåì åíåðãèjà çàâèñè îä òàëàñíîã
âåêòîðà ïî çàêîíó

E = E1 + (E2 − E1) sin2(akx/2)
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Ïîñòàâèòå ó òó çîíó jåäàí åëåêòðîí ñìàòðàjó£è äà ñå îí íå ðàñèjàâà. Ïîñìà-
òðàjòå ïîíàøà»å åôåêòèâíå ìàñå åëåêòðîíà, »åãîâó áðçèíó è ïîëîæàj ó ðåàë-
íîì ïðîñòîðó ïîä äjåëîâà»åì êîíñòàíòíîã åëåêòðè÷íîã ïî§à, ñìàòðàjó£è äà ñå
Áðàãîâà ðåôëåêñèjà îäâèjà íà ãðàíèöàìà çîíà. Àêî jå a = 1 �A, êîëèêî âðå-
ìåíà ìîðà äjåëîâàòè ïî§å jà÷èíå E = 100 V/m äà áè åëåêòðîí èçâðøèî jåäíó
ïóíó îñöèëàöèjó ó ïðîñòîðó? Àêî jå øèðèíà çîíå 4E = 1 eV, êîjè jå äèjàïàçîí
ðàñòîjà»à êîjà åëåêòðîí ïðå¢å òîêîì jåäíå îñöèëàöèjå?

4. Ïîñìàòðàjìî åëåêòðîí èç ïðåòõîäíîã çàäàòêà. Îïèøèòå ïîíàøà»å åëåêòðîíà
ó ñèíóñíî ìîäóëèñàíîì åëåêòðè÷íîì ïî§ó. Íàjïðèjå ïîñòàâèòå åëåêòðîí ó äíî
çîíå, à çàòèì ïîñìàòðàjòå äjåëîâà»å ñèíóñíîã ïî§à íà åëåêòðîí ñìjåøòåí ó
ñðåä»ó ïî åíåðãèjè òà÷êó çîíå.

5. Àêî íèjå õîìîãåíî ìàãíåòíî ïî§å ó ìåòàëíîì óçîðêó êîjè ñå êîðèñòè ó Äå Õàñ
� Âàí Àëôåíîâîì åêñïåðèìåíòó, îíäà £å ñå òà íåõîìîãåíîñò ïî§à îäðàçèòè íà
ãóñòèíè ñòà»à. Ðàçëè÷èòå îáëàñòè ó êðèñòàëó èìà£å ìàêñèìóì ãóñòèíå g(E) çà
ðàçëè÷èòå âðèjåäíîñòè ïî§à è, êàî ïîñ§åäèöà, ñóñöåïòèáèëíîñò óçîðêà (êîjà
ñóìèðà äîïðèíîñå èç ñâèõ îáëàñòè) ìîæå èçãóáèòè ñâîj îñöèëàòîðíè êàðàêòåð.
Äà ñå òî íå áè äîãîäèëî, ïðîèçâî§íà ïðîñòîðíà âàðèjàöèjà ïî§à δH ìîæå èçà-
çâàòè âàðèjàöèjå åíåðãèjå δE êîjå ñó ìàëå ó ïîðå¢å»ó ñà ðàçëèêîì Eν+1 − Eν
ó ñëó÷àjó åêñòðåìíå îðáèòå. Êîðèñòå£è ñå ÷è»åíèöîì äà jå ∂A/∂kz = 0 çà
åêñòðåìíó îðáèòó, íà¢èòå ïðîìjåíå åíåðãèjå èçàçâàíå ïî§åì, òj. ∂Eν(kz)/∂H.
Îäàòëå çàê§ó÷èòå äà áè ñå îñöèëàòîðíè êàðàêòåð î÷óâàî, íåõîìîãåíîñò ïî§à
ìîðà çàäîâî§èòè óñëîâ

∆H

H
<

∆A

A
,

ãäjå jå A = 2πeH/~c.

6. Ðàçìîòðèòå çàäàòàê î åêñòðåìíîj öèêëîòðîíñêîj îðáèòè ó kxky-ðàâíè Ôåðìèjåâå
ïîâðøè çà àíèçîòðîïíî òâðäî òèjåëî. Èçðàç çà Ôåðìèjåâó åíåðãèjó jå îáëèêà
E = αk2

x + βk2
y. Íåêà íà òèjåëî äjåëójå ìàãíåòíî ïî§å èíäóêöèjå Bz. Íà¢èòå

áðçèíó êîjîì ñå ìèjå»à k ïðè êðåòà»ó ïî îðáèòè, àêî ñå α è β ìå¢óñîáíî ðà-
çëèêójó. Íà¢èòå îðáèòó êîjó åëåêòðîí îïèñójå ó ðåàëíîì ïðîñòîðó çà äàòó
ñèòóàöèjó

7. (à) Õàìèëòîíèjàí êîjè îïèñójå N åëåêòðîíà ó ìåòàëó ìîæå ñå íàïèñàòè ó
îáëèêó

H =
N∑
i=1

(
− ~2

2m
∇2
i − Ze2

∑
R

1

|ri −R|

)
+

1

2

∑
i 6=j

e2

|ri − rj|
, (23)

ãäjå ÷ëàí ñà íåãàòèâíîì ïîòåíöèjàëíîì åíåðãèjîì (ó äà§åì òåêñòó: U ion(r))
îïèñójå ïðèâëà÷íè åëåêòðîñòàòè÷êè ïîòåíöèjàë jåçãàðà ó÷âðø£åíèõ ó òà÷-
êàìà R Áðàâåîâå ðåøåòêå, à ïîñ§åä»è ÷ëàí îïèñójå èíòåðàêöèjó ìå¢ó
åëåêòðîíèìà. Ìîæå ñå óçåòè äà òàêàâ N -÷åñòè÷íè ñèñòåì îïèñójå òàëàñíà
ôóíêöèjà

Ψ(r1s1, r2s2, . . . , rNsN) = ψ1(r1s1)ψ2(r2s2) · · ·ψN(rNsN), (24)
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ãäjå ôóíêöèjå ψi ÷èíå ñêóï îäN îðòîíîðìèðàíèõ jåäíîåëåêòðîíñêèõ ôóíê-
öèjà. Ïîêàæèòå äà jå î÷åêèâàíà âðèjåäíîñò õàìèëòîíèjàíà (23) ó ñòà»ó
(24) äàòà èçðàçîì:

〈H〉 =
∑
i

∫
drψ∗i (r)

(
− ~2

2m
∇2
i + U ion(r)

)
ψi(r)+

+
1

2

∑
i 6=j

∫∫
dr dr′

[
e2

|r− r′|
|ψi(r)|2|ψj(r′)|2

]
.

(25)

Ñâå ôóíêöèjå ψi ñó íîðìèðàíå íà 1, òj.
∫

dr |ψi(r)|2 = 1.

(á) Óçèìàjó£è ó îáçèð óñëîâ íîðìèðà»à ñâàêå ôóíêöèjå ψi, ïîìî£ó Ëàãðàí-
æåâèõ ìíîæèëàöà Ei è ðàçìàòðàjó£è δψi i δψ

∗
i êàî íåçàâèñíå âàðèjàöèjå,

ïîêàæèòå äà èç óñëîâà ñòàöèîíàðíîñòè,

δi〈H〉 = 0,

ñëèjåäå Õàðòðèjåâå jåäíà÷èíå:

− ~2

2m
∇2ψi(r) +

[
e2
∑
j

∫
dr′|ψj(r′)|2

1

|r− r′|

]
ψi(r) = Eiψi(r).

8. (à) Ïîëàçå£è îä èíòåãðàëíå ðåïðåçåíòàöèjå Äèðàêîâå δ-ôóíêöèjå

δ(r) =

∫
dk

(2π)3
eik·r,

êàî è ÷è»åíèöå äà Êóëîíîâ ïîòåíöèjàë φ(r) = −e/r çàäîâî§àâà Ïîàñîíîâó
jåäíà÷èíó

−∇2φ(r) = −4πeδ(r),

ïîêàæèòå äà ñå ïàðíè ïîòåíöèjàë åëåêòðîí-åëåêòðîíñêå èíòåðàêöèjå V (r)=
−eφ(r) = e2/r ìîæå ïðåäñòàâèòè ó îáëèêó

V (r) =

∫
dk

(2π)3
eik·r V (k),

ãäjå jå Ôóðèjåîâ ëèê V (k) îáëèêà

V (k) =
4πe2

k2
.

(á) Ïîêàæèòå äà Ôóðèjåîâ ëèê åêðàíèðàíå Êóëîíîâå èíòåðàêöèjå

φ(r) =
e

r
exp(−k0r)

èìà ñ§åäå£è îáëèê:

Vs(k) =
4πe2

k2 + k2
0

.
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(â) Ïîëàçå£è îä ðåçóëòàòà ïîä 8á), ïîêàæèòå äà Vs(r)çàäîâî§àâà jåäíà÷èíó(
−∇2 + k2

0

)
Vs(r) = 4πe2δ(r).

9. Ïîêàæèòå äà jå ∫
k′<kF

dk′

(2π)3

4πe2

|k− k′|2
=

2e2

π
kFF

(
k

kF

)
,

ãäjå jå

F (x) =
1

2
+

1− x2

4x
ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣ . (26)

10. Ïîêàæèòå äà jå åíåðãèjà åëåêòðîíà ó ãàñó ñëîáîäíèõ åëåêòðîíà äàòà ðåëàöèjîì:

E(k) =
~2k2

2m
− 2e2kF

π
F

(
k

kF

)
, (27)

ãäjå jå ôóíêöèjà F (x) îäðå¢åíà ôîðìóëîì (26).

11. Ïîêàæèòå äà jå ó îêîëèíè äíà çîíå (k = 0) Õàðòðè�Ôîêîâà jåäíîåëåêòðîíñêà
åíåðãèjà (27) êâàäðàòè÷íà ïî k:

E(k) ≈ ~2k2

2m∗
, (28)

ãäjå jå m∗ åôåêòèâíà ìàñà åëåêòðîíà äàòà ôîðìóëîì

m∗

m
=

1

1 + 0,22(rs/a0)
. (29)

Îâäjå jå a0 = ~2/me2 = 5,29 nm Áîðîâ ðàäèjóñ, à rs = (3/4πn)1/2, ãäjå jå n
êîíöåíòðàöèjà åëåêòðîíà.
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8 Ìàãíåòèçàì

1. (à) Ïîñìàòðàjòå ñèñòåì ñà äâà åíåðãèjñêà íèâîà êîjè ñå ìå¢óñîáíî ðàçëèêójó
çà kB4. Òà ðàçëèêà ìîæå äà ñå ïîâå£à ïîä óòèöàjåì ìàãíåòíîã ïî§à èëè
íà íåêè äðóãè íà÷èí. Ïîêàæèòå äà jå ñïåöèôè÷íà òîïëîòà ïî ÷åñòèöè çà
îâàj ñèñòåì äàòà èçðàçîì

C =

(
∂E

∂T

)
4

= kB
(4/T )2e−4/T

(1 + e−4/T )2
.

(á) Ïîêàæèòå äà jå
C ≈ kB(4/2T )2 + · · · ,

êàäà jå èñïó»åí óñëîâ T �4.

2. Ïîêàæèòå äà jå ó ñëó÷àjó ôåðîìàãíåòèêà ñà ïðîñòîì êóáíîì ðåøåòêîì jåäíà-
÷èíà êðåòà»à çà x, îäíîñíî çà y-êîìïîíåíòó ñïèíà îáëèêà:

dSx

dt
=

2JS

~

(
6Syρ −

∑
ρ

Syρ+δ

)
;

dSy

dt
=

2JS

~

(
6Sxρ −

∑
ρ

Sxρ+δ

)
,

ãäjå jå ρ ðàäèjóñ-âåêòîð öåíòðàëíîã àòîìà êîjè jå ñà ñâîjèì íàjáëèæèì ñóñjåäèìà
ïîâåçàí ñà øåñò âåêòîðà δ. Ïîëàçå£è îä îâèõ jåäíà÷èíà èçâåäèòå äèñïåðçèîíè
çàêîí çà ìàãíîíå ó îâîì ñëó÷àjó.

3. Êîðèñòå£è ñå äèñïåðçèîíèì çàêîíîì èç ïðåòõîäíîã çàäàòêà, èçðà÷óíàjòå òî-
ïëîòíè êàïàöèòåò òðîäèìåíçèîíàëíîã ôåðîìàãíåòèêà íà íèñêèì òåìïåðàòó-
ðàìà (kBT � J). Íàïîìåíà: Íà íèñêèì òåìïåðàòóðàìà ìîæåìî ïèñàòè
ωk = Ak2, ãäjå jå A íåêà êîíñòàíòà.

4. Êîðèñòå£è ñå Ëàíæâåíîâîì òåîðèjîì ïàðàìàãíåòèçìà ïîêàçàòè äà ñó ïðè ðà-
çëàãà»ó ó ðåä äèôåðåíöèjàëíå ñóñöåïòèáèëíîñòè ïðâà äâà ÷ëàíà îáëèêà

χ = µ0
dM

dB
= µ0

Nµ2

3kBT

[
1− 1

5

(
µB

kBT

)2

+ · · ·

]
.

5. Ïîñìàòðàjìî ïðîâîäíå åëåêòðîíå íà àïñîëóòíîj íóëè è íåêà èì jå êîíöåíòðàöèjà
jåäíàêà N . Íåêà ñó

N+ =
1

2
N(1 + ξ) i

N− =
1

2
N(1− ξ)

êîíöåíòðàöèjå ñïèíîâà ↑ è ↓.

(à) Ïîêàçàòè äà jå ó ìàãíåòíîì ïî§ó B óêóïíà åíåðãèjà ñïèíîâà îðèjåíòèñàíèõ
↑ è êîjè çàóçèìàjó îäãîâàðàjó£ó åíåðãèjñêó ïîäçîíó îäðå¢åíà èçðàçîì

E+ = E0(1 + ξ)5/3 − 1

2
NµB(1 + ξ),

ãäjå jå E0 = 3
10
NEF , a EF jå Ôåðìèjåâà åíåðãèjà âàí ìàãíåòíîã ïî§à. Íà£è

àíàëîãàí èçðàç çà E−.
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(á) Ïðåòïîñòàâ§àjó£è äà jå ξ � 1, íà£è ìèíèìóì E = E+ + E− ïî ξ è ðàâíî-
òåæíó âðèjåäíîñò ξ êîjà îäãîâàðà òîì ìèíèìóìó. Ïîêàçàòè äà ñå ìàãíåòè-
çàöèjà èçðàæàâà ôîðìóëîì M = 3Nµ2B/2EF .

6. Åôåêò èçìjåíñêå èíòåðàêöèjå ó ñèñòåìó ïðîâîäíèõ åëåêòðîíà ìîæå ñå ïðèáëè-
æíî îïèñàòè ïðåòïîñòàâ§àjó£è äà jå åíåðãèjà èíòåðàêöèjå åëåêòðîíà ñà ïà-
ðàëåëíèì ñïèíîâèìà (↑↑ èëè ↓↓) jåäíàêà −V0, ãäjå jå V0 ïîçèòèâíà âåëè÷èíà,
îäíîñíî jåäíàêà íóëè ó ñëó÷àjó êàäà ñó ñïèíîâè åëåêòðîíà àíòèïàðàëåëíè (↑↓).

(à) Ïîêàæèòå äà jå óêóïíà åíåðãèjà ïîäçîíå ñïèíîâà êîjè ñó îðèjåíòèñàíè
½ãîðå� (↑) äàòà èçðàçîì

E+ = E0(1 + ξ)5/3 − 1

8
V0N

2(1 + ξ)2 − 1

2
NµH(1 + ξ),

è íà¢èòå àíàëîãíè èçðàç çà E−. Ïàðàìåòàð ξ ïðåäñòàâ§à ðåëàòèâíó ðà-
çëèêó áðîjà åëåêòðîíà ñà ñïèíîì ½ãîðå� (↑) è ñïèíîì ½äî§å� (↓).

(á) Íà¢èòå ìèíèìóì óêóïíå åíåðãèjå è ðàâíîòåæíó âðèjåäíîñò ïàðàìåòðà ξ
êîjè òîìå ξ îäãîâàðà ó ãðàíè÷íîì ñëó÷àjó êàäà jå ξ � 1. Ïîêàæèòå äà jå
ìàãíåòèçàöèjà ó òîì ñëó÷àjó äàòà îâèì èçðàçîì:

M = 3Nµ2H

(
2EF −

3

2
V0N

)−1

.

(â) Ïîêàçàòè äà jå ïðè H = 0 óêóïíà åíåðãèjà çà ξ = 0 íåñòàáèëíà àêî jå V >
4EF/3N . Ó òîì ñëó÷àjó ôåðîìàãíåòíî ñòà»å (ξ 6= 0) èìà ìà»ó åíåðãèjó

íåãî ïàðàìàãíåòíî ñòà»å. Çáîã ïðåòïîñòàâêå ξ � 1 ãîðå îïèñàíè óñëîâè

ñó äîâî§íè çà ïîñòîjà»å ôåðîìàãíåòèçìà, àëè íèñó è ïîòðåáíè óñëîâè.

7. Ó òåîðèjè ôåðîìàãíåòèçìà êîjà ñå çàñíèâà íà ìîäåëó êîëåêòèâíèõ åëåêòðîíà
ïðåòïîñòàâ§à ñå äà ñå åíåðãèjà åëåêòðîíà ó íåïîïó»åíîj 3d-§óñöè ìîæå ïðåä-
ñòàâèòè ó îáëèêó

E =
~2k2

2m∗
±NWMµB,

ãäjå jå m∗ åôåêòèâíà ìàñà, NW êîíñòàíòà ìîëåêóëàðíîã ïî§à. Ó ïðåòõîäíîì
èçðàçó ïðâè ÷ëàí jå êèíåòè÷êà åíåðãèjà åëåêòðîíà, à äðóãè åíåðãèjà èçìjåíñêå
èíòåðàêöèjå ó àïðîêñèìàöèjè ìîëåêóëàðíîã ïî§à. Íà£è èçðàç çà ìàãíåòèçàöèjó
íà òåìïåðàòóðè T = 0 K. Íà£è óñëîâ çà ïîñòîjà»å ñïîíòàíå ìàãíåòèçàöèjå
(M 6= 0) íà T = 0 K, à òàêî¢å è óñëîâ êàäà jå M = NµB.

8. Íåêà ñå ñèñòåì ñàñòîjè îä äâèjå ÷åñòèöå ÷èjè ñó ïîëîæàjè ñòðîãî ôèêñèðàíè.
Ñâàêà ÷åñòèöà èìà êîíñòàíòàí ìàãíåòíè ìîìåíàò jåäíàê µ; ìàãíåòíè ìîìåíàò
ìîæå áèòè îðèjåíòèñàí ñàìî ó ïîçèòèâíîì èëè ñàìî ó íåãàòèâíîì ñìjåðó z-îñå.
Ìå¢ó ÷åñòèöàìà äjåëójó ñàìî ñèëå èçìjåíñêå èíòåðàêöèjå, òàêî äà jå óêóïíà
åíåðãèjà ñèñòåìà jåäíàêà +V êàäà ñó ìîìåíòè ïàðàëåëíè, èëè −V êàäà ñó ìî-
ìåíòè àíèòèïàðàëåëíè (↑↓), ïðè ÷åìó jå V = const. Íà ñèñòåì äjåëójå ñïî§àø»å
ìàãíåòíî ïî§å îðèjåíòèñàíî äóæ z-îñå.
Äà áèñìî îájàñíèëè ìàãíåòíî ïîíàøà»å íåêîã ÷âðñòîã ìàãíåòèêà, óçå£åìî êàî
òåîðèjñêè ìîäåë àíñàìáë ãîðå îïèñàíèõ ñèñòåìà, òj. ìàãíåòíèõ ÷åñòèöà. Íåêà
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ó jåäèíèöíîj çàïðåìèíè èìà N òàêâèõ ñèñòåìà. Ïðåòïîñòàâèìî äà ñèñòåìè òîã
àíñàìáëà íå èíòåðåàãójó ìå¢óñîáíî, íèòè ñ îêîëèíîì, jåð ñå çàíåìàðójå ìàëà
èíòåðàêöèjà óñ§åä êîjå ñå óñïîñòàâ§à òåðìîäèíàìè÷êà ðàâíîòåæà.
Èçâåñòè òà÷íó ôîðìóëó çà ìàãíåòèçàöèjó M òàêâîã ìàãíåòèêà êîjè ñå íà ïðîè-
çâî§íîj òåìïåðàòóðè T ó ïî§ó H íàëàçè ó ñòà»ó òåðìîäèíàìè÷êå ðàâíîòåæå.
Ó ñëèjåäå£èì ñëó÷àjåâèìà íà£è ïðèáëèæíå èçðàçå çà ìàãíåòèçàöèjó è ïðîäè-
ñêóòîâàòè èõ:

(à) |µH| � kT, |V | � kT ;

(á) |µH| � kT, |V | � kT, V < 0;

(â) |µH| � kT, |V | � kT, V > 0;

(ã) |µH| � kT � |V |;
(ä) kT � |µH| � |V |, |V | < 0;

(å) kT � |µH| � |V |, |V | > 0.

9. Ïîêàæèòå äà jå íà òåìïåðàòóðàìà ìíîãî ìà»èì îä Ôåðìèjåâå òåìïåðàòóðñêè
çàâèñíà ïîïðàâêà Ïàóëèjåâå ñóñöåïòèáèëíîñòè äàòà èçðàçîì

χ(T ) = χ(0)

{
1− π2

6
(kBT )2

[(
g′

g

)2

− g′′

g

]}
,

ãäjå jå g, g′ è g′′ ãóñòèíà ñòà»à è »åíè èçâîäè íà Ôåðìèjåâîj ïîâðøè. Ïîêàæèòå
äà ñå çà ñëîáîäíå åëåêòðîíå òà ôîðìóëà ñâîäè íà îáëèê

χ(T ) = χ(0)

[
1− π2

12

(
kBT

EF

)2
]
.

10. Ïîêàæèòå äà jå çà èäåàëàí ïàðàìàãåíòèê, ÷èjà ñëîáîäíà åíåðãèjà èìà îáëèê
F = Φ(βH)/β, ãäjå jå β = 1/kBT , à kB Áîëöìàíîâà êîíñòàíòà, ñïåöèôè÷íà
òîïëîòà ïîâåçàíà ñà ñóñöåïòèáèëíîø£ó ðåëàöèjîì

cH = T

(
∂s

∂T

)
H

=
H2χ

T
,

à ó ñëó÷àjó êàäà âàæè Êèðèjåâ çàêîí ðåëàöèjîì

cH =
1

3

N

V
kBTJ(J + 1)

(
gµBH

kBT

)2

.

Îöjå»ójó£è äîïðèíîñ ðåøåòêå ñïåöèôè÷íîj òîïëîòè êîðèñòå£è ñå Äåáàjåâîì
àïðîêñèìàöèjîì íà íèñêèì òåìïåðàòóðàìà, ïîêàæèòå äà äîïðèíîñ ðåøåòêå ïî-
ñòàjå ìà»è îä ñïèíñêîã äîïðèíîñà íà òåìïåðàòóðè ðåäà

T0 ≈
(
N

Ni

)1/5(
gµBH

kBΘD

)2/5

ΘD,

ãäjå jå Ni óêóïàí áðîj jîíà, à N áðîj ïàðàìàãíåòíèõ jîíà. Êîëèêà jå òèïè÷íà
âðèjåäíîñò gµBH/kBΘD ó ïî§ó H = 104 Gs?
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9 Ìàãíîíè

1. Èçâåäèòå äèñïåðçèîíè çàêîí çà ìàãíîíå ó ñëó÷àjó jåäíîäèìåíçèîíàëíîã àíòè-
ôåðîìàãíåòíîã ëàíöà.

2. Ïîñìàòðàjòå ìàãíåòíó ñòðóêòóðó êîjà ñå ñàñòîjè îä äâèjå âðñòå jîíà ñìjåøòåíèõ
ó äâèjå ïîäðåøåòêå êîjå óëàçå jåäíà ó äðóãó. Íåêà ñó êîíñòàíòå èíòåðàêöèjå
ñïèíîâà ó ïîäðåøåòêè A, ïîäðåøåòêè B i èçìå¢ó ïîäðåøåòêè JA, JB è JAB,
ðåñïåêòèâíî.

(à) Ïðèìjå»ójó£è òåîðèjó ñðåä»åã ïî§à íà îâàj ñëó÷àj, ïîêàæèòå äà ñó ìàã-
íåòèçàöèjå ïîäðåøåòêè äàòå ñ§åäå£èì èçðàçèìà:

MA = M0

(
H + λAMA + λABMB

T

)
,

MA = M0

(
H + λBMB + λABMA

T

)
,

ãäjå jå M0(x) îçíàêà çà ðjåøå»å ó ñëó÷àjó ñèñòåìà áåç èíòåðàêöèjå.

(á) Êîðèñòå£è ñå îâèì jåäíà÷èíàìà ïîêàæèòå äà jå ñóñöåïòèáèëíîñò èçíàä TC
äàòà îäíîñîì äâà ïîëèíîìà îä êîjèõ jå jåäàí ïðâîã, à jåäàí äðóãîã ðåäà ïî
T .

(â) Ïîêàæèòå äà èçðàç çà ñóñöåïòèáèëíîñò ïîíîâî äîáèjà îáëèê Êèðèjåâîã
çàêîíà êàäà ñó jîíè äâèjó ïîäðåøåòêè èñòè è èíòåðåàãójó ôåðîìàãíåòíèì
âåçàìà (λA = λB > 0, λAB > 0).

(ã) Ïîêàæèòå äà êàäà ñó jîíè èñòè è âàæè äà jå λA = λB > 0, àëè jå âåçà ìå¢ó
ïîäðåøåòêàìà àíòèôåðîìàãíåòíà (λAB < 0), òåìïåðàòóðà ïðåëàçà TC ó
Êèðèjåâîì çàêîíó ïîñòàjå íåãàòèâíà.

3. Çà ìàëå âðèjåäíîñòè àðãóìåíòà x Áðèëóåíîâà ñå ôóíêöèjà BJ(x) ìîæå ïðèêà-
çàòè êàî

BJ(x) = Ax−Bx2 + · · · ,

ãäjå ñó A è B ïîçèòèâíå êîíñòàíòå. Êîðèñòå£è ñå îâèì ðàçâîjåì, íà¢èòå êðè-
òè÷íå åêñïîíåíòå β è δ, êîjè îïèñójó çàâèñíîñò ìàãíåòèçàöèjå îä òåìïåðàòóðå
ó íóëòîì ïî§ó, îäíîñíî çàâèñíîñò îä ïî§à ïðè T = TC , råñïåêòèâíî.

4. Ïîêàæèòå äà ñå íà òåìïåðàòóðàìà çíàòíî íèæèì îä TC ó îêâèðó òåîðèjå ìîëå-
êóëàðíîã ïî§à äîáèjà ìàãíåòèçàöèjà ôåðîìàãíåòèêà êîjà ñå ðàçëèêójå îä ìàã-
íåòèçàöèjå çàñè£å»à çà âåëè÷èíó êîjà åêñïîíåíöèjàëíî çàâèñè îä −1/T .
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10 Åëåêòðèöèòåò

1. Íåêà jå ó ïëàçìè ïðè íèñêîì ïðèòèñêó êîíöåíòðàöèjà ñëîáîäíèõ åëåêòðîíà
n. Ïîêàæèòå äà jå ôðåêâåíòíà çàâèñíîñò äèåëåêòðè÷íå ïðîïóñò§èâîñòè äàòà
ôîðìóëîì

εr = 1− ne2

mω2ε0

.

Ïîñìàòðàjòå ñàäà ïðîñòèðà»å åëåêòðîìàãíòåíîã çðà÷å»à ðàçëè÷èòèõ ôðåêâåí-
öèjà êðîç òó ïëàçìó. Ïðèìèjåíèòå äîáèjåíè ðåçóëòàò íà ñëó÷àj ìåòàëíîã íà-
òðèjóìà è îäðåäèòå âðèjåäíîñò ôðåêâåíöèjå íà êîjîj εr ïîñòàjå jåäíàêî íóëè.
(Åêñïåðèìåíòàëíî îäðå¢åíà âðèjåäíîñò èçíîñè λ ∼ 2000 �A).

2. Ïîëàçå£è îä ïðåòïîñòàâêå î àíõàðìîíèjñêîì îñöèëîâà»ó ÷åñòèöà ó êðèñòàëíîj
ðåøåòêè, îájàñíèòå ïîjàâó ïèðîåëåêòðè÷íîã åôåêòà.

3. Ñâè ìîëåêóëè äèåëåêòðèêà èìàjó äèïîëíè ìîìåíàò èñòîã èíòåíçèòåòà p. Êàä
ñå äèåëåêòðèê íà¢å ó åëåêòðè÷íîì ïî§ó jà÷èíå E, äîëàçè äî îðèjåíòàöèîíå
ïîëàðèçàöèjå. Ó èçðàçó çà ñïåöèôè÷íó òîïëîòó ñå ñòîãà ïîjàâ§ójå jåäàí ÷ëàí
êîjè jå óçðîêîâàí òîì ïîëàðèçàöèjîì. Íà£è åêñïëèöèòàí îáëèê òîã ÷ëàíà.

4. Ïîëàçå£è îä Ëàíäàóîâå òåîðèjå ïîêàæèòå äà jå ïîëàðèçàöèjà çàñè£å»à íà T =
TC , ó òà÷êè ïðåëàçà ïðâîã ðåäà, äàòà èçðàçîì

P 2
s (TC) =

3|g4|
4g6

,

à çàòèì êîðèñòå£è ñå òèì ðåçóëòàòîì ïîêàæèòå äà jå TC = T0 +
3g2

4

16γg6

. (Ó

Ëàíäàóîâîj òåîðèjè ñëîáîäíà åíåðãèjà jå äàòà èçðàçîì:

F (P, T,E) = −EP + g0 +
1

2
γ(T − T0)P 2 +

1

4
g4P

4 +
1

6
g6P

6 + · · · .)

5. Àêî ñå ó äèåëåêòðèêó ïðè ïðîìjåíè òåìïåðàòóðå ìèjå»à è áðîj ÷åñòèöà ó jå-
äèíè÷íîj çàïðåìèíè, òàäà ïîñòîjè òåìïåðàòóðà íà êîjîj äèåëåêòðè÷íà ïðîïó-
ñò§èâîñò òåæè áåñêîíà÷íîñòè è èçíàä êîjå âàæè Êèðè�Âàjñîâ çàêîí. Äîêàçàòè.
(Ïðåòïîñòàâèòè äà ñâè îñòàëè ïàðàìåòðè äèåëåêòðèêà íå çàâèñå îä òåìïåðà-
òóðå.)

6. Ïîòåíöèjàë ó òà÷êè r êîjè ïîòè÷å îä äèïîëà êîjè ñå íàëàçè ó òà÷êè r′, èçíîñè

φ = −p · ∇ 1

|r− r′|
.

Êîðèñòå£è îãðàíè÷å»à êîjà íàìå£ó óñëîâè êóáíå ñèìåòðèjå íà òåíçîð∑
r′

∇µ∇ν
1

|r− r′|
,

è èìàjó£è ó âèäó äà jå ∇2

(
1

r

)
= 0, r 6= 0, ïîêàæèòå äà jå ïî§å E(r) jåäíàêî

íóëè êàäà ðàñïîðåä òà÷àêà r′ ó êîjèìà ñå íàëàçå äèïîëè èìà êóáíó ñèìåòðèjó
ó îäíîñó íà òà÷êó r.
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11 Ñóïåðïðîâîä§èâîñò

1. Ïîñìàòðàjìî áåñêîíà÷íó ñóïåðïðîâîäíó ïëî÷ó íîðìàëíó íà y-îñó. Íåêà jå äå-
á§èíà ïëî÷å 2d è íåêà ñå êîîðäèíàòíè ïî÷åòàê íàëàçè ó ñðåäèíè ïëî÷å. Ïëî÷à
ñå íàëàçè ó õîìîãåíîì ìàãíåòíîì ïî§ó H0 êîjå jå îðèjåíòèñàíî äóæ z-îñå.

(à) Êîðèñòå£è ñå Ëîíäîíîâèì è Ìàêñâåëîâèì jåäíà÷èíàìà ïîêàæèòå äà jå ó
ñóïåðïðîâîäíèêó

B = B(y)ez, B(y) = H0
ch(y/λ)

ch(d/λ)
.

(á) Ïîêàæèòå äà jå ó ðàâíîòåæíîì ñëó÷àjó ãóñòèíà äèjàìàãíåòíå ñòðójå jåä-
íàêà

j = j(y)ex, j(y) =
c

4πλ

sh(y/λ)

ch(d/λ)
.

(â) Ìàãíåòèçàöèjà ó íåêîj òà÷êè óíóòàð ïëî÷å jåäíàêà jå M = (B(y)−H0)/4π.
Ïîêàæèòå äà jå ñðåä»à ìàãíåòèçàöèjà (ìàãíåòèçàöèjà óñðåä»åíà ïî äå-
á§èíè ïëî÷å) jåäíàêà

M = −H0

4π

(
1− λ

d
th
d

λ

)
.

(ã) Ïîêàæèòå äà jå ó ñëó÷àjó d� λ

M(x) = − H0

πλ2
(d2 − y2).

(ä) Íà¢èòå èçðàç çà ñóñöåïòèáèëíîñò ó ñëó÷àjó äåáåëå (d � λ) è ó ñëó÷àjó
òàíêå (d� λ) ïëî÷å.

2. (à) Êîðèñòå£è ñå ðåçóëòàòèìà ( 1ã) ïîêàæèòå äà jå ãóñòèíà åíåðãèjå ñóïåð-
ïðîâîäíîã ôèëìà äåá§èíå 2d � λ ó ñïî§àø»åì ìàãíåòíîì ïî§ó H0 íà
òåìïåðàòóðè T = 0 K äàòà ôîðìóëîì

US(y,H0) = US(0) +
H2

0

8πλ2
(d2 − y2).

(á) Ïîêàæèòå äà jå ìàãíåòíè äîïðèíîñ ó US óñðåä»åí ïî äåá§èíè ôèëìà jåä-
íàê

H2
0

24πλ

(
d

λ

)2

.

(â) Àêî óçìåìî ó îáçèð ñàìî ìàãíåòíè äîïðèíîñ ó US, ïîêàæèòå äà jå ó òîì
ñëó÷àjó êðèòè÷íî ïî§å òàíêîã ôèëìà ïðîïîðöèîíàëíî (λ/d)HC , ãäjå jå HC

êðèòè÷íî ïî§å ìàñèâíîã ñóïåðïðîâîäíèêà.
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3. Ñòðójà jà÷èíå I òå÷å êðîç öèëèíäðè÷íó ñóïåðïðîâîä§èâó æèöó ïîëóïðå÷íèêà
r. Àêî jå ïî§å êîjå ãåíåðèøå òà ñòðójà èçâàí æèöå à ó íåïîñðåäíîj áëèçèíè
ïîâðøè æèöå jåäíàêî HC , òàäà jå

I = 5rHC .

Äîêàçàòè.

4. Ó îêâèðó Ãèíçáóðã�Ëàíäàóîâå òåîðèjå íà¢èòå èçðàç çà êðèòè÷íó ñòðójó òàíêå
æèöå.

5. Äèñêóòîâàòè ðàâíîòåæíó êðèâó ìàãíåòèçàöèjå çà îáðàçàö ó îáëèêó ðîòàöèîíîã
åëèïñîèäà ó ïî§ó H0 êîjå jå ïàðàëåëíî îñè åëèïñîèäà. Îáðàçàö jå îä ñóïåðïðî-
âîäíèê äðóãå âðñòå.

6. Èçðà÷óíàòè Ãèáñîâ ïîòåíöèjàë çà ëàìèíàðíó ñòðóêòóðó. Óïîðåäèòè ðåçóëòàò
ñà âîðòåêñíèì ñòà»åì.

7. Ðàçìîòðèòè ñòðóêòóðó âîðòåêñà êîjè ñå ôîðìèðà ó òàíêîì ôèëìó ó ìàãíåòíîì
ïî§ó íîðìàëíîì íà ôèëì.

8. Èñïèòàòè ðàñèjà»å ñïîðèõ íåóòðîíà íà ïåðèîäè÷íîj âîðòåêñíîj ðåøåòêè ó ñó-
ïåðïðîâîäíèêó.

9. Ðàçìîòðèòè ôëóêòóàöèjå ïîòåíöèjàëà ñïàðèâà»à ∆ ó íîðìàëíîj ôàçè T > Tc
âàí ïî§à.

10. Èçðà÷óíàòè åíåðãèjó NS�ãðàíèöå çà ñóïåðïðîâîäíèê ïðâîã ðåäà ó ãðàíè÷íîì
ñëó÷àjó êàäà ñå ìîæå çàíåìàðèòè äóáèíà ïðîäèðà»à ïî§à.

11. Ïîêàæèòå äà âàæè ðåëàöèjà

HC2 =
√

2
λ

ξ
HC(T ),

ãäjå jå HC2 ãîð»å êðèòè÷íî ïî§å, HC òåðìîäèíàìè÷êî êðèòè÷íî ïî§å, λ Ëîí-
äîíîâà äóáèíà ïðîäèðà»à, a ξ êîõåðåíöèîíà äóæèíà.

12. Èçðà÷óíàòè ñðåä»è êâàäðàò ðàäèjóñà % Êóïåðîâîã ïàðà.

13. Ó æåëå ìîäåëó îöèjåíèòè âåëè÷èíó N(0)V çà ïðîñòå ìåòàëå.

14. Ïîñìàòðàjìî ïàð åëåêòðîíà ó ñèíãëåòíîì ñòà»ó êîjè jå îïèñàí ñèìåòðè÷íîì
ïðîñòîðíîì òàëàñíîì ôóíêöèjîì

φ(r− r′) =

∫
dk

(2π)3
χ(k) eik·(r−r

′) . (30)

Ó èìïóëñíîj ðåïðåçåíòàöèjè Øðåäèíãåðîâà jåäíà÷èíà èìà îáëèê(
E − 2

~2k2

2m

)
χ(k) =

∫
dk′

(2π)3
V (k,k′)χ(k′). (31)
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Ïðåòïîñòàâèìî äà îâè åëåêòðîíè ìå¢óñîáíî èíòåðåàãójó ó ïðèñóñòâó äåãåíå-
ðèñàíîã åëåêòðîíñêîã ãàñà ñà êîjèì íå èíòåðåàãójó, àëè ñà êîjèì ñó ïîâåçàíè
Ïàóëèjåâèì ïðèíöèïîì çàáðàíå, òj. åëåêòðîíñêè íèâîè ñà k < kF ñó çàáðà»åíè
ñó çà ñâàêè îä òà äâà åëåêòðîíà. Îäàòëå ñëèjåäè äà jå

χ(k) = 0, k < kF . (32)

Íåêà èíòåðàêöèjà ìå¢ó òèì ñïàðåíèì åëåêòðîíèìà (êîjà îäãîâàðà ïðèâëà÷å»ó)
èìà ñ§åäå£è îáëèê:

V (k1,k2) ≡

−V, EF 6
~2k2

i

2m
6 EF + ~ω çà i = 1, 2,

0, ó ñâèì äðóãèì ñëó÷àjåâèìà.
(33)

Òðàæè£åìî ðjåøå»à Øðåäèíãåðîâå jåäíà÷èíå (31) êîjà îäãîâàðàjó âåçàíèì ñòà-
»èìà è çàäîâî§àâàjó óñëîâ (32). Ïîøòî ðàçìàòðàìî ñàìî jåäíîåëåêòðîíñêå íè-
âîå, ÷èjå åíåðãèjå êàäà íåìà ïðèâëà÷å»à ïðåâàçèëàçå 2EF , âåçàíà ñòà»à èìàjó
åíåðãèjó E < 2EF , à åíåðãèjà âåçå jå jåäíàêà

∆ = 2EF − E. (34)

(à) Ïîêàæèòå äà âåçàíà ñòà»à ïîñòîjå àêî jå çàäîâî§åíà jåäíà÷èíà

1 = V

EF +~ω∫
EF

N(E) dE
2E − E

, (35)

ãäjå jå N(E) ãóñòèíà jåäíîåëåêòðîíñêèõ ñòà»à êîjà îäãîâàðàjó äàòîì ñïèíó.

(á) Ïîêàæèòå äà jåäíà÷èíà (35) èìà ðjåøå»å ñà åíåðãèjîì E < 2E çà ìà êîëèêî
ìàëî V àêî jå N(EF ) 6= 0.

(â) Ïðåòïîñòàâ§àjó£è äà ñå N(E) ó îáëàñòè EF < E < EF + ~ω ñêîðî íå ðàçëè-
êójå îä N(EF ), ïîêàæèòå äà jå åíåðãèjà âåçå îäðå¢åíà èçðàçîì

∆ = 2~ω
e−2/N(EF )V

1− e−2/N(EF )V
,

îäíîñíî ó àïðîêñèìàöèjè ñëàáå âåçå

∆ = 2~ω e−2/N(EF )V .

15. �îçåôñîíîâ êîíòàêò SS ′ ñåðèjñêè jå óê§ó÷åí ó êîëî êîjå ñå ñàñòîjè îä òåðìîãå-
íîã îòïîðà R è èçâîðà íïîíà U . Íà£è ñòðójó êîjà òå÷å êðîç êîëî.

16. Ïîëàçå£è îä jåäíà÷èíà

~
∂ϕ

∂t
= − ∂H

∂(N/2)
= −2µ

è
J = J0 sin(ϕ2 − ϕ1)

èçðà÷óíàòè ðàä êîjè jå ïîòðåáíî óëîæèòè äà íàñòàíå ðàçëèêà ôàçà ∆ϕ èçìå¢ó
äâàjó ñëàáî âåçàíèõ ñóïåðïðîâîäíèêà. Ïîçíàòî jå äà jå ðàä êîjè ñå èçâðøè
íàä ñèñòåìîì ó èçîòåðìñêèì óñëîâèìà jåäíàê ïðîìjåíè ñëîáîäíå åíåðãèjå. Íà
îñíîâó òîãà íà£è ðàâíîòåæíó ðàçëèêó ôàçà èçìå¢ó äâàjó ñóïåðïðîâîäíèêà.
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