Finansijska matematika 1

PMF, Podgorica

Zimski semestar 2019-20



Cetvrta nedjelja



Konstnantni intenzitet kamate

PRETPOSTAVKA: §(t) = & = const.

» Pocetak poglavlja 3
> Pretpostavka vazi do kraja poglavlja 4



Veli¢ine v i o

Sadasnja vrijednost:
> v(t) = exp( s 0(s) ds) =e %

> v = v(0) = e~ - diskontni faktor

> v(t) =t

Sadasnja vrijednost zavisi samo od duzine perioda
Vrijednost u trenutku s kapitala C sa rokom dospije¢a s + t je:

Cv(s +t)

/(5) =Cv



Akumulacija kapitala

F(t) = exp ( /0 "5(s) ds) _ ot

» i = e’ — 1 (konstantna) efektivna kamatna stopa
> 1+i=9
> F(t)=(1+)!



Diskontna stopa

Konstantna diskontna stopa
d=1-v=1-—¢e"

Interpretacija:
Kapital 1 — d ulozen po kamatnoj stopi i se nakon godinu dana
akumulira na 1:

(1—d)(1+i):(1—1ii>(1+i):1

Dakle, 1 — d = v je sadasnja vrijednost kapitala vrijednosti 1.




Diskontna stopa

Jednakost d = iv

_ _ 1 i
Pd_l—v_l—l—_H_l—_H_lv

» Interpretacija?



Diskontna stopa

Jednakost d = iv

_ _ 1 i
Pd_l—v_l—l—_H_l—_H_lv

» Interpretacija?

1— 14+
1-d—1

Sadasnja vrijednost kamate 7 je d



Diskontna stopa i neprekidno kamacenje

Jednakost d = 0F(1)

1 P
/ e Ot dt = 1-¢ =
0 o

>

Interpretacija?



Diskontna stopa i neprekidno kamacenje

Jednakost d = 0F(1)

1 P
/ e Ot dt = 1-¢ =
0 o

>

Interpretacija?

d=0F(1) = iv!



Veli¢ined , i, vid

Value Of 0 i v d
In Terms Of
o e —1 g0 1—eg0

i In (141) (140" i1+
4 —In v V71 —1 1—v
d —In (1-4d) (1—d) ™" —1 1-d




Jednacina vrijednosti

Uvodni primjer

EXAMPLE 3.2.2

In return for an immediate payment of £500 and a further
payment of £200 2 years from now, an investor will receive
£1,000 after 5 years. Find the yield for the transaction.

Solution
Choose 1 year as the unit of time. The equation of value at
time 0 is

£(i) = ~500 — 200(1 + 1) % + 1,000(1 + 1) ® = 0

Our earlier discussion indicates that there is a unique root by
Theorem 3.2.2.




Jednacina vrijednosti

Uvodni primjer

Since f (0.08) = 9.115 and f (0.09) = —18.405, the yield is
between 8% and 9% per annum. A first approximation for
the yield, obtained by linear interpolation, is

9.1156-0

0.08 4 (0.09 — 0.08) 9116 — (—18.406) = 0.0833

i.e, I = 8.33% per annum.

If the yield were required to a greater degree of accuracy, one
might evaluate f (0.085) and interpolate between this and
£(0.08). The yield to four decimal places is, in fact, 8.3248%
per annum.




Jednacina vrijednosti

Uvodni primjer

Zakljucak
» Ako investitor moze da ulozi novac negdje drugo po kamatnoj
stopi ve¢oj od i = 0.833 investicija je nepovoljna
» Ako investitor moze da ulozi novac negdje drugo samo po
kamatnoj stopi manjoj od i = 0.833 investicija je povoljna

» Sadasnja vrijednost investicije obracunata sa kamatnom
stopom i = 0.833 je nula!

» |/ je interna stopa prinosa (implied yield, internal rate of return,
IRR).

Cilj: definistati i opisati IRR za opste novcane tokove



Jednacina vrijednosti

> t1, to, ..., t, — fiksirani trenuci

> c,0,...,cnER

» ¢; — neto tok novca u trenutku t;
» ¢ > 0 — prihod u trenutku t;
» ¢; < 0 - rashod u trenutku t;

» & — (nepoznati) intenzitet kamate

» i — (nepoznata) kamatna stopa

Pitanje:

Po kojoj (konstantnoj) kamatnoj stopi i je sadasnja vrijednost toka
novca jednaka 07



Jednacina vrijednosti

Jednacina vrijednosti po i

n n
I SR
k=1

k=1

Jednacina vrijednosti po §

n
E cke_‘stk =0
k=1



Jednacina vrijednosti

Neprekidni slucaj

» p(t) — neto intenzitet nocanog toka
> p(t) > 0 — intenzitet prihoda
> p(t) < 0 — intenzitet rashoda

» ¢ — (nepoznati) konstantni intenzitet kamate

Jednacina vrijednosti

/ p(t)e %t dt =0
0

Moze se razmatrati i kombinovani slu€aj sa intenzitetom novcanog
toka i diskretnim nov€anim tokom, kao i ranije.



Jednacina vrijednosti

Broj rjesenja
> Moguce je da jednacina nema rjesenja
> Vise od jednog rjesenja - interpretacija?
» Jedinstveno rjesenje - uslovi?

» Intenzitet kamate odreden jednainom vrijednosti je
jedinstveno rjesenje dg (ako postoji).

» Interna stopa prinosa ili kamatna stopa odredena jednacinom
vrijednosti je jedinstveno rjesenje iy = 1 — e~% (ako postoji).



Jednacina vrijednosti

Teoreme

Teorema 3.2.1
Ako niz neto novcanih tokova ci, ¢, ..., ¢, mijenja znak tacno
jednom onda jednacina vrijednosti ima jedinstveno rjesenje.

Teorema 3.2.2

Ako niz kumulativnih vrijednosti nov€anog toka A, Ay, ..., Ap,
gdje je A; = ¢c1 + ...+ ¢;, mijenja znak tacno jednom onda
jednacina vrijednosti ima jedinstveno rjesenje.

» Dokaz prve teoreme jako lak: neprekidna strogo monotona
funkcija sije¢e Ox osu tacno jednom.

» Dokaz druge teoreme tehnicki zahtjevniji.



Jednacina vrijednosti

Opsti slucaj

» Iznenadujuce komplikovan
» Problemati¢ne interpretacije u slucaju vise rjesenja

» Obimna literatura



Sljedece nedelje:



Anuiteti

Konacéni niz (jednakih) uplata
Anticipativni annuitet (annuity due)
» n godisnjih uplate vrijednosti 1 pocev od pocetka prve godine.
» Sadasnja vrijednost se oznacava sa an:

1 . ne 1—v"
:a@—va@: d

dm=1l+v+vi4. v

Dekurzivni annuitet (immediate annuity)
» n godisnjih uplate vrijednosti 1 pocev od kraja prve godine.
» Sadasnja vrijednost se oznacava sa ag:

1—v"

i

am=v+vVi+vi4. v =



Anuiteti sa vise godisnjih uplata

» Anuiteti sa m jednakih uplata m puta godisnje.

» Sadasnje vrijednosti se oznaCavaju sa: é(mm) [ a(mm).



Rastuci i opadajuéi anuiteti

» Prirodno se definidu i rastuéi anuiteti sa uplatama 1,2,...,n
» Za sadasnje vrijednosti se koriste oznake: (/a)7) i (/a)7).

» Razmatraju se i opadajuéi anuiteti sa uplatama n,n—1,...,1
» Za sadasnje vrijednosti se koriste oznake: (D)7 i (Da)n.



Ukupna vrijednost anuiteta

Qi
szid ISm:

~—

o1 (1+i)"—1

qm _ A" =1 m _ (147)"—1
g d(m) g i(m)

(15)m,  (Isym, (D&)A, (Ds), ...



Perpetuiteti

Beskonacni niz (jednakih) uplata
Anticipativni perpetuitet (perpetuity due)

» Godisnje uplate vrijednosti 1 pocev od pocetka prve godine.

» Sadasnja vrijednost se oznacava sa ds:

.. 1
am:1+V+v2+...: =

1
1-v d

Dekurzivni perpetuitet (immediate perpetuity)

» Godisnje uplate vrijednosti 1 pocev od kraja prve godine.

» Sadasnja vrijednost se oznacava sa asg:

asg=v+ ViV = =z



Perpetuiteti sa m godisnjih plac¢anja
Anticipativni perpetuitet sa m godisnjih plac¢anja

» m godisnjih uplata vrijednosti # pocev od pocetka prvog
perioda duzine 1

» Sadasnja vrijednost se oznacava sa a

(m).
S
1 vm  ve 11
s(m) _ L Vo v _ 2 _
e I B e mi_ym (m)

Dekurzivni perpetuitet sa m godisnjih pla¢anja

» m godisnjih uplata vrijednosti % pocev od kraja prvog perioda
duzine %

» Sadasnja vrijednost se oznacava sa a

(m).
= -
1




Neprekidni perpetuitet

> Neprekidna placanja pocev od trenutka t = 0.
» Konstantan intenzitet placanja r(t) = 1.

» Sadasnja vrijednost se oznacava sa as:

+oo 1
5@ = / €_6t dt = —
0 )



