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Peta nedjelja



Anuiteti krajem roka
Immediate annuity-certain

Dekurzivni anuiteti (anuiteti krajem roka)
I Niz od n (godišnjih) uplata, vrijednost svake uplate je 1
I Uplate se vrše krajem perioda: k-ta uplata u trenutku t + k

Sadašnja vrijednost (u trenutku t)

an =
n∑

k=1

vk =
v(1− vn)

1− v
=

1− vn

v−1 − 1
=

1− vn

i

Ukupna vrijednost (u trenutku t + n)

sn =
n∑

k=1

(1 + i)n−k = (1 + i)nan =
(1 + i)n − 1

i



Anuiteti početkom roka
Annuity-due

Anticipativni anuiteti (anuiteti početkom roka)
I Niz od n (godišnjih) uplata, vrijednost svake uplate je 1
I Uplate početkom perioda: k-ta uplata u trenutku t + k − 1

Sadašnja vrijednost (u trenutku t)

än =
n∑

k=1

vk−1 =
1− vn

1− v
=

1− vn

d

Ukupna vrijednost (u trenutku t + n)

s̈n =
n−1∑
k=0

(1 + i)n−k = (1 + i)n än =
(1 + i)n − 1

d



Anuiteti
Neke jednakosti

Veza između an i än

än = (1 + i)an

än = 1 + an−1

1 = i an + vn = d än + vn

Veza između sn i s̈n

s̈n = (1 + i)sn

s̈n = sn+1 − 1

(1 + i)n = i sn + 1 = d s̈n + 1



Anuiteti
Neke jednakosti

Veza između an i sn

sn = (1 + i)nan

Veza između än i s̈n

s̈n = (1 + i)n än



Perpetuiteti
Beskonačni niz (jednakih) uplata

Dekurzivni perpetuitet (immediate perpetuity)
I Godišnje uplate vrijednosti 1, k-ta uplata u trenutku t + k

I Sadašnja vrijednost:

a∞ =
∞∑
k=1

vk = lim
n→∞

an =
v

1− v
=

1
i

Anticipativni perpetuitet (perpetuity due)
I Godišnje uplate vrijednosti 1, k-ta uplata u trenutku t + k − 1
I Sadašnja vrijednost:

ä∞ =
∞∑
k=0

vk = lim
n→∞

än =
1

1− v
=

1
d



Odloženi anuiteti
I t = 0, prvih m ∈ N godina nema uplata
I Niz od n (godišnjih) uplata, vrijednost svake uplate je 1

Odloženi dekurzivni anuiteti (krajem roka)
I Uplate se vrše krajem perioda: k-ta uplata u trenutku m + k

I Sadašnja vrijednost (u trenutku t = 0):

m|an =
n∑

k=1

vm+k = am+n − an = vman

Odloženi anticipativni anuiteti (početkom roka)
I Uplate početkom perioda: k-ta uplata u trenutku m + k − 1
I Sadašnja vrijednost (u trenutku t = 0):

m|än =
n∑

k=1

vm+k−1 = äm+n − än = vm än



Neprekidni anuiteti

I Konstantno neprekidno plaćanje u vrijednosti 1 godišnje
I Konstantan intenzitet plaćanja: ρ(t) ≡ 1 [Vidi 3. nedjelju]

I n ∈ R+ – trajanje plaćanja

Neprekidni anuitet
Sadašnja vrijednost u trenutku t = 0:

ān =

∫ n

0
e−δt dt =

1− e−δn

δ
=

1− vn

δ
, (δ 6= 0)

Veza sa diskretnim anuitetima

ān =
i

δ

1− vn

i
=

i

δ
an



Odloženi neprekidni anuitet

I Konstantno neprekidno plaćanje u vrijednosti 1 godišnje
I Konstantan intenzitet plaćanja: ρ(t) ≡ 1
I n ∈ R+ – trajanje plaćanja
I Plaćanje počinje u trenutku m ∈ R+;

Odloženi neprekidni anuitet
Sadašnja vrijednost u trenutku t = 0:

m|ān =

∫ m+n

m
e−δt dt = ām+n − ān = vm ān



Varijabilni anuiteti

I Niz od n uplata
I k-ta uplata u trenutku tk
I Xk – Vrijednost k-te uplate
I Sadašnja vrijednost:

∑n
k=1 v

tkXk

Specijalni slučajevi
I Rastući anuitet: Xk = tk = k

I Opadajući anuitet: tk = k , Xk = n − k

I Xk formira geometrijsku progresiju



Rastući anuiteti
Dekurzivni rastući anuiteti

I Niz od n uplata vrijednosti: 1, 2, ..., n
I k-ta uplata u trenutku k

I k – Vrijednost k-te uplate

I Sadašnja vrijednost: (Ia)n =
∑n

k=1 kv
k =

än − nvn

i

Sadašnja vrijednost - izvodjenje:

i(Ia)n = (Ia)n −
1
v

(Ia)n = −nvn +
n∑

k=1

vk−1 = än − nvn

Interpretacija jednakosti: än = i(Ia)n + nvn?



Rastući anuiteti
Anticipativni rastući anuiteti

I Niz od n uplata vrijednosti: 1, 2, ..., n
I k-ta uplata u trenutku k − 1
I k – Vrijednost k-te uplate
I Sadašnja vrijednost:

(I ä)n =
n∑

k=1

kvk−1 = (1 + i)(Ia)n = 1 + an−1 + (Ia)n−1

Ima li smisla definisati (Ia)∞ (I ä)∞ ?

(Ia)∞ =
1
i

+
1
i2

; (I ä)∞ = (1 + i)(Ia)∞



Rastući anuiteti
Anticipativni rastući anuiteti

I Niz od n uplata vrijednosti: 1, 2, ..., n
I k-ta uplata u trenutku k − 1
I k – Vrijednost k-te uplate
I Sadašnja vrijednost:

(I ä)n =
n∑

k=1

kvk−1 = (1 + i)(Ia)n = 1 + an−1 + (Ia)n−1

Ima li smisla definisati (Ia)∞ (I ä)∞ ?

(Ia)∞ =
1
i

+
1
i2

; (I ä)∞ = (1 + i)(Ia)∞



Rastući anuiteti
Neprekidni rastući anuiteti

Konstantan intenzitet plaćanja u toku godine
Intenzitet plaćanja je r u periodu od r − 1 do r ; sadašnja vrijednost:

(I ā)n =
n∑

r=1

∫ r

r−1
rv t dt =

än − nvn

δ
(1)

Rastući intenzitet plaćanja
Intenzitet plaćanja je t u trenutku t; sadašnja vrijednost:

(Ī ā)n =

∫ n

0
tv t dt =

ān − nvn

δ
(2)



Rastući anuiteti

Prirodno se definišu ukupna vrijednost rastućih anuiteta i odloženi
rastući anuiteti:
I (Is)n = (1 + i)n(Ia)n
I (I s̈)n = (1 + i)n(I ä)n
I (I s̄)n = (1 + i)n(I ā)n
I (Ī s̄)n = (1 + i)n(Ī ā)n

I m|(Ia)n = vm(Ia)n
I m|(I ä)n = vm(I ä)n
I m|(I ā)n = vm(I ā)n

I m|(Ī ā)n = vm(Ī ā)n



Rastući anuiteti

Svaki anuitet čija plaćanja formiraju aritmetički niz se može
predstaviti preko standardnih rastućih anuiteta!



Opadajući anuiteti
Dekurzivni opadajući anuiteti

I Niz od n uplata vrijednosti: n, n − 1, ..., 1
I k-ta uplata u trenutku k

I n − k – Vrijednost k-te uplate

I Sadašnja vrijednost: (Da)n =
∑n

k=1(n − k)vk =
n − an

i

Sadašnja vrijednost - izvodjenje:

(Ia)n + (Da)n = (n + 1)an

Zašto?

Definicije i oznake analogne rastućim anuitetima
I Anticipativni opadajući anuiteti
I Neprekidni opadajući anuiteti
I Ukupna vrijednost opadajućih anuiteta
I Odloženi opadajući anuiteti



Kamata koja se obračunava p puta godišnje

Nominalna i efektivna kamatna stopa
i i i (p) – (konstantna) efektivna i nominalna kamatna stopa

1 + i =

(
1 +

i (p)

p

)p

(1 + i)
1
p − 1 =

i (p)

p

i =
i (p)

p
· (1 + i)− 1

(1 + i)
1
p − 1

i =

p∑
t=1

i (p)

p
(1 + i)

p−t
p

Interpretacija posljednje jednakosti?



our original definition is confirmed. Note that i(1) ¼ i and d(1) ¼ d. It is usual to
include values of i(p) and d(p), at least for p ¼ 2, 4, and 12, in standard
compound interest tables. It is essential to appreciate that, at force of interest
d per unit time, the five series of payments illustrated in Figure 4.1.1 all have the
same value.

If we choose to regard i(p) or d(p) as the basic quantity, Eqs 4.1.3 or 4.1.6 may be
used to define i in terms of i(p) or d in terms of d(p). It is customary to refer to i(p)

and d(p) as nominal rates of interest and discount convertible pthly. For example,
if we speak of a rate of interest of 12% per annum convertible quarterly, we
have i(4)¼ 0.12 (with 1 year as the unit of time). Since (1þ i)¼ {1þ [i(4)/4]}4,
this means that i ¼ 0:125509. Therefore, the equivalent annual rate of interest
is 12.5509%. As has been mentioned in Chapter 2, when interest rates are
expressed in nominal terms, it is customary to refer to the equivalent rate per
unit time as an effective rate. Therefore, if the nominal rate of interest
convertible quarterly is ið4Þ ¼ 12% per annum, the effective rate per annum is
i ¼ 12:5509%:

The treatment of problems involving nominal rates of interest (or discount) is
almost always considerably simplified by an appropriate choice of the time
unit. For example, on the basis of a nominal rate of interest of 12% per annum
convertible quarterly, the present value of 1 due after t years is

FIGURE 4.1.1
Equivalent payments

634.1 Interest Payable pthly



Kamata koja se obračunava p puta godišnje

Nominalna i efektivna diskontna stopa
d i d (p) – (konstantna) efektivna i nominalna diskontna stopa

1− d =

(
1− d (p)

p

)p

1− (1− d)
1
p =

d (p)

p

d =
d (p)

p
· 1− (1− d)

(1− d)
1
p − 1

d =

p∑
t=1

d (p)

p
(1− d)

t−1
p



Kamata koja se obračunava p puta godišnje

Efektivna kamatna i diskontna stopa i δ

i (p) = p(e
δ
p − 1) d (p) = p(1− e−

δ
p )

Monotonost efektivne kamatne i diskontne stope

lim
p→∞

i (p) = lim
p→∞

d (p) =δ

i > i (2) > i (3) > . . . >δ

d < d (2) < d (3) < . . . <δ

Zašto?



Anuiteti sa p godišnjih plaćanja

Dekurzivni anuiteti (anuiteti krajem roka)
I Niz od n · p uplata: n godina, p uplata godišnje,
I Vrijednost svake uplate je 1/p
I Uplate se vrše u trenucima 1/p, 2/p, 3/p...

Sadašnja vrijednost

a
(p)
n =

np∑
t=1

1
p
v t/p = . . . =

1− vn

i (p)
=

i

i (p)
an



Anuiteti sa p godišnjih plaćanja
Alternativna interpretacija

I p godišnjih jednakih uplata u trenucima 1/p, ..., 1

I Kamata na uplate vrijednosti i (p)

p je i

I Kamata na uplate vrijednosti 1
p je onda i

i (p)

I Sadašnja vrijednost p uplata vrijednosti 1
p :

I Tekuće (nulte) godine je v i
i (p)

I Ako su uplate k-te godine: 1
p je vk i

i (p)

I Sadašnja vrijednost k jednakih uplata vrijednosti i
i (p)

je i
i (p)

an !

Zaključak
Sadašnja vrijednost po p uplata vrijednosti 1

p kroz n godina je onda
isto:

i

i (p)
an



Anuiteti sa p godišnjih plaćanja
Računski detalji o prethodnoj interpretaciji

i =

p∑
t=1

i (p)

p
(1 + i)

p−t
p

i

i (p)
=

p∑
t=1

1
p

(1 + i)
p−t
p

v
i

i (p)
=

p∑
t=1

1
p
v

t
p

vk+1 i

i (p)
=

p∑
t=1

1
p
v

kp+t
p

i

i (p)

n−1∑
k=0

vk+1 =
n−1∑
k=0

p∑
t=1

1
p
v

kp+t
p =

np∑
t=1

1
p
v t/p



Anuiteti sa p godišnjih plaćanja
Anticipativni, odloženi

Definicije i oznake analogne (godišnjim) anuitetima
I Anticipativni anuiteti sa p godišnjih plaćanja
I Odloženi anuiteti sa p godišnjih plaćanja
I Neograničeni anuiteti (n =∞)
I Oznake za sadašnje vrijednosti i ukupne vrijednosti:

ä
(p)
n , m|a

(p)
n , m|ä

(p)
n , a

(p)
∞ , ä

(p)
∞ , s

(p)
n , s̈

(p)
n



Anuiteti sa p godišnjih plaćanja
Neke jednakosti

ä
(p)
n =

i

d (p)
an

a
(p)
n = v1/p ä

(p)
n

s
(p)
n =

i

i (p)
sn

s̈
(p)
n =

i

d (p)
s̈n

ān = lim
p→∞

a
(p)
n = lim

p→∞
ä
(p)
n

i an = i (p)a
(p)
n = d (p) ä

(p)
n = d än = δ ān

a
(p)
∞ = 1/i (p), ä

(p)
∞ = 1/d (p)

ä
(p)
∞ = a

(p)
∞ + 1/p


