Finansijska matematika 1

PMF, Podgorica

Zimski semestar 2020-21



Prvi dio
» Kamatni raun, novcani tokovi, vracanje zajma...

» Garrett, Stephen. An introduction to the mathematics of
finance: a deterministic approach. (2013)



Neki osnovni pojmovi

Kapital / Glavnica / Ulozena suma

Pozajmljeni ili ulozani novac.

Investitor / Kreditor / Povjerilac

Osoba ili pravno lice koje pozajmljuje ili ulaze novac.

Kamata / Interes

Tro3ak pozajmljivanja novca.
Nagrada za ulaganja novca.

Premija rizika

Povecanje kamate/dodatna kamata zbog prisustva rizika ne
vra¢anja novca.



Prosti interesni racun

Kamata se obracunava samo na glavnicu (a ne na zbir glavnice i

kamate).
» C - kapital
» />0 - godisnja kamatna stopa (u procentima)
> Ao=C, A1 =C+iC=C(1+1i), A=A +IiC, ...
» A,=A,1+iC=C(1+in),neN
» S obzirom da se kamata obracunava na kraju obracunskog

perioda (u ovom slu€aju godine) kazemo da se kamata
obracunava dekurzivno.

C(1+ ni)

U opstem slucaju je n € RT, npr. poslije m mjeseci je C(1+ {5/)



Prosti interesni racun

» U praksi, prost obracun kamate vodi do anomalija na trzistu
(primjer kasnije).

» U praksi se koristi za kratkorocne zajmove (manje od godinu,
t<1).

» U praksi se prosti interes esto racuna anticipativno:

> Investititor ulaze X(1 — td)
» Po isteku perioda t bude mu isplaé¢eno X
> d >0 - (godisnja) diskontna stopa

> Koja je veza izmedu i i d?



Primjer: uvod

Hartija od vrijednosti

Dokument kojim se obec¢ava isplata novca (pod odredenim
uslovima).
Izdaju ga drzave, banke, kompanije...

Blagajnicki zapis / Treasury Bill / T-Bill

Diskontna, kratkorocna hartija od vrijednosti koju izdaje (centralna)
banka obavezujuci se da ¢e vlasniku zapisa u po isteku roka
dospijeca isplatiti nominalnu vrijednost.

» Nominalna vrijednost: vrijednost naznacena na blagajnickom
zapisu

» Diskontna hartija od vrijednosti: prodaje se po cijeni koja
manja od nominalne vrijednosti

» Kratkoro¢na hartija od vrijednosti: t <1

» Rok dospijeca: naznaéeno vrijeme kada se vrsi isplata



Primjer: nastavak
Cijena blagajnickog zapisa
P = X(1—dt)
» X je nominalna vrijednost

» d je diskontna stopa
> ¢ je rok dospijeca

Primjer
Price of a 30-day £2,000 treasury bill issued by the government at
a simple rate of discount of 5% per annum:

30
2000- |1 ——"-0. = 1991.7
000 ( 365 0 05) 991.78



SlozZeni interesni racun

Kamata se obracunava na zbir glavnice i kamate.

>
>

| 4
| 2
| 2
| 2

i >0 - godisnja kamatna stopa (u procentima)

A= C

A1 = Ao+ iAo = C(1+1),

Ay = A +iAr = C(1+i)?, ...
An=Ap1+iA-1=C(1+i)", neN

S obzirom da se kamata obracunava na kraju obracunskog

perioda (u ovom slu€aju godine) kazemo da se kamata
obracunava dekurzivno.

C(1+ )"



SlozZeni interesni racun

U opstem sluéaju je t € RT.
C(1+1)t

Investitor koji ima pristup dvama raunima sa istom kamatnom
stopom i koja se obracunava slozenim interesnim racunom ne
zaraduje premjestanjem novca izmedu racuna:

(ca+n®)a+i==ca+inte



Tejlorova aproksimacija

Prosta kamata se moze interpretirati kao Tejlorova aproksimacija
slozene kamate.

f(iy=(1+1)" £(0)
f'(i) = t(1+ )L, F(0)
F(7) = £(0) + 1(!0) + o(?)

(L+ i) =1+it+o(i?)

1
0




Arbitraza u finansijama

Arbitraza u praksi
Mogucnost zarade iskoristavanjem razlicitih cijena iste robe na
razli¢itim trzistima (kupovinom po nizoj, a prodajom po visoj
cijeni).
Arbitraza u teoriji matematike finansija
Mogucnost zarade bez rizika.

» Vazan koncept.

> Vise verzija i preciznih definicija.

> Cesto se pretpostavlja da arbitraza ne postoji.

» Bise o arbitrazi u drugom dijelu kursa.



Primjer: Arbitraza sa prostim kamacenjem?

Investitor koji ima C novca ima priliku da ulaze i podize novac po
kamatnoj stopi i koja se obracunava prostim interesnim racunom.
Ulaganje na godinu dana

Stanje na racunu nakon godinu dana: C(1+ i)

Uzastopna ulaganja na pola godine
C— C1+4)— (C(1+ g))(1+ i)
Stanje na racunu nakon godinu dana:
CA+LP=Ccll+i+2)>ca+i).



Primjer: Arbitraza sa prostim kamacenjem?

Nastavak

Uzastopna mjesecna ulaganja
C— C(1+4) — (C(1+ﬁ)>(1+ﬁ) s

(ca+HM) @+ )
Stanje na racunu nakon godinu dana:
C(l+ 15)2>C(1+4)2>C(1+1).
1
Uzastopnih n ulaganja na svakih — godine
n

Stanje na racunu nakon godinu dana: C(1 + ﬁ)”
Kad n — oo stanje na racunu:

Ce' > C(1+ %)”.

Prost interesni racun vodi arbitrazi?



O pretpostavkama

» Konstantna kamata?
» Kamata koja ne zavisi od glavnice C?

» Nema neizvjesnosti: sve je deterministicko?



Promjenljiva kamatna stopa

Kamatna stopa (godisnja) koja zavisi od trenutka t
Sa i(t) je (efektivna) kamatna stopa za period od t do t + 1

Kapital C se u periodu od t do t + 1 akumulira na C(1 + i(t))

>

>

» Pretpostavljamo da i(t) ne zavisi od velicine kapitala
>

» Kapital C se u periodu od t do t + n akumulira na:

CA+i(t)(1+i(t+ 1)1+ i(t+2)...(1+i(t+n—1))

» Libor, euribor



Nominalna kamatna stopa

Definicija

Ako je efektivna kamatna stopa za period od t do t + h, h > 0,
jednaka hiy(t) onda ix(t) nazivamo nominalnom (godisnjom)
kamatnom stopom.

» Kapital C ulozen u trenutku t po nominalnoj kapatnoj stopi
in(t) nakon perioda duzine h se akumulira na C(1 + hix(t))

> Ako je h =1 onda se nominalna i efektiva godisnja kamatna
stopa poklapaju: i1 (t) = i(t)

» Ako nominalna kamatna stopa ne zavisi od trenutka pisemo
ih(t) =y

» Ako je h= % koristimo oznaku i1 (t) = i(P)(t)
P

» Primjer?



Akumulacioni faktori

Neka jet1 <t
A(ty, to)

Ako je u trenutku t; ulozena vrijednost 1 A(ty, tp) je akumuliarana
vrijednost u trenutku t,.

» C u trenutku t; — CA(t1, t2) u trenutku tp

» Definisemo A(t,t) = 1 za svako t € R

> Po definiciji i, A: A(t, t + h) = 1+ hiy(t)

in(t) = A(t,t—;h)— 1



Princip konzistencije

Consistency principle

Princip konzistencije
Za proizvoljna tri trenutka ty < t; < tp vazi:

A(to, t2) = A(to, t1)A(t1, t2)

» No arbitrage?

» Teorijski vazan princip

» Ne vazi (u potpunosti) u praksi
Primjer
Ako je A(ty, ty) = e¥(i=) § ¢ R, zadovoljen je princip
konzistencije.



Intenzitet kamate

Force of interest

Definicija
o(t) = lim ip(t
( ) h—0+ h( )
"Trenutna nominalna kamatna stopa”

Na osnovu veze izmedu i, i A imamo:

5(t) = lim A(t,t+h/)7—A(t,t) _ (A(t17t2)>/

h—0+

(t17t2):(t’t)



Reprezentacija akumulacionog faktora

Teorema
Ako su §(t) i A(to, t) neprekidne funkcije po t i vazi princip
kozistencije onda je:

A(t1, to) = exp (/: o(t) dt)

Dokaz na tabli.

Posljedica
Ako je poznat intenzitet kamate J(t) onda je:

exp ( tt+h i(t) dt) -1

in(t) = h

> Ai i, se mogu definisati preko ¢!

» Relaksiranje uslova: neprekidnost — neprekidnost dio po dio.



Konstantan intenzitet kamate

Neka je 0(t) = J konstantno.
> A(t, o) = e¥(2=1) (kao u primjerul)
» Za proizvoljno t, n je A(t,t+ n) = e,
> Kamatna stopa je konstantna: i =4 = e® — 1
(zbog posljedice s prethodnog slajda)

» Obracun kamate u proizvoljnom trenutku n € R*:

A(to, to +n) = (1 +1)"



Primjer

(t)=a+btid(t)=a-bt
Sami.



Intenzitet kamate kao logaritamski izvod

Fiksiramo trenutak tg
» Definisemo F(t) = A(to, t)
» Na osnovu teoreme o reprezentaciji akumulacionog faktora:
t
In F(t) :/ d(s)ds
to

» Nakon "diferenciranja jednakosti™:




Sadasnje vrijednosti

Uvod
)
> G = C1A(t1, t2)

> G = G/A(t1, ) = Crexp (— ft’f o(t) dt)

Definicija
Diskontovana vrijednost u trenutku t; kapitala C sa rokom

dospijeca t» je:
t2
C exp (—/ o(t) dt)
t1

Ako je t; = 0 diskontovanu vrijednost nazivamo sadasnja vrijednost.

Cexp (- /0 "5(s) ds)



Funkcija sadasnje vrijednosti

Definisemo: .
v(t) = exp <— /O 5(s) ds>

» Ako je t > 0 onda je v(t) sadasnja vrijednost kapitala
vrijednosti 1 sa rokom dospije¢a t

» Ako je t < 0 onda je v(t) akumulacija kapitala vrijednost 1 od
trenutka t do trenutka 0.

» Sadasnja vrijednost kaptala C sa rokom dospijeca t > 0 je
Cv(t)

» Ako je §(t) = & konstantno onda je v(t)vt gdje je
v=v(l)=e"



Sadasnja vrijednost diskretnog nov&anog toka

Sadasnja vrijednost kapitala C sa rokom dospijeca t je: Cv(t)
Diskretni novcani tok

» Rokovi dospije¢a ti, ta, ..., ty

> ci; — kapital sa rokom dospijeca t;, j =1,...,n

» Sada'v snja vrijednost nov€anog toka:

n
Z c;v(t))
=1



Neprekidni novcani tok

» T > 0 fiksirani trenutak u buduénosti
» Od 0 do T novac se uplacuje neprikidno
» M(t) — ukupna uplata do trenutka t

Intenzitet uplate p(t)

ukupna uplata od trenutka o do trenutka 5.



Sadasnja vrijednost neprekidnog novéanog toka

Ukupna uplata od trenutka t do trenutka t + At:

t+At
M(t + At) — M(t) = / o(s) ds ~ p(t)At
t
Sadasnja vrijednost kapitala M(t + At) — M(t) je (priblizno):

v(t)p(t)At

Sadasnja vrijednost neprekidnog novcanog toka:

T
/ v(t)p(t) dt
0



Sadasnja vrijednost novéanog toka

Neto sadasnja vrijednost
-
thv(t)—i—/ V(£)p(t) dt
0

Ct7£0

» Ako je ¢y < 0 — trosak, rashod.
> Interpretacija?

» Razmatra se i T = ool Konvergencija?



Diskontovana i sadasnja vrijednost
Neka je t; < t.

Diskontovana vrijednost
Diskontovana vrijednost u trenutku t; kapitala C sa rokom

dospijeca to:
t2
Cexp (—/ i(t) dt)
t1

Diskontovana vrijednost koriste¢i sadasnju vrijednost

Cexp (— /: o(t) dt) = Cexp (— /OtZ o(t) dt + /Otl i(t) dt)

CeXp <_ Jo* o(2) dt) — CV(t2)
exp (— fotl 5(t) dt) v(t1)




Akumulacija i funkcija sadasnje vrijednosti

Neka je t1 > to.

Akumulacija

Akumulirana vrijednost u trenutku t; kapitala C ulozenog u
trenutku to:

C exp (/: o(t) dt) = Cexp (— /: o(t) dt)

Akumulacija koristec¢i sadasnju vrijednost

Isto kao u prethodnom slu¢aju!



Vrednovanje kapitala

Za proizvoljne trenutke t; i t

Ako vrijednost kapitala u trenutku t; iznosi C, onda je vrijednost
tog kapitala u trenutku t,:




Vrednovanje novcéanih tokova u proizvoljnom trenutku

» ty — proizvoljni trenutak
» ¢; — diskretni novéani tok

» p(t) — intenzitet placanja

Vrijednost nov€anog toka u trenutku to

v ooy
th (t) +/ (t) p(t) dt

o vio) S v(to)

Sadasnja Vrijednost novcanog toka u trenutku (ty = 0)
v(0)=e’ =1
+oo

thv(t)—i—/ V(£)p(t) dt

Ct?éo -

Interpretacija?



Vrednovanje novcanih tokova

Za proizvoljne trenutke t; i tp

[V.N.T. u trenutku t1] - v(t1) = [V.N.T. u trenutku t] - v(t2)

V.N.T. — vrijednost novcanog toka



EXAMPLE 2.7.2

The force of interest at any time ¢, measured in years, is given
by

0.04+0.005¢t for0<t<6
8(t) = { 0.16 -0.016t for6<t<8
0.04 fort>8

(a) Calculate the value at time 0 of £100 due at time t = 8.
(b) Calculate the accumulated value at time ¢ = 10 of
a payment stream of rate p(t) = 16 — 1.5¢ paid
continuously between times t = 6 and ¢t = 8.

Solution
(@) We need the present value of £100 at time 8,
ie, 100/A(0,8) with the accumulation factor

A(0,8) = A(0,6) x A(6,8)
6

- exp( / 0.04 + 0.005¢ dt)
0
8
« exp< /0.16 —0.015¢ dt)
5

= exp(0.44)

leading to the present value of £100/e%% = £64.40

(b) The accumulated value is given by the accumulation of
each payment element p(t)dt from time tto 10

8
/ A(t, 10).p(t)dt
6

Using the principle of consistency, we can express the accu-
mulation factor as easily found quantities, A(0,10) and
A0, ) as

A(0,10 -
A(£,10) = /5(0 t)) _ 088-0161+0.0075¢2

for 6 < t < 8. The required present value is then obtained via
integration by parts as £12.60.




Prihod od kamata

Interest income

» C - ulozeni kapital
» i(t) kamata za period od t do t +1

Cilj: prihod od kamata na kapital (a ne akumulacija kapitala)

Jednostavni slucaj: isplata Ci(t) na kraju svake godine



Slucaj sa n plac¢anja

Inerest income

Period od tg do t > tg

n plac¢anja

Isplate u trenucima tg + h, to + 2h, ..., tg + nh

>

>

» Razmak izmedu isplata h = %

>

» Po definiciji ip(t) isplata u trenutku t + jh, j = 1...n:

Chin(to + jh)

Ukupan prihod

n—1

Z Chih(to +Jh)

Jj=0



Neprekidni slucaj

Interest income

Broj placanja izmedu t i ty tezi beskonacnosti: n — oo

n—1 t
> Chin(to+jh)  — c/ 5(t) dt
j=0 o

Zasto?

Ukupan pthOd Od kamate (Total interest received)
t

I(t) :== C/ o(t) dt
to

Intenzitet prihoda od kamate (rate of payment of interest income)

I'(t) = Co(t)



Prihod od kamate kao neprekidni novcani tok

Posmatramo interval [0, T]

Neprekidni novéani tok
Intenzitet placanja p,

.
M(t) :/0 o(t) dt.

Neprekidni prihod od kamate
Intenzitet prihoda od kamate Cd

I(t) = /OT Co(t)dt = C/OTé(t) dt



Sadasnja vrijednost prihoda od kamate

Sadasnja vrijednost neprekidnog novcanog toka
Intenzitet plac¢anja p,

.
/ V(£)p(t) dt.
0

Sadasnja vrijednost neprekidnog prihoda od kamate
Intenzitet prihoda od kamate C§

T T
/ Cv(t)i(t)dt = C/ v(t)o(t) dt
0 0



Tehni¢ki komentar

Primijetimo:
-
/ v(t)o(t)dt =1 —v(T)
0

Zasto?



Tehni¢ki komentar

Primijetimo:
T
/ v(t)o(t)dt =1 —v(T)
0
Zasto?
> Smijena u = [, J(s) ds
» du=4(t)dt!

» Po definiciji v = e~



Prihod od kamata i dekompozicija kapitala

Dekompozicija

-
c— c/ V(£)3(¢) dt + Cu(T)
0
Interpretacija?

Sluéaj T = 40

C= C/+Oo v(t)o(t) dt
0

Interpretacija?



Konstantni intenzitet kamate

PRETPOSTAVKA: §(t) = & = const.

» Pocetak poglavlja 3
> Pretpostavka vazi do kraja poglavlja 4



Veli¢ine v i o

Sadasnja vrijednost:
> v(t) = exp( s 0(s) ds) =e %

> v = v(0) = e~ - diskontni faktor

> v(t) =t

Sadasnja vrijednost zavisi samo od duzine perioda
Vrijednost u trenutku s kapitala C sa rokom dospije¢a s + t je:

Cv(s +t)

/(5) =Cv



Akumulacija kapitala

F(t) = exp ( /0 "5(s) ds) _ ot

» i = e’ — 1 (konstantna) efektivna kamatna stopa
> 1+i=¢°
> F(t)=(1+)*



Diskontna stopa

Konstantna diskontna stopa
d=1-v=1-—¢e"

Interpretacija:
Kapital 1 — d ulozen po kamatnoj stopi i se nakon godinu dana
akumulira na 1:

(1—d)(1+i):(1—1ii>(1+i):1

Dakle, 1 — d = v je sadasnja vrijednost kapitala vrijednosti 1.




Diskontna stopa

Jednakost d = iv

_ _ 1 i
Pd_l—v_l—l—_H_l—_H_lv

» Interpretacija?



Diskontna stopa

Jednakost d = iv

_ _ 1 i
Pd_l—v_l—l—_H_l—_H_lv

» Interpretacija?

1— 14+
1-d—1

Sadasnja vrijednost kamate 7 je d



Diskontna stopa i neprekidno kamacenje

Jednakost d = 0F(1)

1 P
/ e Ot dt = 1-¢ =
0 o

>

Interpretacija?



Diskontna stopa i neprekidno kamacenje

Jednakost d = 0F(1)

1 P
/ e Ot dt = 1-¢ =
0 o

>

Interpretacija?

d=0F(1) = iv!



Veli¢ined , i, vid

Value Of 0 i v d
In Terms Of
o e —1 g0 1—eg0

i In (141) (140" i1+
4 —In v V71 —1 1—v
d —In (1-4d) (1—d) ™" —1 1-d




Anuiteti krajem roka

Immediate annuity-certain

Dekurzivni anuiteti (anuiteti krajem roka)

» Niz od n (godisnjih) uplata, vrijednost svake uplate je 1
» Uplate se vrse krajem perioda: k-ta uplata u trenutku t + k

Sadasnja vrijednost (u trenutku t)

n
B ko v(I—=v")  1—-v" 1"
am_;‘/_ 1-v  vi-1 |

Ukupna vrijednost (u trenutku t + n)

n

sm=» (1+)" =1+ ay =
k=1

(1+i)"—1
i



Anuiteti pocetkom roka
Annuity-due

Anticipativni anuiteti (anuiteti pocetkom roka)

» Niz od n (godisnjih) uplata, vrijednost svake uplate je 1
» Uplate pocetkom perioda: k-ta uplata u trenutku t + k — 1

Sadasnja vrijednost (u trenutku t)

n
1—v" 1—v"
aﬂ—zklv 1—-v  d

Ukupna vrijednost (u trenutku t + n)

n—1 .
) - s (L))" -1
Sp=> (L+)"F=1+1) amzi( ’3
k=0



Anuiteti

Neke jednakosti

Veza izmedu ap i ap

1:iam+v”:d.§m+v"

Veza izmedu sz i Sy

(1+I)n:ISm+1:dSm+1



Anuiteti
Neke jednakosti

Veza izmedu ap i sy
Sm = (1 + i)"am
Veza izmedu an i 3y



Perpetuiteti

Beskonacni niz (jednakih) uplata
Dekurzivni perpetuitet (immediate perpetuity)

» Godisnje uplate vrijednosti 1, k-ta uplata u trenutku t + k

» Sadasnja vrijednost:

> v 1
a@:kz:lvkzlim amzl = -

n—00 —V I

Anticipativni perpetuitet (perpetuity due)
» Godisnje uplate vrijednosti 1, k-ta uplata u trenutku t + k — 1

» Sadasnja vrijednost:

- 1 1
5@:;%: lim am =1 =7

n—oo 14




Odlozeni anuiteti

» t =0, prvih m € N godina nema uplata
» Niz od n (godisnjih) uplata, vrijednost svake uplate je 1

Odlozeni dekurzivni anuiteti (krajem roka)
» Uplate se vrse krajem perioda: k-ta uplata u trenutku m + k
» Sadasnja vrijednost (u trenutku t = 0):

n
k
m|am = Z Vm+ = am¥n — am = Vmam
k=1
Odlozeni anticipativni anuiteti (pocetkom roka)

» Uplate pocetkom perioda: k-ta uplata u trenutku m+ k —1
» Sadasnja vrijednost (u trenutku ¢t = 0):

n
s m+k—1 _ = = m=
m|am—g 14 —aﬁern—am—v am
k=1



Neprekidni anuiteti

» Konstantno neprekidno plac¢anje u vrijednosti 1 godisnje
» Konstantan intenzitet placanja: p(t) = 1 [vidi 3. nedjelju]
» nc R*" - trajanje pla¢anja

Neprekidni anuitet

Sadasnja vrijednost u trenutku t = 0:

" 1—e " 1—v"
5m:/ eMtdr =t =1 (540)
0

Veza sa diskretnim anuitetima

i1—v"




Odlozeni neprekidni anuitet

» Konstantno neprekidno plac¢anje u vrijednosti 1 godidnje
» Konstantan intenzitet plac¢anja: p(t) =1
» nc RT - trajanje plac¢anja
» Placanje pocinje u trenutku m € RT;
Odlozeni neprekidni anuitet
Sadasnja vrijednost u trenutku t = O:

m—+n 5
m|§m:/ e tdt:gﬁm—i—n _§mzvm§m

m



Varijabilni anuiteti

» Niz od n uplata

» k-ta uplata u trenutku ty

» X, — Vrijednost k-te uplate

> Sadasnja vrijednost: Y, _; v X,
Specijalni slucajevi

» Rastudi anuitet: X = t, = k

» Opadajuci anuitet: t, = k, Xe =n—k

> X, formira geometrijsku progresiju



Rastuéi anuiteti

Dekurzivni rastuéi anuiteti

» Niz od n uplata vrijednosti: 1, 2, ..., n
» k-ta uplata u trenutku k

» k — Vrijednost k-te uplate

S n «  am—nv'
» Sadasnja vrijednost: (/a)m = > j_q kv = ———
I

Sadasnja vrijednost - izvodjenje:

1 n
i(la)m = (la)m — ;(Ia)m =—nv" + Z vkl = dm — nv"
k=1

Interpretacija jednakosti: am = i(/a)7 + nv"?



Rastuéi anuiteti

Anticipativni rastuéi anuiteti

» Niz od n uplata vrijednosti: 1, 2, ..., n
» k-ta uplata u trenutku k — 1
» k — Vrijednost k-te uplate

» Sadasnja vrijednost:
(13)7 = Zkvk b= (14 )la)m =1+ a7+ (la);

Ima li smisla definisati (/a)s (/d)=



Rastuéi anuiteti

Anticipativni rastuéi anuiteti

» Niz od n uplata vrijednosti: 1, 2, ..., n
» k-ta uplata u trenutku k — 1
» k — Vrijednost k-te uplate

» Sadasnja vrijednost:
(13)7 = Zkvk b= (14 )la)m =1+ a7+ (la);

Ima li smisla definisati (/a)s (/d)=

(=7 +% (9= =0+)a)s



Rastuéi anuiteti

Neprekidni rastuéi anuiteti

Konstantan intenzitet pla¢anja u toku godine
Intenzitet pla¢anja je r u periodu od r — 1 do r; sadasnja vrijednost:

o am — nv"
=" [ = 1
(=3 [~ . (1)

Rastu¢i intenzitet placanja

Intenzitet placanja je t u trenutku t; sadasnja vrijednost:

am — nv"

(13)7 = /On tvt dt = — (2)



Rastuéi anuiteti

Prirodno se definisu ukupna vrijednost rastuéih anuiteta i odlozeni
rastuci anuiteti:

> (Is)ym=(1+1i

)"(1a)7
> (I5)m = (1+1)"(13)7
> (I5)7 = (1+1)"(13)7
> (I5)7 = (1+1)"(I3)7
> mi(la)m = vT(la)7
> | (18)7 = vT(13)7
> m‘(lé)m =v7(la)n
> m(13)m = v7(13)7



Rastuéi anuiteti

Svaki anuitet Cija placanja formiraju aritmeticki niz se moze
predstaviti preko standardnih rastucih anuitetal



Opadajuci anuiteti

Dekurzivni opadajuéi anuiteti
» Niz od n uplata vrijednosti: n, n—1, ..., 1
» k-ta uplata u trenutku k

» n — k — Vrijednost k-te uplate

n—a
> Sadasnja vrijednost: (Da)m = Y p_;(n— k)vk = —n

Sadasnja vrijednost - izvodjenje:

Zasto?

Definicije i oznake analogne rastu¢im anuitetima

> Anticipativni opadajuéi anuiteti

> Neprekidni opadajuéi anuiteti

» Ukupna vrijednost opadajuc¢ih anuiteta
> Odlozeni opadajuéi anuiteti



Kamata koja se obracunava p puta godisnje

Nominalna i efektivna kamatna stopa
i i i(;P) — (konstantna) efektivna i nominalna kamatna stopa

( nm)P
1+i={1+—
p

(p)
1+i)p—1="
p
L G ) |
| = — ¢« ——M
P o(+i)r—1
p i(p) —t
i=>
t=1 P

Interpretacija posljednje jednakosti?



0 1/p 2/p 3/p (p-1)p 1

(1) d
@  dPp dPp P Py a®yp
3) ,(p)/p ,(p)/p ,(p)/p ,(p)/p ,(p)/p
(4) i
(5) 5

FIGURE 4.1.1

Equivalent payments



Kamata koja se obracunava p puta godisnje

Nominalna i efektivna diskontna stopa
d i dP) — (konstantna) efektivna i nominalna diskontna stopa

1 d(P)
1-(1—d)r = —
(1-d) 5

d_d(P) 1-(1-d)

P o(1—d)p—1

P 4P o

i=S a9



Kamata koja se obracunava p puta godisnje
Efektivna kamatna i diskontna stopa i §
iP) = p(e% -1) dP) = p(1 — e_%)

Monotonost efektivne kamatne i diskontne stope

lim i?) = lim d(P =5

p—00 p—00
i>i®@si® s >
d<d? <dB® <. <5

Zasto?



Anuiteti sa p godisnjih plac¢anja

Dekurzivni anuiteti (anuiteti krajem roka)

» Niz od n- p uplata: n godina, p uplata godidnje
» Vrijednost svake uplate je 1/p
» Uplate se vrse u trenucima 1/p, 2/p, 3/p...

Sadasnja vrijednost

npl

W _N~"Lop_ 1oV 0
an _va ™ B )

t=1



Anuiteti sa p godisnjih plac¢anja

Alternativna interpretacija

» p godisnjih jednakih uplata u trenucima 1/p, ..., 1

» Kamata na uplate vrijednosti % jei

» Kamata na uplate vrijednosti 5 Je onda -5

» Sadasnja vrijednost p uplata vrijednosti %:
> Tekuce (nulte) godine je v’.(%,)

> Ako su uplate k-te godine: %je vk

» Sadasnja vrijednost k jednakih uplata vrijednosti ’(#p) je i(%)am!

Zakljucak

Sadasnja vrijednost po p uplata vrijednosti % kroz n godina je onda
isto:

oMY



Anuiteti sa p godisnjih plac¢anja

Racunski detalji o prethodnoj interpretaciji

d i(p) —t
i p
i = Z —((1+1i)~
=1 P
p
i 1 —t
iP) :;p(H') ’
p
i 1 ¢
= — VP
/(P) tz—; p
k+1 I P 1 kot
i) = Z;" ’
t=1

i nt P kp+t P
2oVt = ZZ*V ’ —Z vi/P
M=o

k0t1



Anuiteti sa p godisnjih plac¢anja

Anticipativni, odlozeni

Definicije i oznake analogne (godisnjim) anuitetima
> Anticipativni anuiteti sa p godisnjih plaéanja
» Odlozeni anuiteti sa p godisnjih pla¢anja
» Neograniceni anuiteti (n = o0)

» Oznake za sadasnje vrijednosti i ukupne vrijednosti:

=(p) (P) =(p) () 5 (p)  4P)

a o om0 m > 9% 9% Sm o %h



Anuiteti sa p godisnjih plac¢anja

Neke jednakosti

AP = e o)
(p) _ |

n )T

Sp) _

7l d 7"

T (®) _ -
an = pll_>moo ay = pI|_>n;o a

(p)
al

a8 =1/i),

30 = a® +1/p

38 =1/d)



Otplata duga

Opsti slucaj
» [ — ukupan dug, glavnica; vraca se godisnjim otplatama
» n — broj (godisnjih) otplata
> x; — t-ta godiSnja otplata, t =1,...,n
» j; — kamatna stopa za t-tu godinu

Ukupan dug je suma sadasnjih vrijednosti svih otplata

n t
L= x|]a+i)?
t=1 s=1



Otplata duga

» F; — preostali dug u trenutku t

» Fo = L — preostali dug na pocetku (ukupan dug)

» F1 = (14 i1)Fo — x1 — preostali dug nakon prve otplate
» F = (1+it)Ft—1 — x¢ — preostali dug nakon t-te otplate

> F,=0



Otplata duga

Retrospektivni pristup

Fe=(1+n)(1+i)...(L+i)L
—(14+iR)(1+iB)...(1+i)x
—(14+iB)...1+i)x
— (1 + ig)xe—1

— Xt

Preostali dug je razlika akumulacije ukupnog duga i svih
dosadasnjih otplata.



Otplata duga

Prospektivni pristup

Fe =(1+ie11) 'xeq1
+ (1 + 1) A F i) oo
+ ...
+ (1 + i) M F i) T (T i) X

Preostali dug je zbir sadasnjih vrijednosti svih preostali otplata.



Otplata duga

Preostali dug i kamata
Fe= Q4 i)Ft—1—xt = Feo1 — (x¢ — itFe1)
» f; — koli¢ina duga otplacenog u trenutku t (rata?)
> fr=F_1—F
» iy =1i=const.: fp1=(1+ )i+ Xe31 — Xt

Terminologija: rata, anuitet, otplata?



Otplata duga jednakim anuitetima

» j; = = const.
» x; = x = const.
> sz.am

» Otplate u trenucima 1, 2, ..., n



Payment
1

2

t

n—1

n

Interest Content
of Payment

/am =1-v"
iam =1y

i _ 4 _ n—t+1
&y = 1-V

iag) = 1—v?
lag = 1-v

Capital
Repaid

Vn—1+1

Loan Outstanding
after Payment

an — Vv = ag
n—1 _
G-V =3

_ Vn—t+1

o = a5

2 _
ag—v _aﬂ
an—-v=20



Otplate p puta godisnje

Analogno...



NPV

» . = = const.
> NPV(i) =Y cevt + [ p(t)v dt

» NPV(i) =0 — jednacina vrijednosti
Dva projekta Ai B

> NPVA(i) =0: iA

> NPVB(i) =0: iB

> s> iB? NPVA(io) > NPVb(io)?



