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Prvi dio
I Kamatni račun, novčani tokovi, vraćanje zajma...
I Garrett, Stephen. An introduction to the mathematics of

finance: a deterministic approach. (2013)



Neki osnovni pojmovi

Kapital / Glavnica / Uložena suma
Pozajmljeni ili uložani novac.

Investitor / Kreditor / Povjerilac
Osoba ili pravno lice koje pozajmljuje ili ulaže novac.

Kamata / Interes
Trošak pozajmljivanja novca.
Nagrada za ulaganja novca.

Premija rizika
Povećanje kamate/dodatna kamata zbog prisustva rizika ne
vraćanja novca.



Prosti interesni račun

Kamata se obračunava samo na glavnicu (a ne na zbir glavnice i
kamate).
I C - kapital
I i ≥ 0 - godišnja kamatna stopa (u procentima)
I A0 = C , A1 = C + iC = C (1 + i), A2 = A1 + iC , ...
I An = An−1 + iC = C (1 + in), n ∈ N
I S obzirom da se kamata obračunava na kraju obračunskog

perioda (u ovom slučaju godine) kažemo da se kamata
obračunava dekurzivno.

C (1 + ni)

U opštem slučaju je n ∈ R+, npr. poslije m mjeseci je C (1 + m
12 i)



Prosti interesni račun

I U praksi, prost obračun kamate vodi do anomalija na tržištu
(primjer kasnije).

I U praksi se koristi za kratkoročne zajmove (manje od godinu,
t ≤ 1).

I U praksi se prosti interes često računa anticipativno:
I Investititor ulaže X (1− td)
I Po isteku perioda t bude mu isplaćeno X
I d ≥ 0 - (godišnja) diskontna stopa

I Koja je veza između i i d?



Primjer: uvod

Hartija od vrijednosti
Dokument kojim se obećava isplata novca (pod određenim
uslovima).
Izdaju ga države, banke, kompanije...

Blagajnički zapis / Treasury Bill / T-Bill
Diskontna, kratkoročna hartija od vrijednosti koju izdaje (centralna)
banka obavezujući se da će vlasniku zapisa u po isteku roka
dospijeća isplatiti nominalnu vrijednost.

I Nominalna vrijednost: vrijednost naznačena na blagajničkom
zapisu

I Diskontna hartija od vrijednosti: prodaje se po cijeni koja
manja od nominalne vrijednosti

I Kratkoročna hartija od vrijednosti: t ≤ 1
I Rok dospijeća: naznačeno vrijeme kada se vrši isplata



Primjer: nastavak

Cijena blagajničkog zapisa

P = X (1− dt)

I X je nominalna vrijednost
I d je diskontna stopa
I t je rok dospijeća

Primjer
Price of a 30-day £2,000 treasury bill issued by the government at
a simple rate of discount of 5% per annum:

2000 ·
(
1− 30

365
· 0.05

)
= 1991.78



Složeni interesni račun

Kamata se obračunava na zbir glavnice i kamate.
I i ≥ 0 - godišnja kamatna stopa (u procentima)
I A0 = C

I A1 = A0 + iA0 = C (1 + i),
I A2 = A1 + iA1 = C (1 + i)2, ...
I An = An−1 + iAn−1 = C (1 + i)n, n ∈ N
I S obzirom da se kamata obračunava na kraju obračunskog

perioda (u ovom slučaju godine) kažemo da se kamata
obračunava dekurzivno.

C (1 + i)n



Složeni interesni račun

U opštem slučaju je t ∈ R+.

C (1 + i)t

Investitor koji ima pristup dvama računima sa istom kamatnom
stopom i koja se obračunava složenim interesnim računom ne
zarađuje premještanjem novca između računa:(

C (1 + i)t1
)

(1 + i)t2 = C (1 + i)t1+t2



Tejlorova aproksimacija

Prosta kamata se može interpretirati kao Tejlorova aproksimacija
složene kamate.

f (i) = (1 + i)t , f (0) = 1

f ′(i) = t(1 + i)t−1, f ′(0) = 0

f (i) = f (0) +
if ′(0)

1!
+ o(i2)

(1 + i)t = 1 + it + o(i2)



Arbitraža u finansijama

Arbitraža u praksi
Mogućnost zarade iskorištavanjem različitih cijena iste robe na
različitim tržistima (kupovinom po nižoj, a prodajom po višoj
cijeni).

Arbitraža u teoriji matematike finansija
Mogućnost zarade bez rizika.
I Važan koncept.
I Više verzija i preciznih definicija.
I Često se pretpostavlja da arbitraža ne postoji.
I Biše o arbitraži u drugom dijelu kursa.



Primjer: Arbitraža sa prostim kamaćenjem?

Investitor koji ima C novca ima priliku da ulaže i podiže novac po
kamatnoj stopi i koja se obračunava prostim interesnim računom.

Ulaganje na godinu dana
Stanje na računu nakon godinu dana: C (1 + i)

Uzastopna ulaganja na pola godine
C −→ C (1 + i

2) −→
(
C (1 + i

2)
)

(1 + i
2)

Stanje na računu nakon godinu dana:
C (1 + i

2)2 = C (1 + i + i2

4 ) > C (1 + i).



Primjer: Arbitraža sa prostim kamaćenjem?
Nastavak

Uzastopna mjesečna ulaganja
C −→ C (1 + i

12) −→
(
C (1 + i

12)
)

(1 + i
12) −→ . . . −→(

C (1 + i
12)11

)
(1 + i

12)

Stanje na računu nakon godinu dana:
C (1 + i

12)12 > C (1 + i
2)2 > C (1 + i).

Uzastopnih n ulaganja na svakih
1
n
godine

Stanje na računu nakon godinu dana: C (1 + i
n )n

Kad n→∞ stanje na računu:

Ce i > C (1 +
i

n
)n.

Prost interesni račun vodi arbitraži?



O pretpostavkama

I Konstantna kamata?
I Kamata koja ne zavisi od glavnice C?
I Nema neizvjesnosti: sve je determinističko?



Promjenljiva kamatna stopa

I Kamatna stopa (godišnja) koja zavisi od trenutka t

I Sa i(t) je (efektivna) kamatna stopa za period od t do t + 1
I Pretpostavljamo da i(t) ne zavisi od veličine kapitala
I Kapital C se u periodu od t do t + 1 akumulira na C (1 + i(t))

I Kapital C se u periodu od t do t + n akumulira na:

C (1 + i(t))(1 + i(t + 1))(1 + i(t + 2)) . . . (1 + i(t + n − 1))

I Libor, euribor



Nominalna kamatna stopa

Definicija
Ako je efektivna kamatna stopa za period od t do t + h, h > 0,
jednaka hih(t) onda ih(t) nazivamo nominalnom (godišnjom)
kamatnom stopom.

I Kapital C uložen u trenutku t po nominalnoj kapatnoj stopi
ih(t) nakon perioda dužine h se akumulira na C (1 + hih(t))

I Ako je h = 1 onda se nominalna i efektiva godišnja kamatna
stopa poklapaju: i1(t) = i(t)

I Ako nominalna kamatna stopa ne zavisi od trenutka pišemo
ih(t) = ih

I Ako je h = 1
p koristimo oznaku i 1

p
(t) = i (p)(t)

I Primjer?



Akumulacioni faktori

Neka je t1 ≤ t2

A(t1, t2)

Ako je u trenutku t1 ulozena vrijednost 1 A(t1, t2) je akumuliarana
vrijednost u trenutku t2.

I C u trenutku t1 −→ CA(t1, t2) u trenutku t2
I Definišemo A(t, t) = 1 za svako t ∈ R
I Po definiciji ih, A: A(t, t + h) = 1 + hih(t)

ih(t) =
A(t, t + h)− 1

h



Princip konzistencije
Consistency principle

Princip konzistencije
Za proizvoljna tri trenutka t0 ≤ t1 ≤ t2 važi:

A(t0, t2) = A(t0, t1)A(t1, t2)

I No arbitrage?
I Teorijski važan princip
I Ne važi (u potpunosti) u praksi

Primjer
Ako je A(t1, t2) = eδ(t1−t2), δ ∈ R, zadovoljen je princip
konzistencije.



Intenzitet kamate
Force of interest

Definicija

δ(t) = lim
h→0+

ih(t)

”Trenutna nominalna kamatna stopa”
Na osnovu veze između ih i A imamo:

δ(t) = lim
h→0+

A(t, t + h)− A(t, t)

h
=
(
A(t1, t2)

)′
2

∣∣∣∣
(t1,t2)=(t,t)



Reprezentacija akumulacionog faktora
Teorema
Ako su δ(t) i A(t0, t) neprekidne funkcije po t i važi princip
kozistencije onda je:

A(t1, t2) = exp

(∫ t2

t1

δ(t) dt

)

Dokaz na tabli.

Posljedica
Ako je poznat intenzitet kamate δ(t) onda je:

ih(t) =
exp

(∫ t+h
t δ(t) dt

)
− 1

h

I A i ih se mogu definisati preko δ!
I Relaksiranje uslova: neprekidnost → neprekidnost dio po dio.



Konstantan intenzitet kamate

Neka je δ(t) = δ konstantno.
I A(t1, t2) = eδ(t2−t1) (kao u primjeru!)
I Za proizvoljno t, n je A(t, t + n) = eδn.
I Kamatna stopa je konstantna: i = i1 = eδ − 1

(zbog posljedice s prethodnog slajda)
I Obračun kamate u proizvoljnom trenutku n ∈ R+:

A(t0, t0 + n) = (1 + i)n



Primjer

δ(t) = a + bt i δ(t) = a · bt
Sami.



Intenzitet kamate kao logaritamski izvod

Fiksiramo trenutak t0
I Definišemo F (t) = A(t0, t)

I Na osnovu teoreme o reprezentaciji akumulacionog faktora:

lnF (t) =

∫ t

t0

δ(s) ds

I Nakon ”diferenciranja jednakosti”:

δ(t) =
F ′(t)

F (t)



Sadašnje vrijednosti

Uvod
I t1 ≤ t2
I C2 = C1A(t1, t2)

I C1 = C2/A(t1, t2) = C2 exp
(
−
∫ t2
t1
δ(t) dt

)
Definicija
Diskontovana vrijednost u trenutku t1 kapitala C sa rokom
dospijeća t2 je:

C exp

(
−
∫ t2

t1

δ(t) dt

)
Ako je t1 = 0 diskontovanu vrijednost nazivamo sadašnja vrijednost.

C exp

(
−
∫ t

0
δ(s) ds

)



Funkcija sadašnje vrijednosti

Definišemo:

v(t) = exp

(
−
∫ t

0
δ(s) ds

)
I Ako je t ≥ 0 onda je v(t) sadašnja vrijednost kapitala

vrijednosti 1 sa rokom dospijeća t

I Ako je t < 0 onda je v(t) akumulacija kapitala vrijednost 1 od
trenutka t do trenutka 0.

I Sadašnja vrijednost kaptala C sa rokom dospijeća t > 0 je
Cv(t)

I Ako je δ(t) = δ konstantno onda je v(t)v t gdje je
v = v(1) = e−δ



Sadašnja vrijednost diskretnog novčanog toka

Sadašnja vrijednost kapitala C sa rokom dospijeća t je: Cv(t)

Diskretni novčani tok
I Rokovi dospijeća t1, t2, ..., tn
I ctj – kapital sa rokom dospijeća tj , j = 1, ..., n
I Sada’v snja vrijednost novčanog toka:

n∑
j=1

ctj v(tj)



Neprekidni novčani tok

I T > 0 fiksirani trenutak u budućnosti
I Od 0 do T novac se uplaćuje neprikidno
I M(t) – ukupna uplata do trenutka t

Intenzitet uplate ρ(t)

ρ(t) := M ′(t), M(t) =

∫ t

0
ρ(s) ds.

Ako je 0 ≤ α < β ≤ T onda je

M(β)−M(α) =

∫ β

α
ρ(t) dt

ukupna uplata od trenutka α do trenutka β.



Sadašnja vrijednost neprekidnog novčanog toka

Ukupna uplata od trenutka t do trenutka t + ∆t:

M(t + ∆t)−M(t) =

∫ t+∆t

t
ρ(s) ds ≈ ρ(t)∆t

Sadašnja vrijednost kapitala M(t + ∆t)−M(t) je (približno):

v(t)ρ(t)∆t

Sadašnja vrijednost neprekidnog novčanog toka:∫ T

0
v(t)ρ(t) dt



Sadašnja vrijednost novčanog toka

Neto sadašnja vrijednost

∑
ct 6=0

ctv(t) +

∫ T

0
v(t)ρ(t) dt

I Ako je ct < 0 – trošak, rashod.
I Interpretacija?
I Razmatra se i T =∞! Konvergencija?



Diskontovana i sadašnja vrijednost
Neka je t1 ≤ t2.

Diskontovana vrijednost
Diskontovana vrijednost u trenutku t1 kapitala C sa rokom
dospijeća t2:

C exp

(
−
∫ t2

t1

δ(t) dt

)

Diskontovana vrijednost koristeći sadašnju vrijednost

C exp

(
−
∫ t2

t1

δ(t) dt

)
= C exp

(
−
∫ t2

0
δ(t) dt +

∫ t1

0
δ(t) dt

)

= C
exp

(
−
∫ t2
0 δ(t) dt

)
exp

(
−
∫ t1
0 δ(t) dt

) = C
v(t2)

v(t1)



Akumulacija i funkcija sadašnje vrijednosti

Neka je t1 > t2.

Akumulacija
Akumulirana vrijednost u trenutku t1 kapitala C uloženog u
trenutku t2:

C exp

(∫ t1

t2

δ(t) dt

)
= C exp

(
−
∫ t2

t1

δ(t) dt

)

Akumulacija koristeći sadašnju vrijednost

C
v(t2)

v(t1)

Isto kao u prethodnom slučaju!



Vrednovanje kapitala

Za proizvoljne trenutke t1 i t2
Ako vrijednost kapitala u trenutku t1 iznosi C , onda je vrijednost
tog kapitala u trenutku t2:

C
v(t2)

v(t1)



Vrednovanje novčanih tokova u proizvoljnom trenutku
I t0 – proizvoljni trenutak
I ct – diskretni novčani tok
I ρ(t) – intenzitet plaćanja

Vrijednost novčanog toka u trenutku t0

∑
ct 6=0

ct
v(t)

v(t0)
+

∫ +∞

−∞

v(t)

v(t0)
ρ(t) dt

Sadasnja Vrijednost novčanog toka u trenutku (t0 = 0)
v(0) = e0 = 1

∑
ct 6=0

ctv(t) +

∫ +∞

−∞
v(t)ρ(t) dt

Interpretacija?



Vrednovanje novčanih tokova

Za proizvoljne trenutke t1 i t2

[V.N.T. u trenutku t1] · v(t1) = [V.N.T. u trenutku t2] · v(t2)

V.N.T. – vrijednost novčanog toka



Note that the approach taken in Example 2.7.1 (b) is quicker than performing
the calculation at 1 March 2012 from first principles.

2.8 INTEREST INCOME
Consider now an investor who wishes not to accumulate money but to receive
an income while keeping his capital fixed at C. If the rate of interest is fixed at i
per time unit, and if the investor wishes to receive his income at the end of each
time unit, it is clear that his income will be iC per time unit, payable in arrears,
until such time as he withdraws his capital.

More generally, suppose that t > t0 and that an investor wishes to deposit C at
time t0 for withdrawal at time t. Suppose further that n > 1 and that the
investor wishes to receive interest on his deposit at the n equally spaced times

EXAMPLE 2.7.2EXAMPLE 2.7.2EXAMPLE 2.7.2

The force of interest at any time t, measured in years, is given
by

dðtÞ ¼

8>><
>>:

0:04þ 0:005t for 0 � t < 6

0:16� 0:015t

0:04

for 6 � t < 8

for t � 8

(a) Calculate the value at time 0 of £100 due at time t ¼ 8.
(b) Calculate the accumulated value at time t ¼ 10 of

a payment stream of rate rðtÞ ¼ 16� 1:5t paid
continuously between times t ¼ 6 and t ¼ 8.

Solution
(a) We need the present value of £100 at time 8,

i.e., 100=Að0; 8Þ with the accumulation factor

Að0; 8Þ ¼ Að0; 6Þ � Að6; 8Þ

¼ exp

 Z6

0

0:04þ 0:005t dt

!

� exp

 Z8

6

0:16� 0:015t dt

!

¼ expð0:44Þ

leading to the present value of £100=e0:44 ¼ £64:40

(b) The accumulated value is given by the accumulation of
each payment element rðtÞdt from time t to 10

Z8

6

Aðt ; 10Þ:rðtÞdt

Using the principle of consistency, we can express the accu-
mulation factor as easily found quantities, Að0; 10Þ and
Að0; tÞ as

Aðt ; 10Þ ¼ Að0; 10Þ
Að0; tÞ ¼ e0:88�0:16tþ0:0075t2

for 6 � t � 8. The required present value is then obtained via
integration by parts as £12.60.

272.8 Interest Income



Prihod od kamata
Interest income

I C – uloženi kapital
I i(t) kamata za period od t do t + 1

Cilj: prihod od kamata na kapital (a ne akumulacija kapitala)
Jednostavni slučaj: isplata Ci(t) na kraju svake godine



Slučaj sa n plaćanja
Inerest income

I Period od t0 do t > t0
I n plaćanja
I Razmak između isplata h = t−t0

n

I Isplate u trenucima t0 + h, t0 + 2h, ..., t0 + nh

I Po definiciji ih(t) isplata u trenutku t + jh, j = 1...n:

Chih(t0 + jh)

Ukupan prihod

n−1∑
j=0

Chih(t0 + jh)



Neprekidni slučaj
Interest income

Broj plaćanja između t i t0 teži beskonačnosti: n→∞

n−1∑
j=0

Chih(t0 + jh) → C

∫ t

t0

δ(t) dt

Zašto?

Ukupan prihod od kamate (Total interest received)

I (t) := C

∫ t

t0

δ(t) dt

Intenzitet prihoda od kamate (Rate of payment of interest income)

I ′(t) = Cδ(t)



Prihod od kamate kao neprekidni novčani tok

Posmatramo interval [0,T ]

Neprekidni novčani tok
Intenzitet plaćanja ρ,

M(t) =

∫ T

0
ρ(t) dt.

Neprekidni prihod od kamate
Intenzitet prihoda od kamate Cδ

I (t) =

∫ T

0
Cδ(t) dt = C

∫ T

0
δ(t) dt



Sadašnja vrijednost prihoda od kamate

Sadašnja vrijednost neprekidnog novčanog toka
Intenzitet plaćanja ρ, ∫ T

0
v(t)ρ(t) dt.

Sadašnja vrijednost neprekidnog prihoda od kamate
Intenzitet prihoda od kamate Cδ∫ T

0
Cv(t)δ(t) dt = C

∫ T

0
v(t)δ(t) dt



Tehnički komentar

Primijetimo: ∫ T

0
v(t)δ(t) dt = 1− v(T )

Zašto?

I Smjena u =
∫ t
0 δ(s) ds

I du = δ(t)dt!
I Po definiciji v = e−u



Tehnički komentar

Primijetimo: ∫ T

0
v(t)δ(t) dt = 1− v(T )

Zašto?
I Smjena u =

∫ t
0 δ(s) ds

I du = δ(t)dt!
I Po definiciji v = e−u



Prihod od kamata i dekompozicija kapitala

Dekompozicija

C = C

∫ T

0
v(t)δ(t) dt + Cv(T )

Interpretacija?

Slučaj T = +∞

C = C

∫ +∞

0
v(t)δ(t) dt

Interpretacija?



Konstantni intenzitet kamate

PRETPOSTAVKA: δ(t) = δ = const.

I Početak poglavlja 3
I Pretpostavka važi do kraja poglavlja 4



Veličine v i δ

Sadašnja vrijednost:
I v(t) = exp

(
−
∫ t
0 δ(s) ds

)
= e−δt

I v := v(0) = e−δt – diskontni faktor

I v(t) = v t

Sadašnja vrijednost zavisi samo od dužine perioda
Vrijednost u trenutku s kapitala C sa rokom dospijeća s + t je:

C
v(s + t)

v(s)
= Cv t



Akumulacija kapitala

F (t) = exp

(∫ t

0
δ(s) ds

)
= eδt

I i = eδ − 1 (konstantna) efektivna kamatna stopa
I 1 + i = eδ

I F (t) = (1 + i)t



Diskontna stopa

Konstantna diskontna stopa

d = 1− v = 1− e−δt

Interpretacija:
Kapital 1− d uložen po kamatnoj stopi i se nakon godinu dana
akumulira na 1:

(1− d)(1 + i) =

(
1− 1

1 + i

)
(1 + i) = 1

Dakle, 1− d = v je sadašnja vrijednost kapitala vrijednosti 1.



Diskontna stopa

Jednakost d = iv
I d = 1− v = 1− 1

1+i = i
1+i = iv

I Interpretacija?

1 −→ 1 + i

1− d −→ 1

Sadašnja vrijednost kamate i je d



Diskontna stopa

Jednakost d = iv
I d = 1− v = 1− 1

1+i = i
1+i = iv

I Interpretacija?

1 −→ 1 + i

1− d −→ 1

Sadašnja vrijednost kamate i je d



Diskontna stopa i neprekidno kamaćenje

Jednakost d = δF (1)∫ 1

0
e−δt dt =

1− e−δ

δ
=

d

δ

Interpretacija?

d = δF (1) = iv !



Diskontna stopa i neprekidno kamaćenje

Jednakost d = δF (1)∫ 1

0
e−δt dt =

1− e−δ

δ
=

d

δ

Interpretacija?

d = δF (1) = iv !



Veličine δ , i , v i d

which confirms that an interest payment of i at time t¼ 1 has the same value as
a payment of d at time t¼ 0. But what sum paid continuously (at a constant rate)
over the time interval [0, 1] has the same value as either of these payments?
Let the required amount be s such that the amount paid in time increment dt is
sdt. Then, taking values at time 0, we have

d ¼ R1
0
se�dtdt

¼ s

�
1� e�d

d

�
ðif ds0Þ

¼ s

�
d
d

�
(by Eq. 3.1.6)

Hence s ¼ d. This result is also true, of course, when d ¼ 0. This establishes the
important fact that a payment of dmade continuously over the period [0,1] has
the same value as a payment of d at time 0 or a payment of i at time 1. Each of
the three payments may be regarded as alternative methods of paying interest
on a unit loan over the period.

In certain situations, it may be natural to regard the force of interest as the basic
parameter, with implied values for i, v, and d. In other cases, it may be pref-
erable to assume a certain value for i (or d or v) and to calculate, if necessary, the
values implied for the other three parameters. Note that standard compound
interest tables (e.g., those given in this book) give the values of d, n, and d for
given values of i. It is left as a simple, but important, exercise for the reader to
verify the relationships summarized here.

Value Of d i v d

In Terms Of

d ed � 1 e�d 1� e�d

i ln ð1þ iÞ ð1þ iÞ�1 i ð1þ iÞ�1

v �ln v v�1 � 1 1� v

d �ln ð1� dÞ ð1� dÞ�1 � 1 1� d

EXAMPLE 3.1.1

Calculate the values of i,v, and d that are implied by d¼ 6%
per annum.

Solution
Using the expressions summarized previously, we have

i ¼ ed � 1 ¼ e0:06 � 1 ¼ 6:184%
v ¼ e�d ¼ e�0:06 ¼ 0:9418
d ¼ 1� e�d ¼ 5:824%

373.1 Interest Rate Quantities



Anuiteti krajem roka
Immediate annuity-certain

Dekurzivni anuiteti (anuiteti krajem roka)
I Niz od n (godišnjih) uplata, vrijednost svake uplate je 1
I Uplate se vrše krajem perioda: k-ta uplata u trenutku t + k

Sadašnja vrijednost (u trenutku t)

an =
n∑

k=1

vk =
v(1− vn)

1− v
=

1− vn

v−1 − 1
=

1− vn

i

Ukupna vrijednost (u trenutku t + n)

sn =
n∑

k=1

(1 + i)n−k = (1 + i)nan =
(1 + i)n − 1

i



Anuiteti početkom roka
Annuity-due

Anticipativni anuiteti (anuiteti početkom roka)
I Niz od n (godišnjih) uplata, vrijednost svake uplate je 1
I Uplate početkom perioda: k-ta uplata u trenutku t + k − 1

Sadašnja vrijednost (u trenutku t)

än =
n∑

k=1

vk−1 =
1− vn

1− v
=

1− vn

d

Ukupna vrijednost (u trenutku t + n)

s̈n =
n−1∑
k=0

(1 + i)n−k = (1 + i)n än =
(1 + i)n − 1

d



Anuiteti
Neke jednakosti

Veza između an i än

än = (1 + i)an

än = 1 + an−1

1 = i an + vn = d än + vn

Veza između sn i s̈n

s̈n = (1 + i)sn

s̈n = sn+1 − 1

(1 + i)n = i sn + 1 = d s̈n + 1



Anuiteti
Neke jednakosti

Veza između an i sn

sn = (1 + i)nan

Veza između än i s̈n

s̈n = (1 + i)n än



Perpetuiteti
Beskonačni niz (jednakih) uplata

Dekurzivni perpetuitet (immediate perpetuity)
I Godišnje uplate vrijednosti 1, k-ta uplata u trenutku t + k

I Sadašnja vrijednost:

a∞ =
∞∑
k=1

vk = lim
n→∞

an =
v

1− v
=

1
i

Anticipativni perpetuitet (perpetuity due)
I Godišnje uplate vrijednosti 1, k-ta uplata u trenutku t + k − 1
I Sadašnja vrijednost:

ä∞ =
∞∑
k=0

vk = lim
n→∞

än =
1

1− v
=

1
d



Odloženi anuiteti
I t = 0, prvih m ∈ N godina nema uplata
I Niz od n (godišnjih) uplata, vrijednost svake uplate je 1

Odloženi dekurzivni anuiteti (krajem roka)
I Uplate se vrše krajem perioda: k-ta uplata u trenutku m + k

I Sadašnja vrijednost (u trenutku t = 0):

m|an =
n∑

k=1

vm+k = am+n − an = vman

Odloženi anticipativni anuiteti (početkom roka)
I Uplate početkom perioda: k-ta uplata u trenutku m + k − 1
I Sadašnja vrijednost (u trenutku t = 0):

m|än =
n∑

k=1

vm+k−1 = äm+n − än = vm än



Neprekidni anuiteti

I Konstantno neprekidno plaćanje u vrijednosti 1 godišnje
I Konstantan intenzitet plaćanja: ρ(t) ≡ 1 [Vidi 3. nedjelju]

I n ∈ R+ – trajanje plaćanja

Neprekidni anuitet
Sadašnja vrijednost u trenutku t = 0:

ān =

∫ n

0
e−δt dt =

1− e−δn

δ
=

1− vn

δ
, (δ 6= 0)

Veza sa diskretnim anuitetima

ān =
i

δ

1− vn

i
=

i

δ
an



Odloženi neprekidni anuitet

I Konstantno neprekidno plaćanje u vrijednosti 1 godišnje
I Konstantan intenzitet plaćanja: ρ(t) ≡ 1
I n ∈ R+ – trajanje plaćanja
I Plaćanje počinje u trenutku m ∈ R+;

Odloženi neprekidni anuitet
Sadašnja vrijednost u trenutku t = 0:

m|ān =

∫ m+n

m
e−δt dt = ām+n − ān = vm ān



Varijabilni anuiteti

I Niz od n uplata
I k-ta uplata u trenutku tk
I Xk – Vrijednost k-te uplate
I Sadašnja vrijednost:

∑n
k=1 v

tkXk

Specijalni slučajevi
I Rastući anuitet: Xk = tk = k

I Opadajući anuitet: tk = k , Xk = n − k

I Xk formira geometrijsku progresiju



Rastući anuiteti
Dekurzivni rastući anuiteti

I Niz od n uplata vrijednosti: 1, 2, ..., n
I k-ta uplata u trenutku k

I k – Vrijednost k-te uplate

I Sadašnja vrijednost: (Ia)n =
∑n

k=1 kv
k =

än − nvn

i

Sadašnja vrijednost - izvodjenje:

i(Ia)n = (Ia)n −
1
v

(Ia)n = −nvn +
n∑

k=1

vk−1 = än − nvn

Interpretacija jednakosti: än = i(Ia)n + nvn?



Rastući anuiteti
Anticipativni rastući anuiteti

I Niz od n uplata vrijednosti: 1, 2, ..., n
I k-ta uplata u trenutku k − 1
I k – Vrijednost k-te uplate
I Sadašnja vrijednost:

(I ä)n =
n∑

k=1

kvk−1 = (1 + i)(Ia)n = 1 + an−1 + (Ia)n−1

Ima li smisla definisati (Ia)∞ (I ä)∞ ?

(Ia)∞ =
1
i

+
1
i2

; (I ä)∞ = (1 + i)(Ia)∞



Rastući anuiteti
Anticipativni rastući anuiteti

I Niz od n uplata vrijednosti: 1, 2, ..., n
I k-ta uplata u trenutku k − 1
I k – Vrijednost k-te uplate
I Sadašnja vrijednost:

(I ä)n =
n∑

k=1

kvk−1 = (1 + i)(Ia)n = 1 + an−1 + (Ia)n−1

Ima li smisla definisati (Ia)∞ (I ä)∞ ?

(Ia)∞ =
1
i

+
1
i2

; (I ä)∞ = (1 + i)(Ia)∞



Rastući anuiteti
Neprekidni rastući anuiteti

Konstantan intenzitet plaćanja u toku godine
Intenzitet plaćanja je r u periodu od r − 1 do r ; sadašnja vrijednost:

(I ā)n =
n∑

r=1

∫ r

r−1
rv t dt =

än − nvn

δ
(1)

Rastući intenzitet plaćanja
Intenzitet plaćanja je t u trenutku t; sadašnja vrijednost:

(Ī ā)n =

∫ n

0
tv t dt =

ān − nvn

δ
(2)



Rastući anuiteti

Prirodno se definišu ukupna vrijednost rastućih anuiteta i odloženi
rastući anuiteti:
I (Is)n = (1 + i)n(Ia)n
I (I s̈)n = (1 + i)n(I ä)n
I (I s̄)n = (1 + i)n(I ā)n
I (Ī s̄)n = (1 + i)n(Ī ā)n

I m|(Ia)n = vm(Ia)n
I m|(I ä)n = vm(I ä)n
I m|(I ā)n = vm(I ā)n

I m|(Ī ā)n = vm(Ī ā)n



Rastući anuiteti

Svaki anuitet čija plaćanja formiraju aritmetički niz se može
predstaviti preko standardnih rastućih anuiteta!



Opadajući anuiteti
Dekurzivni opadajući anuiteti

I Niz od n uplata vrijednosti: n, n − 1, ..., 1
I k-ta uplata u trenutku k

I n − k – Vrijednost k-te uplate

I Sadašnja vrijednost: (Da)n =
∑n

k=1(n − k)vk =
n − an

i

Sadašnja vrijednost - izvodjenje:

(Ia)n + (Da)n = (n + 1)an

Zašto?

Definicije i oznake analogne rastućim anuitetima
I Anticipativni opadajući anuiteti
I Neprekidni opadajući anuiteti
I Ukupna vrijednost opadajućih anuiteta
I Odloženi opadajući anuiteti



Kamata koja se obračunava p puta godišnje

Nominalna i efektivna kamatna stopa
i i i (p) – (konstantna) efektivna i nominalna kamatna stopa

1 + i =

(
1 +

i (p)

p

)p

(1 + i)
1
p − 1 =

i (p)

p

i =
i (p)

p
· (1 + i)− 1

(1 + i)
1
p − 1

i =

p∑
t=1

i (p)

p
(1 + i)

p−t
p

Interpretacija posljednje jednakosti?



our original definition is confirmed. Note that i(1) ¼ i and d(1) ¼ d. It is usual to
include values of i(p) and d(p), at least for p ¼ 2, 4, and 12, in standard
compound interest tables. It is essential to appreciate that, at force of interest
d per unit time, the five series of payments illustrated in Figure 4.1.1 all have the
same value.

If we choose to regard i(p) or d(p) as the basic quantity, Eqs 4.1.3 or 4.1.6 may be
used to define i in terms of i(p) or d in terms of d(p). It is customary to refer to i(p)

and d(p) as nominal rates of interest and discount convertible pthly. For example,
if we speak of a rate of interest of 12% per annum convertible quarterly, we
have i(4)¼ 0.12 (with 1 year as the unit of time). Since (1þ i)¼ {1þ [i(4)/4]}4,
this means that i ¼ 0:125509. Therefore, the equivalent annual rate of interest
is 12.5509%. As has been mentioned in Chapter 2, when interest rates are
expressed in nominal terms, it is customary to refer to the equivalent rate per
unit time as an effective rate. Therefore, if the nominal rate of interest
convertible quarterly is ið4Þ ¼ 12% per annum, the effective rate per annum is
i ¼ 12:5509%:

The treatment of problems involving nominal rates of interest (or discount) is
almost always considerably simplified by an appropriate choice of the time
unit. For example, on the basis of a nominal rate of interest of 12% per annum
convertible quarterly, the present value of 1 due after t years is

FIGURE 4.1.1
Equivalent payments

634.1 Interest Payable pthly



Kamata koja se obračunava p puta godišnje

Nominalna i efektivna diskontna stopa
d i d (p) – (konstantna) efektivna i nominalna diskontna stopa

1− d =

(
1− d (p)

p

)p

1− (1− d)
1
p =

d (p)

p

d =
d (p)

p
· 1− (1− d)

(1− d)
1
p − 1

d =

p∑
t=1

d (p)

p
(1− d)

t−1
p



Kamata koja se obračunava p puta godišnje

Efektivna kamatna i diskontna stopa i δ

i (p) = p(e
δ
p − 1) d (p) = p(1− e−

δ
p )

Monotonost efektivne kamatne i diskontne stope

lim
p→∞

i (p) = lim
p→∞

d (p) =δ

i > i (2) > i (3) > . . . >δ

d < d (2) < d (3) < . . . <δ

Zašto?



Anuiteti sa p godišnjih plaćanja

Dekurzivni anuiteti (anuiteti krajem roka)
I Niz od n · p uplata: n godina, p uplata godišnje,
I Vrijednost svake uplate je 1/p
I Uplate se vrše u trenucima 1/p, 2/p, 3/p...

Sadašnja vrijednost

a
(p)
n =

np∑
t=1

1
p
v t/p = . . . =

1− vn

i (p)
=

i

i (p)
an



Anuiteti sa p godišnjih plaćanja
Alternativna interpretacija

I p godišnjih jednakih uplata u trenucima 1/p, ..., 1

I Kamata na uplate vrijednosti i (p)

p je i

I Kamata na uplate vrijednosti 1
p je onda i

i (p)

I Sadašnja vrijednost p uplata vrijednosti 1
p :

I Tekuće (nulte) godine je v i
i (p)

I Ako su uplate k-te godine: 1
p je vk i

i (p)

I Sadašnja vrijednost k jednakih uplata vrijednosti i
i (p) je i

i (p) an !

Zaključak
Sadašnja vrijednost po p uplata vrijednosti 1

p kroz n godina je onda
isto:

i

i (p)
an



Anuiteti sa p godišnjih plaćanja
Računski detalji o prethodnoj interpretaciji

i =

p∑
t=1

i (p)

p
(1 + i)

p−t
p

i

i (p)
=

p∑
t=1

1
p

(1 + i)
p−t
p

v
i

i (p)
=

p∑
t=1

1
p
v

t
p

vk+1 i

i (p)
=

p∑
t=1

1
p
v

kp+t
p

i

i (p)

n−1∑
k=0

vk+1 =
n−1∑
k=0

p∑
t=1

1
p
v

kp+t
p =

np∑
t=1

1
p
v t/p



Anuiteti sa p godišnjih plaćanja
Anticipativni, odloženi

Definicije i oznake analogne (godišnjim) anuitetima
I Anticipativni anuiteti sa p godišnjih plaćanja
I Odloženi anuiteti sa p godišnjih plaćanja
I Neograničeni anuiteti (n =∞)
I Oznake za sadašnje vrijednosti i ukupne vrijednosti:

ä
(p)
n , m|a

(p)
n , m|ä

(p)
n , a

(p)
∞ , ä

(p)
∞ , s

(p)
n , s̈

(p)
n



Anuiteti sa p godišnjih plaćanja
Neke jednakosti

ä
(p)
n =

i

d (p)
an

a
(p)
n = v1/p ä

(p)
n

s
(p)
n =

i

i (p)
sn

s̈
(p)
n =

i

d (p)
s̈n

ān = lim
p→∞

a
(p)
n = lim

p→∞
ä

(p)
n

i an = i (p)a
(p)
n = d (p) ä

(p)
n = d än = δ ān

a
(p)
∞ = 1/i (p), ä

(p)
∞ = 1/d (p)

ä
(p)
∞ = a

(p)
∞ + 1/p



Otplata duga
Opšti slučaj

I L – ukupan dug, glavnica; vraća se godišnjim otplatama
I n – broj (godišnjih) otplata
I xt – t-ta godišnja otplata, t = 1, . . . , n
I it – kamatna stopa za t-tu godinu

Ukupan dug je suma sadašnjih vrijednosti svih otplata

L =
n∑

t=1

xt

t∏
s=1

(1 + is)−1



Otplata duga

I Ft – preostali dug u trenutku t

I F0 = L – preostali dug na početku (ukupan dug)

I F1 = (1 + i1)F0 − x1 – preostali dug nakon prve otplate

I Ft = (1 + it)Ft−1 − xt – preostali dug nakon t-te otplate

I Fn = 0



Otplata duga

Retrospektivni pristup

Ft =(1 + i1)(1 + i2) . . . (1 + it)L

− (1 + i2)(1 + i3) . . . (1 + it)x1

− (1 + i3) . . . (1 + it)x2

− (1 + it)xt−1

− xt

Preostali dug je razlika akumulacije ukupnog duga i svih
dosadašnjih otplata.



Otplata duga

Prospektivni pristup

Ft =(1 + it+1)−1xt+1

+ (1 + it+1)−1(1 + it+2)−1xt+2

+ ...

+ (1 + it+1)−1(1 + it+2)−1 . . . (1 + in)−1xn

Preostali dug je zbir sadašnjih vrijednosti svih preostali otplata.



Otplata duga

Preostali dug i kamata

Ft = (1 + it)Ft−1 − xt = Ft−1 − (xt − itFt−1)

I ft – količina duga otplaćenog u trenutku t (rata?)

I ft := Ft−1 − Ft

I it = i = const.: ft+1 = (1 + i)ft + xt+1 − xt

Terminologija: rata, anuitet, otplata?



Otplata duga jednakim anuitetima

I it = i = const.

I xt = x = const.

I L = x · an

I Otplate u trenucima 1, 2, ..., n

I Ft = an−t

I ft = vn−t+1



Table 5.2.1 Schedule for a Level Annuity (Amount of Loan an )

Payment
Interest Content
of Payment

Capital
Repaid

Loan Outstanding
after Payment

1 ian ¼ 1� v n vn an � vn ¼ an�1
2 ian�1 ¼ 1� vn�1 vn�1 an�1 � vn�1 ¼ an�2

« « « «

t ian�tþ1 ¼ 1� vn�tþ1 vn�1þ1 an�tþ1 � vn�tþ1 ¼ an�t

« « « «

n e 1 ia2 ¼ 1� v2 v2 a2 � v2 ¼ a1
n ia1 ¼ 1� v v a1 � v ¼ 0

EXAMPLE 5.2.1EXAMPLE 5.2.1

A loan of £50,000 is to be repaid over 5 years by a level
annuity payable annually in arrears. The amount of the
annual payment is calculated on the basis of an interest
rate of 3% per annum effective. Immediately after the third
repayment was made, the borrower requests that he be
able to pay off the loan with a single lump sum. Use a repay-
ment schedule to calculate the value of the lump sum
required to repay the loan at this time.

Solution
We require the annual repayment amount, X. The equation of
value at the time the loan was issued is Xa5 0:03 ¼ 50;000;
this leads to X¼ £10,917.75.

The loan outstanding immediately after each repayment is
given by the final column of the following table:

The first line here, for example, is calculated as in Table 5.2.1
with a constant factor X ¼ 10;917:75.

Interest content ¼ 0:03� 10;917:73� 4:5797 ¼ 1; 500
Capital repaid ¼ 10;91773� ð1:03Þ�5 ¼ 9;417:73
Loan outstanding ¼ 10;917:73� 3:7171 ¼ 40;582:27;
etc.

Alternatively, one can obtain these and all other values from
an iterative process as follows:

Interest content ¼ 50;000� 0:03 ¼ 1;500
Capital repaid ¼ 10;917:73� 1;500 ¼ 9;417:73
Loan outstanding ¼ 50;000� 9;417:73 ¼ 40;582:27;
etc.

The loan outstanding immediately after the third payment is
then £20,890.74, and this is the value of the lump sum
required to repay the loan at that time.

Payment
Interest
Content

Capital
Repaid

Loan
Outstanding

1 1,500.00 9,417.73 40,582.27

2 1,217.47 9,700.26 30,882.01

3 926.46 9,991.27 20,890.74

4 626.72 10,291.01 10,599.74

5 317.99 10,599.74 0.00
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Otplate p puta godišnje

Analogno...



NPV

I it = i = const.

I NPV (i) =
∑

ctv
t +

∫ T
0 ρ(t)v t dt

I NPV (i) = 0 – jednačina vrijednosti

Dva projekta A i B
I NPVA(i) = 0 : iA
I NPVB(i) = 0 : iB
I iA > iB? NPVA(i0) > NPVb(i0)?


