Osnovi racunarstva |

Bulova algebra



m Bulova algebra — Oblast koja tretira logiCke iskaze i promjenljive koji

imaju samo jednu od dvije moguce vrijednosti: "taCan” i "netacan”

m Binarne cifre mogu se posmatrati kao Clanovi skupa {0,1}

m Promjenljive koje mogu uzimati samo jednu od ove dvije vrijednosti
uobiCajeno je da oznacimo velikim slovima A, B, C,..., X, Y, Z

m Dvodlana Bulova algebra definisana je kao uredena Sestorka (B,-,+, ,0,1)
m B={0,1}

m Aksiomi Bulove algebre:

1.

2
3.
4
3

A-B=B-A
A-B+C)=(A-B)+(A-C)
A-l=A

A-A=0

0#1.

A+B=B+A
A+(B-C)=(A+B)- (A+0O)
A+0=A

A+A=1

2/25



m Operacija logicCkog mnozenja ima vecu vaznost od operacije logickog
sabiranja. Na primjer, u aksiomu 2 izraz A + (B-C) identiCan je izrazu
A+B-C

m Na osnovu navedenih aksioma mozemo dokazati neke vazne zakone:

m Prvi zakon ogranicenosti: U Bulovoj algebri vazi: A+1=1
Dokaz: Podimo od desne strane gornje jednakosti. Iz aksioma 4
slijedi da je 1=A+A , a na osnovu aksioma 3: A=A-1.
Kombinovanjem ovih aksioma: 1=A+A -1
Primjenom aksioma 2 u obliku A+ (B-C)=(A+B)- (A +C), gdje je
B> Ai C—1,dobijase 1=(A+A)-(A+1)
Primjenom aksioma 4 u obliku A+A=1: 1=1-(A+1)
Primjenom aksioma 3 u obliku A-1=A: 1=A+1

® Drugi zakon ograni¢enosti: U Bulovoj algebri vazi: A-0=0

® Zakoni idempotentnosti: A+A=A i A-A=A
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m Definicije logiCkih operacija sabiranja (+) i mnozenja (-), kao i unarne
operacije komplementiranja () za slu¢aj dvoc¢lane Bulove algebre:

Sabiranje (+)  Mnozenje (1) Komplementiranje
logicko ILI (v)  logicko I (A) logicko NE

0+0=0 0-0=0 0=1
0+1=1 0-1=0 1=0
1+0=1 1-0=0
1+1=1 1-1=1

m Definicije gornjih operacija slijede iz aksioma i zakona. Na primijer:
m |z aksioma 3 (A+0=A)slijede izrazi: 0+0=0 i 1+0=1
m |z aksioma 1 (aksiom komutativnosti): 0+1=1+0=1

m |z zakona idempotentnosti (A+ A=A): 1+1=1
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" J
m Radi lakSeg rada “sumiramo” pravila Bulove algebre

m Pravilo sa konstantnim vrijednostima:
A+0=A
A+l1=1
A-0=0
A-1=A

m Pravilo sa ponovljenim vrijednostima:
A+A=A

A A=A
m Pravilo sa komplementarnim vrijednostima:
A+A=1
A-A=0
m Pravilo sa dvostruko komplementiranim vrijednostima:
A=A
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m DE MORGANOVA TEOREMA

B

| <
]

i~
| =T,

A+B

A B | AB

A-B=A+B
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" J
= DE MORGANOVA TEOREMA ZA VISE PROMJENLJIVIH

" A+B+C=A-B-C,
m Dokaz: A+B+C:A+(B—|—C):K~B+C=X°§’6,

m A-B-C=A+B+C.
mDokazz. A-B-C=A-(B-C)=A+B-C=A+B+C.

m Analogno:
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= Primjer identiteta (A +B)-(A+B)=A

m Dokaz:

(A+B)-(A+B)
=A-A+A-B+A-B+B-B 2-struka primjena aksioma 2
=A+A-(B+B) pravilo pon. vr., aks. 2, pravilo komp. vr.
=A+A pravilo kom. vrij. 1 pravilo konst. vr.

=A pravilo pon. vr.
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" A
m Primjer identiteta (A +B)-(A+C)=A-B+A-C

m Dokaz:

(A+B)-(A+C)
=A-A+A-C+A-B+B-C
=A-C-(B+B)+A-B-(C+C)+B-C-(A+A)
=A-B-C+A-B-C+A-B-C+A-B-C+A-B-C+A-B-C
=A-B-C+A-B-C+A-B-C+A-B-C
=A-C-(B+B)+A-B-(C+C)
=A-B+A-C
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" A
= LOGICKO | (AND) KOLO

A B|A-B
A 0 0 0
A-B —O/O—O/O— 0 1 0
B =] > A B 1 0 0
(@) (b) 1 1] 1 (0
s LOGICKO ILI (OR) KOLO
A A B | A+B
i DO
B —O/B O— 1 0| 1
(a) (b) 1 1] 1 (o)
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"

= LOGICKO NE KOLO (INVERTOR)

A —>A —0—0—
(a) (b)

>
= =1>
o =[5
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" A
m LOGICKO NI (NAND) KOLO

m LOGICKO NILI (NOR)

A
B

A+B A+B A A+B
B
(a) (b)

A B|A: B
0 0| 1

0 1] 1

1 0| 1

1 1| 0 (o
A B|A+B
0 0| 1

0 1| 0

1 0| 0

1 1| 0 (o
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m UPOTREBA NILI KOLA
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PrekidaCcke funkcije



m Nezavisne promjenljive i njihove funkcije mogu imati samo jednu od dvije
moguce vrijednosti iz skupa {0,1}. Samim tim, broj funkcija u dvoclanoj
Bulovoj algebri je veoma ogranicen.

m Funkcija jedne promjenljive (A)

Alh ||/ |A
0 0|01
1 0 .
Prepoznajemo f-je: f(A)=0
f,(A)=A
fi(A) = A
fo(A) =1

16/25



m Funkcija dvije promjenljive (A,B):

A\B A LB || L S ||| So|fo|fu|fiz|fis]|fis | Si5]Sis
g o(O0|j0Q|j]O(0O0 0, 0|00 (11 |1 1|1 |1(1]1
g 1 (| ¢ 909 1, 111|169 | a4, 1|1 (1|1
L& (8 0|1 1(&(& 1 1 89| 911 @ %11
L (L% X |6 1(@&(1 | 4G 1L 0|1 (@14 L|4]1
Prepoznajemo f-je: f1(A,B)=0 »(A,B)=A-B
f.(A,B)=A fs(A,B)=A+B fi1(A,B)=B

m UveS¢emo i novu funkciju "EKSKLUZIVNO ILI” (EX-ILI):
A @ B=f, (A, B)
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m EKSKLUZIVNO ILI (EX-OR) KOLO

A
AD®B
B

()

— - @ @ P

— O = S|

S = = S|P

(b)
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Bulovi izrazi i polinomi



m Logicki proizvod (u matematiCkoj literaturi elementarna konjunkcija) je
izraz gdje su razliCite promjenljive A, i=1,...,k, sa negacijom ili bez nje,
povezane logiCkom | operacijom.

m Naprimjer:  A;-A,-A;, A -A;, A -A,
m Logicki zbir (u matematickoj literaturi elementarna disjunkcija) je izraz

gdje su razliCite promjenljive A, i=1,...,k, sa negacijom ili bez nje,
povezane logickom ILI operacijom.

m Na primjer: K1+R2+A3, A, +K3, KIJrA3

m Potpuni logicki proizvod ili minterm (u matematickoj literaturi kanonska
ili savrSena elementarna konjunkcija) je izraz povezan logiCkom |
operacijom, u kome ucestvuju sve promjenljive, sa negacijom ili bez nje.

m Za datu vrijednost promjenljivih A, A,, ...., A, samo jedan potpuni logicki
proizvod (minterm) ima vrijednost 1, a svi ostali imaju vrijednost O.
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m Svi moguci mintermovi za funkciju sa tri promjenljive:

Al Ay Az Minterm Indeks | Oznaka
g 0 O 31.32 . 33 0 My
g 2 1 31.32 A, 1 1M
0O 1 0 31'5‘12 . 33 2 1
0 1 1 Eﬂ'ﬂz' A, 3 13
i 9 B {1.32 13 4 14
| ik ) {1.32. A, 3 e
1 1 @ A+ A, 13 6 15
1 I 3 Ay -A, A 1 m;
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m Potpuni logicki zbir ili maksterm (u matematiCkoj literaturi kanonska ili
savrsena elementarna disjunkcija) je izraz povezan logiCkom ILI
operacijom, u kome ucCestvuju sve promjenljive, sa negacijom ili bez nje.

m Za datu vrijednost promjenljivih A, A,, ...., A, samo jedan potpuni logicki
zbir (maksterm) ima vrijednost 0, a svi ostali imaju vrijednost 1.

A Ay A Maksterm Indeks | Oznaka
0 0 0| A/ +A,+A, 0 Mo
B 0 1| AP AEAs 1 M,
0 1 0| A +A,+A, 2 M
g 1 1| A 4A4R, 3 M3
1 0 0] A +A,+A, 4 My
1 0 1| A +A,+A, 5 M3
L 1 8| AR4A4K 6 Mg
L 1 1] A A 44 7 M;
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m U opsStem slucaju je: -
M; = m,

BiZM-

1

m Zbir logickih proizvoda (disjunktivha normalna forma) je izraz kod
koga su logiCki proizvodi povezani operacijom logiCckog sabiranja

m Primjer:  f(Ay, Ay, Ay) = (A -Ay) T A, +(A, - Ay)

m Zbir potpunih logickih proizvoda (kanonska ili savrsena disjunktivna
normalna forma) je izraz kod koga su potpuni log. proizvodi (mintermovi)
povezani operacijom logiCkog sabiranja

m Primjer:  f(A;L Ay, A3) =A1 Ay Ay +A Ay Ay +A A, - A,
m Ova funkcija moze se zapisati i kao:

J(A, Ay, Ay)=my+m; +ms = Z m(i) = Zm(O,l,S).
i=0,1,5

23/25



m Proizvod logickih zbirova (konjunktivha normalna forma) je izraz
kod koga su logiCki zbirovi povezani operacijom logiCkog mnozenja.

m Primjer: f(A,A, ,A3)=(K1 + sz3) ' (sz +tA3) A

m Proizvod potpunih logickih zbirova (kanonska ili savrsena
konjunktivha normalna forma) je izraz kod koga su potpuni logicCki
zbirovi (makstermovi) povezani operacijom logiCkog mnozenja.

m Primjer: f(A[,A5,A3)=(A; +A, +A3)-(A; + Ay +AL) - (A + A, +AS)

m Ova funkcija moze se zapisati i kao:

F(AL Ay Ay) =M, -Mg-M, = || M@G)=]]M(2,6,7)
i=2,6,7
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m Primjer: Odrediti prekidacku funkciju sa tri logiCke promjenljive, X, Y, Z,

definisanu tabelom: i 1X Y z]| F(XY.2)
0|10 0 0 1
L |8 0 1 0
LR T . 0
2 | % F 1 1
111 8 B 0
3|1 9 1 1
SHETE 0
7 | 1 T 1 0

m U obliku zbira potpunih logiCkih proizvoda (mintermova):
F(X,Y,Z)=> m(035=X-Y-Z+X-Y-Z+X-Y-Z
m U obliku proizvoda potpunih logiCkih zbirova (makstermova):
F(X,Y,Z)=] [M(1,2,4,6,7) =

=(X+Y+Z)(X+Y+Z)(X+Y+Z)(X+ Y +Z)(X+Y +Z)
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