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Kvazistacionarno elektromagnetno polje

1.1 Uvodna razmatranja
Pojam kvazistacionarnosti (priblizne — toboZnje stacionarnosti) ogranicili smo jednim
ovakvim opstim uslovom: to su polja koja se ne mijenjaju isuviSe brzo u vremenu! Odnosno,
unutar dijela prostora oko provodnika, za koji vezi relacija

r<i (1)

moze se zanemariti vrijeme kasnjenja! Dakle, kvazistacionarno elektromagnetno polje je
ono polje kod kojeg se moze zanemariti vrijeme kasnjenja!

Ranije smo pokazali da za najopstiji slucaj elektromagnetnog polja u linearnim sredinama
vaze relacije
. - OFE
rotB = ,uJ+5,u§ (2)

27

AA—g =—uJ 3
ﬂatz yZi (3)

od kojih prva predstavlja Prvu Maksvelovu jednacinu, a druga izraz za vektorski magnetni
potencijal, koji je proistekao iz Lorencovog uslova kalibracije

divd=-gu— (4)

Zzij‘%du (5)

Prodiskutujmo sada gornje dvije relacije (2) i (3) i pogledajmo na Sta se svode u nasem
sluaju — slucaju kvazistacionarnog elektromagnetnog polja. Pa u tom smislu postavimo
pitanje: Koji je ¢lan, u Prvoj Maksvelovoj jednacini, odgovoran za vrijeme kasnjenja?

Ocigledno to je drugi sabirak! Dakle, kako se radi o sporo promjenljivom polju moZzemo uzeti
da

8—D—> 0 (6)
ot
Time se relacija (2) svodi na oblik
rot B = uJ (7)

A dalje rezonujmo ovako. Posto je B= rot;l, to je relacija (7)



rotrot A= xJ , odnosno (8)

graddinl—AZl = uJ ,asobziromna divA=0 (9)

—

Ad=—puJ (10)

Sto je potpuno isto kao i u slu¢aju stacionarnih (vremenski nepromjenljivih) polja.
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Naglasimo josS jedanput: ¢lan 8_ je odgovoran za kasnjenje (u relaciji (2)), odnosno u
t

or?

Dalamberovoj jednacini (relacija (3))!

A sada jedno vrlo vazno pitanje: Koja je bitna razlika izmedu relacije (10) i one za stacionarna
polja?

Odgovor je jednostavan i logi¢an: ovdje se struja mijenja (iako sporo) u vremenu, tj
J =J(t)! Toi uslovljava rjeSenje relacije (10) u obliku

A=—" =22 do (11)

Znaci, jednacine elektromagnetnog polja, uz zanemarivanje struje pomjeraja, su prakti¢no
iste kao i u slucaju stacionarnih polja! Razlika se javlja jedino u Drugoj Maksvelovoj
jednacini! (To se moze najbolje uoditi u slede¢em paragrafu.)

ZavrSimo ovo uvodno izlaganje Maksvelovim jednacinama za kvazistacionarno
elektromagnetno polje

rot B = ,uj (12)
rot £ = _8_8 (13)
ot
divB=0 (14)
divE =2 (15)
&

Napomena. Pri svemu ovome ipak treba voditi racuna da su kod ovakvog polja sve velicine
ipak funkcije od vremena!

1.2 Kvazistacionarno elektromagnetno polje u provodnoj sredini

Razmotrimo kakve posledice ima pobudivanje elektromagnetnog polja u dobro provodnoj
sredini. Pri tome d¢emo posmatrati ponaosob svaku od njegovih komponenti. Za

komponentu H , koja je u opétem slu¢aju data sa

rotﬁ=j+a—D (16)
ot

Kazali smo da se u nasem slucaju svodi na (posto drugi sabirak tezi 0):



rotH =J (27)

Dakle, u dobro provodnoj sredini uvijek je ispunjen uslov kvazistacionarnosti (tj nema
struje pomjeraja)!

Sto se tice elektri¢ne komponente E elektromagnetnog polja za nju smo jos ranije kazali da
je oblika

. oA
E=—gradV —— 18
g o (18)

y _—_ .. . . . 0A .
Dakle, elektricno polje E sastoji se iz svoje dvije komponente: komponenta _8_ je
t

vrtloZznog karaktera i poti¢e od promjenljivog magnetnog polja; u najve¢em broju prakti¢nih

slu¢ajeva ta komponenta bitno dominira u odnosu na komponentu (—grad’ ) koja je

izvornog karaktera (potice od naelektrisanja)! S toga se moze reéi da je promjenljivo

elektri¢no polje E vrtloznog karaktera. Ako se takvo polje pobudi u provodnoj sredini onda

¢e ono, razumljivo, da stvori vrtlozne struje (j =ckE )! Linije ovih vrtloznih struja poklapaju

se sa linijjama vrtloznog elektricnog polja, tj obuhvataju se sa linijama magnetnog polja koje
ih stvara!

Razumljivo je da ove vrtlozne (vihorne ili Fukoove) struje, kao i svake
druge struje, razvijaju Dzulove gubitke (odnosno izazivaju DzZulov
efekat), te otuda imamo i toplotne gubitke elektromagnetne
kg f energije. Po pravilu ovo je neZeljeni efekat i treba ga svoditi na
LN A najmanju mogudéu mjeru. (Medutim, postoje uredaji koji koriste ovaj

bain efekat, kao Sto su indukcione peci za topljenje metala.)

No, toplotni efekat nije jedina negativna strana vihornih struja.
Vihorne struje stvaraju svoje magnetno polje koje se superponira sa primarnim poljem koje
je te struje stvorilo. Onda je jasno da vihorne struje remete raspodjelu spoljasnjeg
primarnog polja, Sto je prakti¢no uvijek negativna pojava! Pokaza¢emo na primjerima da taj
uticaj vihornih struja na raspodjelu spoljasnjeg polja se svodi na to da dolazi do
koncentracije polja po spoljasnjoj strani tog provodnog domena! Ta pojava je poznata pod
opstim imenom skin — efekat ili_povrSinski efekat.

(izu¢ava¢emo ga u tri slucaja.)

Jednacine elektromagnetnog polja za provodnu sredinu glase

rot B = ,uj (19)
rot £ = _G_B (20)
ot

Za slucaj prostoperiodic¢nih polja (u kompleksnom obliku)
rot B = uJ = uck (21)

rot E = —ja)E (22)



Iz ovih dviju jednacina dobijamo

rotrot B = porot E = — joucB (23)
graddivB—AB = — joucE ; divB=0 (24)
AB = joucB (25)

Na potpuno slican nacin iz istih relacija se dobija i
AE = jouck (26)

Za nalaZenje raspodjele elektromagnetnog polja dovoljno je rijesiti jednu od ove dvije
diferencijalne jednacine. Na primjer, ako nademo B tada je

E _ rot B )
e
Odnosno, ako nademo E tadaje B= rOt.E
"o

1.2.1 |. slu€aj — raspodjela kvazistacionarnog elektromagnetnog polja po presjeku
tankog lima

Neka se komad lima (nacinjen od linearnog materijala a cije dimenzije zadovoljavaju relaciju
{a,b} > d ) nalazi u homogenom prostoperiodi¢cnom polju indukcije

B, = B,, cos(wt+¢,) (28)

Neka linije toga polja djeluju normalno na poprecni presjek lima (dakle, u pravcu z-ose).
Ovakvo promjenljivo magnetno polje stvara u provodnoj
sredini (kakva je lim) vrtloZzne struje. Linije ovih struja
obuhvataju linije magnetnog polja! (U stvari, linije ovih
struja su jako izduZeni pravougaonici te ih moZemo shvatiti
F r ,I kao ,solenoid” pravougaonog poprecnog presjeka.) Logi¢no
(| —‘ ﬂ_ﬂ,f’ I+ je da ovakve struje stvaraju svoje magnetno polje! To

' " 1 indukovano magnetno polje je u pravcu z-ose i superponira

L d L- 1 se sa spoljasnjim poljem. (Negdje ga slabi a negdje ga jaca.)
“I: ' f__,af*'* 1 Tako rezultantno magnetno polje u pravcu z-ose. Dakle,
: i B=B._.

Struja J (a samim tim i polje E ), isklju¢ujuéi krajeve gdje
dolazi do zakrivljenja, imaju samo y-komponente (!), tj

J=J, (29)
E=E, (30)

Od cega zavise ove komponente?



Prije svega od vremena (jer je polje promjenljivo). S druge strane, zavise i od pojedinih
koordinata. Evo od kojih: iskljucujuci krajeve koji su daleki, koji god poprecni presjek da

uocimo raspodjela struje je ista. Dakle, distribucija komponenti struje J (odnosno polja E )
ne zavise od z-koordinate! Isto tako, raspodjela ovih komponenti ne zavisi ni od y-
koordinate s obzirom na pocetni uslov da je lim u y-pravcu mnogostruko duZi nego u x-

pravcu!

MozZemo konstatovati: komponente indukovanih veli¢ina J i E kao i spoljasnjeg polja B

imaju izraze
J=J,(t,x)
E=E (t,%)
B=B_(t,x)

Zbog postojanja vrtloznih struja rezultantno polje nije viSe homogeno!

Kazali smo da polje B zadovoljava izraz

AB = joucB

Pri ¢emu izostavljamo indeks z posto B ima samo z-komponentu.
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il JouUcE

X . uo X
7= Ja)ﬂo'z(l‘ifj)@/%:(lﬂ)k
\/_'_ﬂ k= [PHO

V2 2

Onda se rjeSenje gornje jednacine dobija u obliku

Ako uzmemo da je

Pri éemu je

B(x)=C,e"+C,e™
Granicni uslovi daju relaciju
J(x)=-J(=x) , ili relaciju

B(x) = B(-x)

(31)
(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)
(40)

(Nekad je zgodnije koristiti jednu a nekad drugu relaciju. Predznak ,-“ u prvoj relaciji potice
zbog simetrije problema: sa slike se vidi da su struje s jedne i druge strane presjeka x =0

iste po veli¢ini ali suprotnih smjerova.)

Iz, recimo, prve relacije grani¢nih uslova slijedi



Ce"+C,e” =C e +(C,e"” ,aodavde (41)
¢ =C=C (42)
Dakle, zbog simetrije polja konstante su iste. Ovo ima za posledicu uprosé¢avanje rjesenja

diferencijalne jednacine (35) na oblik

ZX *K}C
B(x)= 2C'% , odnosno (43)

B(x)=Cchyx (44)

(Konstanta C je nepoznata.) Odredi¢emo je ovako: na samoj ivici presjeka polje B je
jednako spoljasnjem polju B, . (Polje ,solenoida” postoji samo u unutrasnjosti, tj magnetno
polje vihornih struja remeti polje B samo u unutrasnjosti.) Dakle, za

d d
x=+t— ,B=B(t—)=8B 45
5B B( 2) B, (45)
(B, je kompleksna amplituda i iznosi
B,=B,, e (46)

A dobija se iz kompleksnog predstavnika za B = B, cos(wt + ¢,) koji glasi

0m

0m

B,,, cos(wt +¢,) = Re[l_%’o e”’”] =Re| B,, e’" e/ | .) (47)
H—/

By
Sada se konstanta C lako izracunava:

E(ii) =B, = Cch;/i — -5 (48)
2 =2 d
chZE

B(x)= Eod ch yx (49)
chy—

Evo, dakle, izraza koji daje distribuciju kompleksne amplitude rezultantnog magnetnog polja.
Iz gornje relacije, za slu¢aj @ =0 (tejei k=0 i y=0), slijedi
B(x) =B, (50)

Ovo znaci da je polje konstantno u svakoj svojoj tacki! Odnosno, ¢im je polje nepromjenljivo
onda ono ne stvara vihorne struje te se i ne remeti.

Prodiskutujmo jo$ gornju relaciju koja ¢e nas dovesti do jednog novog pojma. Naime, za
funkciju, recimo, cht iskoristimo aproksimativni razvoj u Maklorenov red



t2 4 6
cht=1+—+—+—+... (51)
21 4! 6!
Ocigledno je daza t <1 cht ~1. Primijenimo ovo na gornji izraz imajuci u vidu da uslov
kd <1 (52)

U stvari predstavlja uslov kvazistacionarnosti (!), pa je

Zd =+ j)kd (53)

A odavde
Re(yd) <1 kaoi Im(yd) <1 ,tejei (54)
ch% ~1 (55)

S druge strane, za preostali dio gornjeg izraza
yx =1+ j)kx (56)

Znajudi da je x najvece za x=d /2, pa moZemo uzeti

chyx~1 (57)
Ovo znadi da je opet B(x) = B, kao i za slu¢aj @ =01 Zaklju€ak: uz ispunjenje uslova kd <1
polje se ponasa kao i stacionarno magnetno polje, tj uticaj vrtloznih struja je zanemarljiv!
Iz uslova kvazistacionarnosti

kd <1 (58)
slijedi

d<<l:5: 2z (59)
k o)l

A ovo je takozvana dubina prodiranja, koja, kao sSto se vidi, ima dimenziju duZine!

U cilju boljeg shvatanja ovog pojma vratimo se ponovo na izraz za rezultantno magnetno
polje B(x) i dajmo njegov graficki prikaz. Preciznije reeno, posmatrajmo graficku predstavu
izraza

B [ehy

|§0| = d‘ (60)

chy—




Kao Sto se sa slike vidi, polje je najgusée uz ivice lima a
najslabije u njegovom sredistu. Ta pojava da se magnetno
polje rasporeduje (zgusnjava) uz spoljasnje ivice naziva se

skin _efekat. PovrSinski efekat je izrazeniji ukoliko je

ucCestanost veca! Za vrlo velike ucestanosti polje u
unutrasnjosti lima ne postoji veé¢ je skoncentrisano uz
spoljasnje ivice!

Sada se ponovo vratimo na pojam dubine prodiranja. Prije
svega, kod jako izrazenog skin-efekta kd >1 ! na nekom
mjestu

Zd je velika veli¢ina, a posto je

=241 d s (61)
2 k 2
chxz% (62)

To za velike vrijednosti argumenta ¢lan e se moZe zanemariti pa je

chx~e" (63)
Tako dobijamo da je
e e“*ﬂﬂ%b ek(lw‘)% ef(H j)% 3
B(x)=8,—; —— =B, — =B, e == (64)
Ly (+))k> (1)K e
e ? 2 e 2
A odavde
b, B
|B(x)| = u = (65)
e e

1 v ..
Dakle, na rastojanju 5:% amplituda polja je e puta manja od vrijednosti na spoljasnjoj

ivici. Dubina prodiranja je, prema tome, ono rastojanje od spoljasnje ivice ka unutrasnjosti
na kome amplituda polja opadne e puta u odnosu na vrijednost amplitude polja na samoj

ivici domena.

Evo nekih konkretnih vrijednosti za dubinu prodiranja:

|
[ = o
2 faa) | o fom

| |
£ 4z ) g 50 Mz 1 -'-.[Tl B l

: |,:,1

. 1 ou3 g | fJME{
| Feif=1000) | 0,58 mm 0, 0C4Amm|

i
|

PosSto smo nasli izraz za polje B(x) mozemo nadi i izraz za struju J(x) i to koristeéi Prvu

Maksvelovu jednacinu



rot B = y1J
A odavde
Loq
Y7, ,ua oy Oz
0 0 B(x
J(x) =~ ldB(x) = J,(x) , a odavde
dx
yshyx
J(x)=—-—B,= d
chy—
=2

| najzad, potrazimo izraz za DZulove gubitke.

Trenutna vrijednost snage data je sa

2
szma’u
o

Dok je njena vrijednost data sa

i,

Kako je s druge strane

J(x,1) = Re[l(x) e*"‘”] =Re [|J(x)| e/” e*"‘”] =|J(x)|cos(et + @)

L P e P do kT
P"_GTJ;!;M(XM cos (a)t+(pi)dudt—o_lj:|l(x)| dUTJ;C (ot +p,)

1r 171
- j cos’ (et + )t = j S (+cos2r+2¢,))dr =

1@
AP

(66)

(67)

(68)

(69)

(70)

(71)

(72)

(73)

(74)

(75)

Primijenimo sada ovaj opsti izraz za kvazistacionarna polja na nas slucaj provodnog lima.

Zbog simetrije problema sada ¢e da vazi

1d/21 5
p,=27 j ;|J(x)| a-b-dx

0

(76)

Jer je dv=S-dx=ab-dx. Gubitke ¢emo izraCunati pri uslovu kvazistacionarnosti: k-d <1,
tj pri zanemarljivom povrsinskom efektu. Dalje, da bi se izracunao gornji integral potrebno je



umjesto kvadrata modula struje J(x) uvrstiti njen izraz dat izrazom (69), ali posto ga
prethodno uprostimo. Naime,
(yx)" (rx)’  (y%)

sth=Zx+ —3! + —5! + —7! +... (77)

S obzirom na uslov kvazistacionarnosti (kd < 1) moZemo napisati
shyx=yx (78)

Sada Ce izraz za struju J(x) poprimiti oblik

L, X 1
J(x)x——B,=—=——B|y’|x (79)
uo U
Odnosno
1
2] = B, ?|x (80)
o OUC
y=>10+)) ,u :>M= %\/ljt = ouc (81)
ld/z 2 2 2.2 2p2 d3
fzr:—J-—zB o’ y’o’x*Sdx = o’ B;, S — (82)
oy u 24
BOm =\/§BOef (83)
1 2 p2 3
})SV :EOTO BOede (84)

1.2.2 Magnetna kola za vremenski promjenljiva polja

Kada smo razmatrah magnetna kola u prethodnoj glavi prec¢utno smo smatrali da je polje u
7T oo owrm wemem = ovim kolima nepromjenljivo u vremenu. Ako jednu
- i ’HH.T granu toga kola posmatramo kao jedan paralelopiped

od feromagnetika onda je njegov zadatak sa sprovede
-=--24 fluks bez rasipanja.

) Medutim u praksi najéesée imamo posla sa
- prostoperiodicno  promjenljivim  poljima odnosno
strujama. Zato je umjesno postaviti ovakvo pitanje: Sta

Ce se zbiti ako kroz magnetno kolo treba da sprovedemo vremenski promjenljivo polje?

1. Vremenski promjenljivo magnetno polje stvara vrtloZzne struje, a ove, kao i svake druge
struje, stvaraju vrlo intenzivno DZulove gubitke u jezgru.

2. Dolazi do pojave skin-efekta. Naime, u srediSnjem dijelu jezgra magnetno polje je veoma
slabo dok je uz spoljasnju ivicu jezgra jako izrazeno! Otuda ovaj spoljasnji dio jezgra dolazi
prakti¢no u zasi¢enje, Sto znaci da permeabilnost toga dijela tezi x4, ! Ovo opet znaci da se



feromagnetno jezgro ne ponasa vise kao feromagnetik (jer mu je smanjena magnetna
vidljivost), te se veliki dio fluksa sa strane odvodi kroz vazduh! DeSava se prosto kao da linije
magnetnog polja ,,cure” mimo jezgra! Magnetno kolo, dakle, nema svoju ulogu.

Zato se namece kao neminovnost da se ti gubici svedu na najmanju moguéu mjeru. U tom
cilju ponovo se vra¢amo na gornji izraz za P, s namjerom da ga dublje proanaliziramo.

Pazljivo posmatranje gornjeg izraza otkriva nam sledeca zapazanja: srednja snaga DZulovih
gubitaka moze se smanijiti ako

- Smanjimo provodnost o, Sto se u praksi postiZze dodavanjem silicijuma Si;

- Smanjimo frekvenciju @ , ali ovaj zahtjev otpada jer je u suprotnosti sa
konstruktivnim zahtjevima;

- Smanjimo indukciju B, (odnosno fluks B,..S ), ali i ovaj zahtjev bi bio u suprotnosti
sa konstruktivnim zahtjevima;

- Smanjimo duZinu d (!) Sto se uvijek u praksi i radi. Naime, izdijeli se ¢itavo jezgro na
veliki broj tankih limova i to tako da su linije polja vrtloZnih struja presjecena! (Vidi
donju napomenu.)

Svaki od ovih limova prevucen je nekom izvanredno tankom izolacijom (uocimo ih, na
primjer, u rastvoreni lak). Evo Sta smo postigli lameliranjem jezgra. Za puno jezgro je

P =L 0B sa° (85)
12
Dok za izlistano jezgro
Sd; (86)

Te je

Zi_ — 1 (87)

S|

Dakle, u slucaju izlistanog jezgra gubici su n*> puta manji nego kod punog jezgra. S druge
strane, iz uslova kvazistacionarnosti

kd, <1, slijedi (88)

d,<§ (89)



Te je polje po presjeku jednog lima prakti¢no ravhomjerno rasporedeno.

Zaklju€ak: magnetna kola za promjenljivo polje se nikada ne grade od punog materijala nego
od niza veoma tankih a medusobno izolovanih limova cije su debljine manje od dubine
prodiranja!

'___'_-,,---- Napomena: U principu bi efekat smanjenja

{ i#__;. iI_’__ _ vrtloZznih struja bio postignut u istoj mijeri i
uri VR | B ovakvim listanjem jezgra:
— w-l:___J',.‘;--. ._:.I"'"'-FF--.--_ il ---"---‘____.-
B 5 gl — Dok bi ovaj efekat izostao u slucaju ovakvog
LPRTEIE ] By listanja jezgra:

Jer, s jedne strane ne sijeCemo put linijama polja vrtloZnih struja, a s druge strane presjekli

Il‘ o -wer] == smo put magnetnom fluksu!
e e il |
— | [
| £y | |[ | | ! | na kraju, osvrnimo se joS malo na lameliranje jezgra.
= e 1) | ' || Kao Sto smo rekli u zakljucku, debljina limova mora biti
o g1 | | L . . . . .y y. .
—_ |_~ el P! -‘I‘.* L manja od dubine prodiranja. To prakti¢no znaci da, pri

- lameliranju gvozdenog jezgra, Cija je dubina prodiranja
0,68 mm pri frekvenciji od 50 Hz, debljina limova treba da se uzme

- 0,5 mm za uredaje velike snage;
- 0,35 mm za uredaje male snage.

Medutim, pri frekvenciji od 10° Hz dubina prodiranja iznosi 0,0048 mm, Sto znaci da se radi
o mikronskim veli¢inama to bi i debljina limova bila istog reda veliine. Zato se kod
elektronskih uredaja (koje i karakterise ovako visoka frekvencija) jezgra magnetnih kola ne
grade od gvozda vec od ferita — supstance nacinjene od gvozdenog praha i smole (kao
vezivnog tkiva). Feriti imaju magnetna svojstva kao i feromagnetici dok im provodnost
o — 0 (zbog smole koja vezuje gvozdena zrnca pa se ponasa kao dielektrik te se u njemu ne
stvaraju vihorne struje).

Napomenimo jos i to da u slucaju gvozdenih limova izolacija se postiZe u vidu oksidnog sloja
koji je dovoljan izolator iz razloga Sto su indukovani naponi mali. Ovaj oksidni sloj se
ostvaruje tako Sto se lim Zari na temperaturi od 300 do 500°C.4

1.3 |l. Slu€aj — Raspodjela polja u trakastom provodniku unutar
feromagnetnog Zljeba

Neka je kroz trakasti bakarni provodnik propustena struja
prostoperiodi¢nog oblika.

S e ) Ova struja ¢e, naravno, izazvati magnetno polje oko provodnika (vidi
H e HEYe sliku).

Ako sada isti ovaj provodnik (sa istom strujom) smjestimo u jedan
feromagnetni Zljeb (tj zljeb nacinjen od feromagnetnog materijala) dodi
¢e do preraspodjele polja. Cilj nam ej da odredimo izraz za ovu novu distribuciju polja.



Polazimo naravno od izraza (49) koji za polje H glasi

AH = joucH (90)
Pri ¢emu je, kao Sto smo vidjeli
H=H (xy,z)=H (x) (91)
2
H
IO _ jopon (92)
dx

Rjesenje je, kao Sto smo vidjeli, u obliku

H(x)=Ce"+C,e™ (93)

Y =AJjouoc = (1+J)1/ =(1+ )k (94)

Iskoristimo Amperov zakon o cirkulaciji vektora

—

gSHdi = (95)

pu

| primijenimo ga najprije na onu konturu L, koja sva leZi u poprecnom presjeku Zljeba i

Iml
||

(96)

obuhvata isti tako da najveéim dijelom leZi u feromagnetiku a ne u bakarnom provodniku. Za
ovu konturu vazi

H(ha+H(Fe)(2h+a)=1 (97)

Kako je pad magnetnog napona u gvozdu mali to drugi sabirak se moze zanemariti, pa je

H(h)—= (98)
a
S druge strane osvrcudi se na opste rjeSenje i od ranije znajuci da su konstante C, i C,

jednake ali suprotnog znaka (zbog simetrije problema, a Sto ¢e se pokazati i iz primjene
Amperovog zakona na konturu L, ), dobijamo da je



h -rh
Z_el

Iil(h)=clel”+cze*l”=2c'eT= = 2C'=

(99)

Q |I~

a-shyh

Za konturu L, koja leZi po podnoZzju provodnika, tj u ravni (0,y) €ija je z-koordinata jedini¢ne
duZine, dobijamo

H(0)a+0=0 , aodavde (100)
C,+C,=0 = (C=C,=C" (101)

Sada opste rjesenje poprima oblik

e
H(x)= 2C'T , odnosno (102)
H(x)= L sh yx (103)
- a-shyh r

Izraz za struju J nalazimo iz Prve Maksvelove jednacine

A
Jorog=lL & 9 _dH®; (104)
ox Oy Oz dx
0 H(kx) O
Joy=—L o (105)
x)=——=—chyx
- a-shyh z

Grafic¢ka predstava funkcija |1;I(x)| i |J(x)| izgleda ovako:

Sa dijagrama je ocigledno sledece:

- Struja J je najvece privrhu Zljeba a najmanja u podnozju;
- Jasno je izrazen skin-efekat

1.3.1 lll. Slu€aj — Povrsinski efekat kod cilindricnog provodnika

Neka je zadat cilindri¢ni provodnik i neka kroz njega protic¢e prostoperiodi¢ne struja Ciji je
kompleksni predstavnik dat u obliku

I=1 ™ (106)



Raspodjela polja u ovom slucaju kvazistacionarnog stanja data je sa

AE = joucE , ili sa

rasporedena

(107)

(108)

po presjeku

Ako je struja z u pravcu z-ose onda ée promjenljivo magnetno
polje biti dato u vidu koncentri¢cnih krugova. Ovo promjenljivo
magnetno polje ¢e stvarati promjenljivo elektricno polje koje ¢e
takode djelovati u pravcu z-ose, te ¢e se superponirati sa

A = jouc]

i SV : Da li je struja ravnomjerno
¢ CE ] provodnika?

Ry .
N I s ST

T

» f,-; J~

b >

spoljasnjim elektricnim poljem (koje uslovljava struju Z ). Time
¢e rezultantno elektricno polje biti neravnomjerno Sto dce

usloviti i neravnomjernu struju po presjeku provodnika koja ¢e imati samo z-komponentu!

Dakle,

J=J.(r) (109)

Posluzimo se cilindri¢nim koordinatnom sistemom, jer J nije funkcija ni od z-koordinate niti

od ugla € , ve¢ samo od radijusa . A poznato je da je Laplasijan u cilindrichom
koordinatnom sistemu dat u obliku

Uvodenjem smjene

Relacija (113) dobija oblik

Podijelimo ovaj izrazsa y"”

A =——(r= 110

- rar(r 8r) ( )

L2602 jopos (111)
ror or
d’J dJ1

=+—=——joucJ =0 112

dr*  drr JOHOZ ( )

y"? =—jouc (113)

Al
+—=—+y

ar* drr = /=0 (114)
paje
2
1 d 1 1d (115)
Z' dr Z' r dr

Uvodenje smjene u =y' r daje



+——=+J=0 (116)

" Ld’ ld g . -
Diferencijalna jednacina oblika —f+——y+(l—n—2)y=0 poznata je u matematici kao
X

Besel-ova diferencijalna jednacina. Kako je u nasem slucaju n=0 to relacija (116)
predstavlja Beselovu diferencijalnu jednacinu nultog reda. Njeno opSte rjeSenje je oblika

J(u) =3y (u) + C,R, (1) (117)
Funkcije 3, i N, se daju u formi beskonacnih konvergentnih redova. Pri tome je funkcija
- 3, - Beselova funkcija ili Beselov red, a
- N, - modifikovana Beselova funkcija ili Nojman-ova funkcija.

Nojmanov red ima svojstvo da za ¥ =0 (odnosno u — 0 ) Nojmanova funkcija X, — oo.

Otuda bi imali da je, za nas slucaj, osa cilindra singularna tacka, sto ne odgovara stvarnosti.
Zbog toga se uzima da C, — 0 (¢ime smo anulirali drugi sabirak!)

Za slucaj da je n =0 Beselov red glasi:

2 4 6
~ u u u
\50(2):1—?+W—W262+... (118)
Dok za slu¢aj da je n =1 ovaj red glasi
3 5
u u u
Ju==—=>—+——-... 119
@) 2 2%4 2°4% (119)

Sada nije tesko utvrditi vezu izmedu ovih relacija. Naime, diferencirajmo Beselovu funkciju
nultog reda

ds3, u u u’

——t=————t...==3 (u 120
du 2 24 24% (@) (120

Graficka predstava ovih redova izgleda:

Ponovo se vratimo opsStem rjesenju Beselove diferencijalne jednacine nultog reda. S
obzirom da smo utvrdili da je C, =0 opste rjeSenje se javlja u upros¢enom obliku

J(u)=C3,(u) (121)



Konstantu C dobijamo iz uslova:

Kada r - 0 tadai u — 0, a odavde (vidi grafik) 3, -1, tako da je
C=J(r=0) (122)

A ovo je gustina struje u osi cilindricnog provodnika.

Iz relacije
rot E = — jouH /o (123)
rotJ =— joucH (124)
Lordy L
E[ = 1 rotz = 1 l i i g (125)
—jouc —jouoc r\or 00 0Oz
0 0 J

Vektor J ima komponentu samo u smjeru z-ose a zavisi jedino od 7 -a. Zato je konacan izraz

za Ij u obliku (EI ima samo & komponentu).

Q1A 1 ,d5,w

7 -1 lr; (CQ(U)

H(r)= = 126
4(r) —jouc r " dr ) y' du 7' du (126)
Kako je
d3,(u) u 4’ 6u’ u 1 us, 1 ug
(R A et = — (D — (=) = |==3,(w) (127
du 27 24 2°4%6° 2 2!(2) 2!3!(2) i) (127)

Dakle, intenzitet vektora H ima vrijednost

H(u) =€, (u) (128)
4

Konstantu C dobijamo primjenom Amperovog zakona na konturu poprecnog presjeka
provodnika

gSIi(a)dl =1, ili (129)
!
H(a)2ar=1 (130)
1~
—C3,(ra2ar=1 (131)
4
C=——=—;sadaimamodaje (132)
2a73,(y a)
Iy'
J(Ww)=—"=""73,(u) (133)

N}
2a73,(ya)



i- — (] == 4:

H(u)=

why £ ady J’flll

.

——a

——

, I

_J

Wsl(ﬂ) (134)

Kako bi izgledao graficki moduo gustine struje ‘J(Z'r)‘
?

Sa grafika je vidljivo da je skoro sva struja rasporedena
u jednom uskom sloju uz samu povrsinu provodnika.
Sto je ucestanost veca struja u unutragnjosti provodnika
je manja a time je izrazeniji skin-efekat.

(Napomena: podaci za graficko prikazivanje modula struje J u zavisnosti od r-a se jako
komplikovano izra¢unavaju i mi to neéemo raditi, mada je u principu to moguce jer je u
pitanju konvergentan red.)

kL _-;‘l.\'i

R

]
1)

1. Neka vazi uslov:

Dakle, pri visokim ucestanostima sva struja je prakti¢no rasporedena uz
samu spoljasnju povrsinu (omotac) provodnika, Sto znaci da unutrasnji
ostaje neiskoris¢en, a samim tim i nepotreban. Evo mogucnosti za
uStedu materijala za izradu provodnika. Naime, moze se koristiti Supalj
provodnik male debljine zidova (koja je uporediva sa dubinom
prodiranja!) ili ¢ak neki slabo provodni materijal odnosno kruti dielektrik
koji bi se prevukao tankim slojem srebra ili bakra (dielektrik bi davao
samo mehanicku cvrstoéu provodniku). Tako se i radi u oblasti radio
frekvencija.

Na kraju, analizirajmo ova dva slucaja:

a k<l ,tj (135)
1
ak—=90 (136)
k
Priispunjenju ovog uslova u — 0 jerje u=y'r= (l—j)lﬂ. Tada
<1
Jp(u) > 1 (137)
- u
‘51(2) _)5 (138)
Iz relacije (133) sada slijedi ovakav rezultat:
Iy'1
J = =A —= f (139)
ya arw
2ar=—

Dakle, uz ispunjenje uslova da su dimenzije provodnika manje od dubine prodiranja imamo

daje J=—
ar



2. ®=0.0davde slijedidajei y'—>0.Tadaje J = f
= ar

Kolika je otpornost provodnika?
Kada smo razmatrali jednosmjerne struje kazali smo da je otpor provodnika dat sa

Ny

R=—
oS

(140)

| pri tome rekli da je struja ravnomjerno rasporedena po presjeku provodnika. Medutim, u
nasem slucaju struja nije ravnhomjerno rasporedena po presjeku provodnika te gornja
relacija ne vazi. Zato ¢emo potratziti izraz koji bi vazio u naSem slucaju.

Znamo da je izraz za srednju snagu DZulovih gubitaka (imaju¢i u vidu da se radi o
prostoperiodi¢noj struiji):

P, =RI; (141)
Medutim, mi éemo podi od najopstije relacije

1o
Psr—2j —dv (142)

1%

Uvrstavanje relacije (133) daje ovakav izraz za snagu

IR VP2 B )
P === = 3,(y' | 2l
sr 2o 47[2612 ‘Sl(z'a)‘z !‘JO(Z l")‘ nriar (143)
Znaju¢idaje [ =1,¢’” aodavde |I|=1, , dokje ‘Z"z = oo

p 1l I’ ouc

T 20 27a’ ‘Sl(z'a)‘

|30 [ rar (144)

(moduo izraza u imeniocu se, u principu, moZe nadi, iako je postupak komplikovan, zato
¢emo ga u narednim izrazima prepisivati)

_p woul
sr— Tef 2
2ra ‘3

(1' )‘zﬂso(z'r)f rdr=1%R (145)
(y'a) o

Provjerimo sada da li se ovaj izraz svodi na onaj za jednosmjernu struju. Polazimo od uslova
(za ovaj nas slucaj) koji glasi

ako= L (146)
oUc

Ovo ima za posledicu da: J,(u) =1, dok 3, (u) —>% . Tako imamo da je



R~ 1-rdr = — (147)
27za* |1 ' 2'([ 2ra’ OUCA 2
—y'a H
2_
2
lerje ‘;_/" = wuUo
1
R~— 12=R0 (148)
o 7a
Kako se ponasa izraz
ol 1 flme o o2
R= ZH\SO(Z r)| rdr (149)
7a ‘31(7"1)‘ 0

Pokazacemo graficki (jer je moduo podintegralne veli¢ine vrlo tesko izracunati, kako smo to
vec naglasili).

ol

lako komplikovano u principu je moguce nac¢i moduo podintegralne funkcije Sto omogucava
i rjeSavanje datog integrala. Njegovim rjeSavanjem nalazi se vrijednost otpora R. Ovu
vrijednost podijelimo sa R, koje inace ima vrijednost, kao Sto znamo, R, =1/oxa’. Ovaj

koli¢nik prikazujemo, zatim, grafi¢ki u funkciji nezavisne promjenljive (argumenta) a./ouc .
(Kao nezavisna promijenljiva javlja se odnos dimenzije provodnika i dubine prodiranja.) U
krajnjem rezultatu dobija se kriva oblika kao na slici. Sa grafika je vidljivo da pri izrazenom
skin-efektu otpor R je skoro 4 puta veci od otpora R, koji se javlja pri ravhomjernoj

raspodjeli struje po presjeku provodnika.

Za vrlo velike odnose a/¢ iodnos R/ R, se ponasa kao

Rﬁ ~J7 (150)

1.4 Koeficijenti induktivnosti
Kako imamo sistem elektri¢nih kola (ma kakve forme) u relativnoj blizini i kada kroz ta kola
proticu razne struje onda ta elektri¢na kola ,,razmjenjuju” fluks (odnosno energiju), tj fluks
jednog kola ili djelovi fluksa toga kola prolaze ne samo kroz to kolo nego, u principu, i kroz
druga kola tog sistema. Za njih kaZzemo da su magnetno spregnuta.

Tako, recimo, za fluks i-tog kola mozemo pisati



D=, (151)

N
k=1

Pri Cemu je @, dio fluksa k-tog kola koji prolazi kroz i-to kolo. Ovu sumu treba shvatiti kao

algebarsku posto fluksevi @, u sistemu mogu potpomagati ili pak slabiti sopstveni fluks i-
tog kola, te je

D=0, =+, +D, +. +D +. . +D . . +D, (152)

N
k=1

(D, je sopstveni fluks i-tog kola; @, je medusobni fluks i-tog i k-tog kola.)

Kod linearnih sredina postoji linearna zavisnost izmedu fluksa i struje koja taj fluks stvara.
Tako je za sopstveni fluks

O, =L,1 (153)

gdje je koeficijent srazmjernosti L. sopstvena induktivnost ili samoinduktivnost; za

medusobni fluks je @, =L, 1, pri cemu je L, koeficijent medusobne indukcije. | jedan i
drugi koeficijent imaju istu jedinicu: 1 Henri.

U opstem slucaju koeficijent indukcije L zavisi od magnetnih svojstava sredine i od
geometrije sistema (dimenzija kola i njihovog uzajamnog odnosa u sistemu).

Pri svemu ovom precutno smo pretpostavili da fluks stvara jednosmjerna struja. Medutim,
ako su struje u posmatranom sistemu kola vremenski promjenljive (dok ¢emo pretpostaviti
da je L =const ) tada ée usled promjene tih struja dodi i do vremenske promjene (u istom
ritmu) i svakog od flukseva (sopstvenog kao i medusobnog)! Tako ée trenutne vrijednosti
ovih flukseva biti

@, = L,i, (154)
®, =L, (155)

S druge strane, prema Faradejevom zakonu, svaka promjena fluksa dovodi do indukovanja
elektromotorne sile (ems). S toga ¢e u svakom kolu posmatranog sistema doéi do
indukovanja ems sopstvene indukcije usled promjene sopstvenog fluksa kao i ems
medusobne indukcije usled promjene medusobnog fluksa! Vrijednosti ovih ems-a Ce biti

Cii :_&:_Ln‘ﬁ (156)
dt dt
do, di
e, =— e —_ & 157
* dt *dt (157)

Ako je vremenska promjena struje prostoperiodi¢na i, = I, sint (kakvu najceSce i sretamo

u praksi) onda se mogu uvesti kompleksni predstavnici, te ¢e gornje relacije poprimiti
ovakav oblik

& e/ = —-L,jol e’ = & =—joL,l1 (158)



Jot _ o] e
g, e ==L, jole

ik

jot

= & ——jwL, I (159)
Cik ] ik

Iz ma kojeg od ovih izraza moze se postaviti koli¢nik

=—joL (160)

I~ |l

Ovaj koli¢nik napona i struje, kao Sto znamo, definisSe elektricnu veli¢inu koja se zove
otpornost (ili otpor). Prema tome i veli¢ina @wL mora po svojoj prirodi predstavljati neki
otpor. Ovaj otpor je nazvan induktivnim otporom. (Tako na primjer, induktivni otpor @L,

karakteriSe sposobnost i-tog kola da se protivi promjeni sopstvene struje, tj promjeni
sopstvenog fluksa.)

Smjer indukovane struje, prema Lencovom zakonu, je uvijek takav da se ona svojim poljem
protivi promjeni koja ju je prouzrokovala.

Prema tome, Sta u sustini predstavlja koeficijent indukcije L ?

Prije svega, kod jednosmjerne struje smo imali da otpor R odrazava neminovan proces
DZulovih gubitaka (tj mjera DZzulovog efekta je snaga, a mjera snage je omska otpornost R ).

U odgovoru na postavljeno pitanje moZzemo redéi sledeée: Elektricno kolo ispoljava neku
elektromagnetnu inercijalnost. Mjera te inercijalnosti je L. Znaci, svaki elektromagnetni
sistem — kolo protivi se promjeni elektromagnetnog stanja!

Kako se koeficijenti indukcije izracunavaju?

U principu kao koli¢nik odgovarajuéeg fluksa i odgovarajuée struje. Medutim, u sluéaju
medusobnog fluksa ponekad imamo poteSkoca oko toga Sta podrazumijevati pod ovim
pojmom. Naime, kada imamo ma kakvo elektricno kolo onda dio fluksa prolazi kroz povrsinu
konture kola a dio i kroz same provodnike u kolu. No, u vedéini slucajeva dimenzije
= (poprecne) provodnika su znatno manje od dimenzija
e ————" -, titavog kola odnosno sistema pa mozemo zanemariti dio

L, A
Vg _ _.} 7 wn \._I fluksa kroz provodnike. U takvim slucajevima moze se za
{ v of M /_-' medusobni fluks dati ovakva interpretacija: neka je zadata
PN}.._ [ / i-ta i k-ta kontura. Treba naci @, . Njegovim dijeljenjem sa

. G " i, dobijase L, .

Veé smo ranije izveli da je

®, = Adl, (161)
G

Jer ;lk oko i-te konture stvara struja i, koja tece kroz k-to kolo. S druge strane za polje ;lk u
tacki vazi

A :igﬁﬂ (162)
V.

3
4x c. ik



o, =i, dld) (163)

(r, je rastojanje dva proizvoljna elementa sa obije konture; i, se mozZe izvudi ispred
integrala jer se ne mijenja duz i-te konture). Sada je

@, Ldl,
L, = 2w - KoLy (164)
Lo Amie

Ovaj izraz je poznat kao Nojmanov integral i omogucéava nam izracunavanje medusobnog
induktiviteta u slu¢aju tankih provodnika (odnosno dva kola).

Da smo isli obrnutim putem preko

®, = Adl, (165)

Dobili bismo isti rezultat, tj
L, =L, (166)
Dakle, medusobni induktiviteti za dvije konture su isti.

Ako konture nijesu tanke onda je dosta teSko da se odredi unutrasnji dio fluksa tj sopstveni
fluks. U ovakvim slucajevima induktivitet (sopstveni) se odreduje preko magnetne energije

[ N
S/ ))

M

1 1 w
W =—®[=—LI" = L=2—2 (167)

"o 2 I?

U slucaju linearne sredine magnetna energija se nalazi kao

mu

Wm=IJ:a)mdu=%yJ;H2du=%J;BHdu=W W (168)

Pri ¢emu je prvi sabirak dio magnetne energije u provodniku a drugi se odnosi na energiju
van provodnika. Iz prvog sabirka dobijamo induktivitet L a iz drugog L , pa je ukupna

induktivnost ovakvog kola
L=L +L (169)

Primjer: Odrediti unutrasnju induktivnost L cilindricnog provodnika. Pretpostavicemo da je

struja J ravnomjerno rasporedena (dakle, skin-efekat je toliko mali da se zanemaruje).
Znaci



J=— (170)
ar
i-.
r I_ xl
| ;
|
Dalje imamo da je
H2rm=Jr'z (171)
r
H=J— (172)
2
W _1 J.szz)—l J—Z]lr22r7zdrl—ﬁia—4—lilz = (173)
m =M 244 da'm 4 287
Poduzna induktivnost je jednaka
L =X (174)
87

Ponovo naglasavamo da smo gornje izvodenje proveli uz pretpostavku da je struja
ravnomjerno rasporedena po presjeku cilindricnog provodnika. Sto znaci da u slucaju
izrazenog skin-efekta gornja formula ne vazi.

Iz svega ovoga razaznaje se sledede: kada se govori o induktivnosti nekog strujnog kola treba
razlikovati onu induktivnost u tom kolu koja postoji kada kroz kolo proti¢e jednosmjerna
struja (odnosno sporo promjenljiva struja) od induktivnosti u tom istom kolu kada kroz njega
protice ma kako brzo promjenljiva struja. Otuda razlikujemo staticku odnosno kvazistati¢ku
induktivnost i _dinamicku induktivnost. Opste je pravilo da ako se ne naglasi o kakvoj se
induktivnosti radi da se pod nazivom induktivnost podrazumijeva static¢ka induktivnost.

Moze li se unaprijed redi koja je induktivnost veca?

Moze. U sluéaju skin-efekta struja se rasporeduje uz samu povrsinu provodnika. To opet
znaci da je magnetno polje unutar provodnika prakti¢no jednako nuli te je i magnetna
energija unutar provodnika takode jednaka nuli! Ovo ima za posledicu da i dinamicka
induktivnost tezi nuli. Dakle, ukoliko je skin-efekat jaCe izrazen utoliko je dinamicka
induktivnost manja. Te u poredenju sa statickom mozemo redi: dinamicka induktivnost je
uvijek manja!

Vidjeli smo da u slucaju kvazistacionarne struje magnetno polje je dato relacijom



I
Hr)y=——7"—3,(y'r
H (r) 2743, (7 a) (')

171 11 2
Wow =7 j G j uH*(r,t)dv)dt = S H j \H ()| dv

msr :llﬂ ‘12‘ > T‘Sl(}/'r)‘z 27rdrl
22 485 (ra) 0 T T

1 U [ Tlme P
T I g =
-

I
s J[3i

(175)

(176)

(177)

(178)

(179)

Kao Sto smo istakli ranije moduo podintegralne funkcije se tesko nalazi zato integral ne¢cemo
rjeSavati, ali se lako pokazuje da se izraz za dinamicku indukciju svodi na izraz za staticku

indukciju. Naime, iz uslova kvazistacionarnosti

a<ko= L
U

slijedi

QL;jl‘y"zrsdr:L“_la_“l:ﬂ
04 2za’ a® 4 4 8rx

Sto smo ved i ranije imali.

(180)

(181)

(182)

Za neravnomjernu raspodjelu struje neCemo izraCunavati L', po gornjoj formuli nego ¢emo

preko grafika prikazati odnos L, /L .

| Lus
l |
i
[+ =
& T
13 ba=- —_—— _::_\_:.'_:: ‘l
iy ® 4
fo — . R . i o,
L c 4 w

Sa grafika je ocigledno da za izraZen skin-efekat odnos L /L ,iznosi oko 0,25, $to znaci da je

tada staticka indukcija 3 do 4 puta veca od dinamicke. (mi ¢emo u daljim razmatranjima, ako
se ne naglasi, pod unutrasnjom induktivnoS¢u podrazumijevati staticku, kao i u Teoriji

elektri¢nih kola).



1.5 Samoinduktivnost dvozi¢nog voda

Neka je dat dug dvoZi¢an vod od dva paralelna i jednaka provodnika pre¢nika 2R na
medusobnom rastojanju d (pri cemu je d > R ). Pretpostaviti ¢emo da vodom tece struja /
(dakle stalna ili pak priblizno stacionarna struja!). Odrediti koeficijent samoindukcije voda.

Odredimo koordinatni sistem kao na slici. Na nekom rastojanju x od prvog provodnika

Hol

- Bio-Savarov zakon).
2zr

Sirine dx iduzine /. MoZemo pisati (B =

il 7 TR
R LB gy ,
I =] el ]
—{fl,ll v l._ {:::j PR S T
1 H :
x -} |

d-R x d-R ,UOI d
D = inS=£AJS+£,&dS=E;—I —+oL

R

-R d-R
lax gl 1t
d—x

R

o :Mﬂ[md;R_mw_xWR}:Mﬂ(md—R+md—R

Y 2r 2 R

(O} =Mlnd_—R , a odavde
} T R

lg::fgizzfﬁllnf£:lg
I T R

(183)

(184)

(185)

(186)

Indeks s uz koeficijent samoinduktivnosti znaci da se L odnosi na onaj fluks koji postoji van
provodnika, dakle spoljasnji fluks, Sto znaci da u racun nije unijet i unutrasnji fluks, tj fluks

koji postoji u samim provodnicima. No, u prethodnom paragrafu je pokazano da je

_H

L' =
8

Te ¢e ukupna induktivnost odnosno induktivitet dvozZicnog voda iznositi

L=L +L,

L:'u_ollnd;R

+2il ,sobziromnad>R =
T R 87

L zﬂ(lni+&]
Vs R 4

(187)

(188)

(189)

(190)



JoS jednom napomenimo da je gornji koeficijent induktivnosti izracunat za slucaj
ravnomjerne raspodjele struje po presjeku provodnika.

Sto se ti¢e magnetnih permeabilnosti s i M, mozemo napomenuti da u najées¢em broju
slucajeva u praksi vazi

Jer se kao provodnici voda koriste materijali kao Sto su bakar (Cu) ili aluminijum (Al), a za
ove materijale nema bitne razlike izmedu ovih koeficijenata.

1.6 Medusobna induktivnost dva paralelna dvozi¢na voda

b Data su dva dvozicna voda 1-1" i 2-2’. Svi
B ' provodnici su medusobno paralelni. Ova dva
(2] ** voda, ustvari, Cine jedan sistem. Geometrija

vt - g _ sistema je zadata.
;o ‘;_. ' eyl = :: |
‘ 3 / f’"’.. | : N Py _|| Pretpostavimo struju / u jednom vodu (recimo
| j» 7 } ~ 7 vodu 1-1'). Provodnici su tanki pa su im
olidy” _____»_ dimenzije znatno manje od medusobnog
i I » rastojanja. Zato mozemo zanemariti medusobni
L fluks kroz same provodnike. Odaberimo
proizvoljno element povrSine dS =dx-[ i primijenimo Bio-Savarov zakon B, =y, /2xr , te
je
dScosa
d+d d +d di+d
: I 1" 11 '
O, = [ Pgat=2 [ =B i +4?) (192)
o 2mr v 2w o3 X" +h 2 2 g
1l /. d +d)y +h =r.,
@, =l gy £l gy e (AT (193)
27 2r 1, d +h” =n,

Dobijeni izraz predstavlja fluks koji provodnik (1) stvara na uocenoj povrsini. Sada ¢emo nadi
fluks @, koji stvara provodnik (1’) na istoj povrsini. Uzimamo novi koordinatni sistem sa

centrom u centru provodnika (1’). Sli¢nim postupkom kao za provodnik (1) dobijamo

(D,=IB,dSCOS(7Z'—(Z)=—IBdSCOS(Z=—Mlnh (194)
1 1 1 2” }’i,z



Ukupni fluks, tj fluks od oba provodnika prvog voda kroz uocenu povrs je

®,=0,+d, , odnosno (195)
1 : o 1 7
D, :’“‘L(ln”—z—ln”—ZJ =Ll feliz 5 odavde (196)
27 ha B 27 oy
L, =Du _ Ay, ol (197)

I 2m  nryhy

Dosta je Cest i ovakav slucaj u praksi: energetski vod (vod sa jakom strujom) proteze se uz
telefonski vod (vod sa slabom strujom).

Zbog relativne uzajamne blizine a vrlo jakih struja u energetskom vodu doci ¢e do
indukovanja ems-a u telefonskom vodu, tj

E= —LIZ% , odnosno (198)
!

&y =L,ol (199)

Tako da se u telefonskom vodu mogu indukovati dosta jeke ems, $to bi naravno izazvalo
smetnje u telefonskom vodu!

Posmatrajmo sledeéi slucaj: uzmimo dva dvoZi¢na voda ali tako da im je povratni vod
zajednicki. Na primjer, dati su vodovi (1-1') i (2-2’) tako da su povratni provodnici 1’ i 2’
medu sobom spojeni. Koliki je sada koeficijent L, ?

i)
Cn ,r Odmah Sto nam pada na pamet jeste pomisao da |li se prethodno
- [ izvedeni opSti obrazac moZze iskoristiti i ovdje. Ocigledno, zbog
S ——Q _ Ly =0 ispada da je £, #0 , tj 1, =R, gdje je R poluprecnik
;oL . . 2] zajedni¢kog provodnika, tada iz opsteg izraza slijedi
L, = Al L (200)
2r KR

Ovdje nedostaje fluks koji prolazi kroz sam taj zajednicki provodnik, pa ga logicno treba
dodati, te ¢e biti

L, =4l il | Hots o gnosno (201)
2r n,R 8«
!
L, =20 |l A (202)
2r nR 4

1.7 Opstiizraz za elektromagnetnu silu
Sa pojmom elektromagnetne sile tj mehanicke sile kojom magnetno polje djeluje na strujni
provodnik u njemu vec smo se ranije sreli. Tada smo ustanovili ovu relaciju

dF = Idl x B (203)

Koja za slucaj pravolinijskog provodnika u homogenom magnetnom polju poprima oblik



F=1(xB) (204)

U cilju nalaZenja opsteg izraza za ovu silu posmatracemo ovakav opsti slucaj: neka je dato
N krutih Zi¢anih kontura (kontura je kruta kada ne mijenja oblik pod dejstvom sile; ovo je
E;(,,_]"—-.,\ ) dakle jedna idealizacija). Neka svaka od kontura ima

@ ” ) svoj izvor Cije je elektromotorna sila e, (e,e,,...,e, )
\-\.\_\_\_\_\-

koja stvara kroz konturu struju i, (i,,i,,...,i, ). Svaka od

o - ovih struja stvara svoje magnetno polje. Dakle, konture
@ o su magnetski spregnute. Svaka kontura, znaci, nalazi se
' ) u magnetnom polju ostalih. Kako kroz uoc¢enu konturu
— teCe struja to magnetna polja svih preostalih kontura
djeluju silom na ovu. To opet znaci da je ukupna sila na
uocenu konturu jednaka zbiru (vektorskom) pojedinih magnetnih sila ostalih kontura.

Kolika je komponenta elektromagnetne sile uo¢ene u nekom pravcu?

Ako uocenu konturu izdijelimo na bezbroj djelova odnosno elemenata; na svaki takav
element djelovace sila dF , pa je ukupna sila F data sa

F=¢aF (205)

RjeSavanje problema na ovaj nacin je veoma tesko.
Zato éemo pribjeéi jednom drugom pristupu.

Neka su sve koture nepomicne (a ne samo krute) sem konture k kojoj se dozvoljava samo
jedan stepen slobode (recimo jedna translacija ili pak jedna rotacija). Neka se pod dejstvom
elektromagnetne sile (rezultantne) f, ta kontura pomjeri za neko d, (generalisani

pomjeraj). Tada je rad generalisane sile dat sa

fede =4, (206)
Kakav je bilans energije u sistemu?
Ukupni rad svih izvora u sistemu iznosi
D e, i dt (207)
k=1
| ona se raspodjeljuje ovako
< . < )
D e idt =Y Riidt+ f,d, +dW, (208)
k=1 k=1

Znaci, jedan dio ove energije odlazi nepovratno na neizbjezne DZulove gubitke (prvi sabirak),
drugi dio odnosi se na rad elektromagnetne sile (drugi sabirak), dok se trec¢i dio odnosi na
promjenu energije u sistemu do koje je doslo usled promjene koeficijenata indukcije.

Posmatrajmo sada k-tu konturu. Za nju vazi



do,

e,— R, — =0 /idt (209)
e idt—Ridt—i,d®, =0, odnosno (210)
e idi =) Riidt+) i dd, (211)
k=1 k=1 k=1
Uporedivanjem relacija (208) i (211) dobijamo
>idd, = fd, +dW, (212)
k=1

Mogu da nastupe dva slucaja:

1. slucaj: @, =const | Naime, to je slucaj kada se pomjeranjem k-te konture fluksevi u
ostalim konturama ne mijenjaju. Kako je to fizicki moguce? Iz relacije @, = L,i, slijedi da ce
taj uslov biti zadovoljen onda ako se bude struja mijenjala na odgovarajuci nacin! Dakle, u
ovom ce slucaju promjena fluksa biti d®, =0 , te je (iz poslednje relacije)

0=f,d, +dW, (213)
Sy :—aW’” ®, = const (214)
g

(Napomena. U ovom izrazu je upotrijebljen parcijalni izvod umjesto obi¢nog radi
matematicke doslednosti: energija W ne zavisi samo od g - prave)

2. slucaj: neka je svako i, =const, a fluks se mijenja u konturama. Kako je ovo fizicki

moguce? Opet iz izraza za fluks vidimo da ¢e to biti moguce onda kada se fluks promijeni
tako da ta promjena omogudéi konstantnost struje u ostalim konturama. Ovo opet znaci da
se ems-e izvora moraju mijenjati u odgovarajuéem ritmu (no u ovaj problem ne ulazimo
sada). Tako ce biti da iz izraza

W, =%Z<Dkik , slijedi (215)
k
1 o1 0
aw, :E;dq)klk +5;q>k 4 (216)
2dW, =Y i, d®, , odnosno (217)
k
2dW,, = f,dg +dW, (218)
ow,
f,=—2 (219)

og |i, = const



