U dokazu teoreme jedinstvenosti za karakteristi¢ne funkcije koristimo Stonovu teoremu.

TEOREMA 1 (STONE) Neka je f(x) neprekidna funkcija na [—1,1] i f(=1) = f(l). Za Ve >0
postogi trigonometrijski polinom
Tn(x) = Z ape™T
takav da je sup |T,,(z) — f(z)| < e.
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TEOREMA 2 (TEOREMA JEDINSTVENOSTI) Neka su F' i G funkcije raspodjele koje imaju istu
karakteristicnu funkciju na R ). za svako t € R vazi

/OO AR (z) = /Oo "G (x). (1)

Tada je F' = G.
Fiksirajmo a,b € R (a < b),e > 0 i formirajmo funkeiju £ za koju vazi:

0, z<a—e,z=b,
a—e<zr<a,
a<x<b—eg,
b=z p_ ez <.

Dokazimo da je
(/ﬁwwﬂmzfﬂ%mwm. 2)

Neka je n € N takav da je [a — &,b] C [—n,n] i neka je (d,, n € N) takav niz da je 6, > 01i
6n 1 0, n — oo. Funkcija f©) ispunjava uslove Stonove teoreme te postoji konatna suma

f(E) (w) _ akeiﬂ:k

tako da vazi

sup | f©(z) = £ (@) < 6.
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Funkciju f7(f) periodi¢no produzimo na R. Primijetimo

sup | f17(z) [< 2.
zeR

Iz (1) slijedi
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/ O (@)dF (x / F&)(2)dG(x)

/n fE(@)dF () - / f©

/f<>< JdF(z) - /f<€<> G(x)| + 26, <
/ 19 (@)dF () - / S @)dG (@) + 28, + 2F ([=n,n]°) +2G([=n,n]),  (3)

gdje je F(A) = / dF(z) i G(A) = / dG(x). Pustajuéi da n — oo zakljucujemo da (3) tezi
A A

ka 0. Ovim je dokazana jednakost (2).

Primijetimo f()(z) — I [a,p)(7) kad € — 0. Na osnovu teoreme o dominantnoj konvergenciji
iz (2) slijedi

[ tep@dr@ = [ up@dc)

tj. F(b) — F(a) = G(b) — G(a). Zbog proizvoljnosti a i b zakljuujemo da je F(z) = G(z) za
svako x € R.¢

Komentar. Teoremom jedinstvenosti je pokazana injektivnost korespondencije izmedu
funkcija raspodjele i karakteristicnih funkcija.

TEOREMA 3 Neka je X,,n = 1,2,.. niz slucajnih promjenljivih promjenlyivih 1 neka je X
sluéajna promjenljiva. X, — X ako i samo ako se za Ve > 0 sa vjerovatnocom 1 realizuje
najvise konacno mnogo dogadaja iz niza AS, = {|X,, — X|>¢e},n=1,2,....

(=) Koristicemo oznaku L = {w : X,(w) — X(w)}. Znamo da je L dogadaj. Neka
jee > 0,wy € L. Kako X, (wp) — X(wp) to za najvise konafno mnogo indeksa n vazi
| X (wo) — X (wo)| > € tj. wo se nalazi u najvise konatno mnogo ¢lanova niza A$. Dakle

L C (limsup 45)¢ = P((limsup A%)°) =1
(<) Neka je B, k = 1,2, ... dogadaj da se realizuje najvise kona¢no mnogo dogadaja iz niza
o0

F =X, - X|>Ek'},n=1,2,.. Jasno By |. Neka je B = ﬂ By i neka je wg € B. Kako
k=1
wo € B1, wy € By, ... zakljutujemo: za najvise kona¢no mnogo n-ova vazi | X, (wo) — X (wo)| > 1,
za najvige konatno mmnogo n-ova vazi |X,(wo) — X(wo)| > 27! itd. Iz prethodnog slijedi
Xn(wo) = X (wp) ili drugim rije¢ima wy € L. Dakle
BCL,P(B)= lim P(By)=1= P(L) =

k—o0



