
U dokazu teoreme jedinstvenosti za karakteristi£ne funkcije koristimo Stonovu teoremu.

Teorema 1 (Stone) Neka je f(x) neprekidna funkcija na [−l, l] i f(−l) = f(l). Za ∀ε > 0
postoji trigonometrijski polinom

Tn(x) =

n∑
v=−n

ave
iπv x

l

takav da je sup
[−l,l]
|Tn(x)− f(x)| < ε.

Teorema 2 (Teorema jedinstvenosti) Neka su F i G funkcije raspodjele koje imaju istu

karakteristi£nu funkciju na R tj. za svako t ∈ R vaºi

∞∫
−∞

eitxdF (x) =

∞∫
−∞

eitxdG(x). (1)

Tada je F = G.

Fiksirajmo a, b ∈ R (a < b), ε > 0 i formirajmo funkciju f (ε) za koju vaºi:

f (ε)(x) =


0, x < a− ε, x > b,

x−a+ε
ε , a− ε 6 x < a,
1, a 6 x < b− ε,

b−x
ε , b− ε 6 x < b.

Dokaºimo da je
∞∫
−∞

f (ε)(x)dF (x) =

∞∫
−∞

f (ε)(x)dG(x). (2)

Neka je n ∈ N takav da je [a− ε, b] ⊂ [−n, n] i neka je (δn, n ∈ N) takav niz da je δn > 0 i

δn ↓ 0, n→∞. Funkcija f (ε) ispunjava uslove Stonove teoreme te postoji kona£na suma

f (ε)n (x) =
∑
k

ake
iπxk
n

tako da vaºi

sup
x∈R
| f (ε)(x)− f (ε)n (x) |6 δn.

Funkciju f
(ε)
n periodi£no produºimo na R. Primijetimo

sup
x∈R
| f (ε)n (x) |6 2.

Iz (1) slijedi
∞∫
−∞

f (ε)n (x)dF (x) =

∞∫
−∞

f (ε)n (x)dG(x).
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−∞

f (ε)n (x)dF (x)−
∞∫
−∞
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(
[−n, n]c

)
+ 2G

(
[−n, n]c

)
, (3)

gdje je F (A) =

∫
A
dF (x) i G(A) =

∫
A
dG(x). Pu²taju¢i da n → ∞ zaklju£ujemo da (3) teºi

ka 0. Ovim je dokazana jednakost (2).
Primijetimo f (ε)(x)→ I[a,b)(x) kad ε→ 0. Na osnovu teoreme o dominantnoj konvergenciji

iz (2) slijedi
∞∫
−∞

I[a,b)(x)dF (x) =

∞∫
−∞

I[a,b)(x)dG(x)

tj. F (b) − F (a) = G(b) − G(a). Zbog proizvoljnosti a i b zaklju£ujemo da je F (x) = G(x) za

svako x ∈ R.�
Komentar. Teoremom jedinstvenosti je pokazana injektivnost korespondencije izme�u

funkcija raspodjele i karakteristi£nih funkcija.

Teorema 3 Neka je Xn, n = 1, 2, .. niz slu£ajnih promjenljivih promjenljivih i neka je X

slu£ajna promjenljiva. Xn
si−→ X ako i samo ako se za ∀ε > 0 sa vjerovatno¢om 1 realizuje

najvi²e kona£no mnogo doga�aja iz niza Aεn = {|Xn −X| > ε}, n = 1, 2, ....

(⇒) Koristi¢emo oznaku L = {ω : Xn(ω) → X(ω)}. Znamo da je L doga�aj. Neka

je ε > 0, ω0 ∈ L. Kako Xn(ω0) → X(ω0) to za najvi²e kona£no mnogo indeksa n vaºi

|Xn(ω0)−X(ω0)| > ε tj. ω0 se nalazi u najvi²e kona£no mnogo £lanova niza Aεn. Dakle

L ⊆ (lim supAεn)
c ⇒ P ((lim supAεn)

c) = 1

(⇐) Neka je Bk, k = 1, 2, ... doga�aj da se realizuje najvi²e kona£no mnogo doga�aja iz niza

Akn = {|Xn −X| > k−1}, n = 1, 2, ... Jasno Bk ↓. Neka je B =

∞⋂
k=1

Bk i neka je ω0 ∈ B. Kako

ω0 ∈ B1, ω0 ∈ B2, ... zaklju£ujemo: za najvi²e kona£no mnogo n-ova vaºi |Xn(ω0)−X(ω0)| > 1,
za najvi²e kona£no mnogo n-ova vaºi |Xn(ω0) − X(ω0)| > 2−1 itd. Iz prethodnog slijedi

Xn(ω0)→ X(ω0) ili drugim rije£ima ω0 ∈ L. Dakle

B ⊆ L, P (B) = lim
k→∞

P (Bk) = 1⇒ P (L) = 1.


