1 Testiranje statistickih hipoteza

Pojam statisticke hipoteze i ideju testiranja pribliziéemo kroz jedan primjer.

Primjer 1. U kutiji se nalazi 10 kuglica i znamo da je kutija napunjena po jednoj od dvije

strategije:
A) Sa 9 kuglica na kojima je broj 1 i jednom kuglicom na kojoj je broj 2.
B) Sa 9 kuglica na kojima je broj 2 i jednom kuglicom na kojoj je broj 1.

Dozvoljeno nam je da iz kutije izvucemo 4 kuglice po modelu sa vra¢anjem. Na osnovu izvucenih
kuglica tj. brojeva na njima, treba da se odlu¢imo za jednu od dvije hipoteze (pretpostavke,

moguénosti):
1° Kutija je napunjena po strategiji A — govori¢emo o hipotezi Hy.
20 Kutija je napunjena po strategiji B — govori¢emo o hipotezi Hp.

Postupak presudivanja u korist jedne od hipoteza zvatemo testom. Ako je kutija napunjena
po strategiji A, tada je zbog velike vjerovatnocée pojave broja 1, vjerovatnocéa da se registruje mala
suma, brojeva, velika. Ako je kutija napunjena po strategiji B, tada je zbog velike vjerovatnoce
pojave broja 2, vjerovatnoc¢a da se registruje velika suma brojeva, velika. Jasno, suma brojeva je u
rasponu od 4 do 8 i kada govorimo o maloj odnosno velikoj sumi imamo u vidu male odnosno velike
vrijednosti u odnosu na interval omeden brojevima 4 i 8. Nakon ove analize, name¢e se kao razuman
sljedec¢i postupak odludivanja: Ako je zbir izvucenih brojeva > 7 prihvaticemo Hp, a H4 odbaciti.

U suprotnom tj. ako je zbir izvuenih brojeva < 7 prihvaticemo H 4, a Hp odbaciti.

Oznacimo sa X obiljezje koje predstavlja broj na izvucenoj kuglici. U slucaju kada je vaZzeca

strategija A, obiljezje X ima raspodjelu

X:
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a u slucaju kada je vazeca strategija B, obiljezje X ima raspodjelu

X :

S‘H —
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Ove dvije raspodjele moZemo tretirati kao familiju raspodjela obiljezja X. U uzorku (X7, Xo, X3, X4)
komponente predstavljaju redom prvi, drugi, treéi i éetvrti izvuceni broj. U statistici je uobicajeno
da se hipoteze izraZavaju u terminima raspodjela. U naSem primjeru H 4 je hipoteza da obiljezje X

ima gornju, a Hp donju raspodjelu.



Ako je (x1,x2,x3,x4) realizovani uzorak, tada se uslov "zbir izvucenih brojeva je > 7" zapisuje

sa x1 + xo + x3 + x4 > 7. Ovaj uslov generise oblast

C={(x1,x9,23,24) : v1+x2+23+24 >T7}, C C R*.

Nakon uvodenja oblasti C, pravilo odluc¢ivanja mozemo ovako formulisati: Ako realizovani uzorak
(1, x9,x3,24) "upadne" u oblast C, tada prihvatamo Hp, a ako "upadne" u C°, tada prihvatamo
H,. Oblast C odreduje postupak — pravilo odlucivanja tj. test. "Upadanje" uzorka u oblast C
ne odgovara hipotezi H,4 (tada imamo onu situaciju kada je zbir izvuenih brojeva veliki tj. medu
brojevima dominira 2; ostvaruje se dogadaj Cija je je vjerovatnoca realizacije mala ako je tacna

hipoteza Hj). Zbog toga oblast C' nazivamo kriti¢na oblast za H4.

U postupku odlucivanja nema izri¢itosti. Mi samo konstatujemo da na osnovu registrovanih
brojeva prednost dajemo jednoj hipotezi (prihvatamo jednu hipotezu). Naravno, postoji mogucénost
greske. Gresku pravimo kada povodedi se za pravilom odlu¢ivanja odbacimo hipotezu koja je fakticki
ta¢na. Preciznije, moguce je da odbacimo H4 koja je ta¢na i samim tim prihvatimo Hp koja je

netacna. Jasno, moguca je i situacija u kojoj Ha i Hp imaju zamijenjene uloge.

Izra¢unajmo vjerovatnoéu a da odbacimo ta¢nu hipotezu H 4.

1 9
o= PHA{(X17X2,X3,X4) S C} = 1704 +4. W =0,0037.
Izracunajmo vjerovatno¢u 8 da odbacimo ta¢nu hipotezu Hp.
6=P {(XXXX)ECC}—L+4 i—&—G 9—2—00523
= I'Hp 1, A2, A3, A4 = 104 104 104 — Y, .

Interesantno je vidjeti sta se deSava ako promijenimo test na taj nacin sto za kriti¢nu oblast za
H 4 sada uzmemo
D= {(wl,xg.xg,x4) tx1+ a2+ a3+ 74 > 8}, D c R

Lako se dobija @ = 0,0001, 8 = 0,3439. Primijetimo, vjerovatnoca da se odbaci fakticki taéna
H 4 je znatno smanjena, ali je vjerovatnocéa odbacivanja fakticki tacne Hp postala enormno velika.
Prakti¢no, u jednom od tri slu¢aja éemo odbaciti ta¢nu hipotezu Hg. U ovakvoj situaciji je bolje

testiranje obaviti prvim postupkom.<
Motivisani prethodnim primjerom, mozemo pre¢i na izlaganje teorije.

Neka je X obiljezje ¢ija funkcija raspodjele vjerovatnoca pripada familiji

Fx = {F(z,0), 6 € O).



Pretpostavka oblika H,(6 € ©,), O, C O, zove se statisti¢ka hipoteza. Malo drugacije receno,
pretpostavka se sastoji u tome da obiljezje X ima raspodjelu koja pripada uzoj familiji odredenoj
parametarskim skupom 0,. Ako je O, jednoclani skup, tada se hipoteza H, naziva prosta. U
protivnom govorimo o sloZenoj hipotezi. Hipotezi H, ¢emo suprotstaviti hipotezu H;(0 € ©\0,).
Hipoteza H, se naziva nulta, a hipoteza H; alternativna. Postupak odluéivanja u korist jedne
hipoteze na osnovu realizovanog uzorka se naziva statisticki test. Taj postupak je odreden za-
davanjem kriti¢ne oblasti C' C R™ i sprovodi se na sljede¢i nadin: Ako (z1,...,x,) € C tada Hy
odbacujemo u korist Hy, a ako (z1,...,x,) € C¢ tada H; odbacujemo u korist Hy. Zbog upravo

izlozenog se kaze da kriti¢na oblast zadaje test.

Posvetimo se slucaju kada je © = {6, 61}, Ho(0 = 6y), H1(0 = 61), dakle obje hipoteze su proste.
Pretpostavimo da je C' C R™ kriti¢na oblast koja zadaje test.

Prilikom odluéivanja, postoji moguénost da se napravi greska.
1° Gresku prve vrste pravimo kada odbacimo fakticki ta¢nu hipotezu H,.
2% Gresku druge vrste pravimo kada odbacimo fakticki ta¢nu hipotezu H;.

Vjerovatnoéa gresSke prve vrste se oznacava sa « i za nju, na osnovu rec¢enog, vazi
o = PHO{(Xh - ,Xn) € C}

« se naziva pragom znacajnosti testa, a C' se naziva kritiéna oblast veli¢ine «.

Vjerovatnodéa greske druge vrste se oznacava sa 5 i za nju, na osnovu recenog, vazi

f = Py {(Xy,...,X,) € C}.

Prirodna je potreba da se pronade test u kome su brojevi ai § mali. Kod rjeSavanja ovog zadatka
poteskode izviru iz ¢injenice da smanjivanje jednog od ova dva parametra povlaci uveéavanje drugog.

Postupamo na sljedeé¢i nacin. Medu svim skupovima S C R" za koje je
Py {(X1,....,Xp) €S} =«

trazimo skup C za koji je vjerovatnoca Py, {(X1, ..., X,,) € C¢} najmanja. Ako skup C postoji nazi-
vamo ga najbolja kritiéna ooblast veli¢ine «, a odgovarajuéi test najbolji test sa pragom
znacajnosti . U nekim modelima postoji efektivni postupak za dobijanje najbolje kriti¢ne oblasti.
Postupak dobijanja najbolje kriti¢ne oblasti generiSe Nejman Pirsonova lema. Prije nego $to for-
muliSemo pomenutu lemu, zada¢emo model. Pretpostavlja se da obiljezje ima apsolutno neprekidnu
raspodjelu. Gustina koja odgovara raspodjeli zadatoj parametrom 6 je fo(x), gustina koja odgovara

raspodjeli zadatoj parametrom 6y je fi(x)



o L(01,X1,,X0) _ L(01,X) _ f1(X1).f1(XR)
K (X1, Xp) = L(eé,Xi...,Xn) - L(eé,X) - fé(Xb...fé(Xn)’

X =(X1,..,Xn), x=(T1,...., Tp), h(c) == Py {K (X1, ..., X)) > ¢}, c>0.

Primijetimo, h(c) | 1 h(0) = 1. Neka je A. = {(z1,...,x) : K(x1,...,2,) > c}. Sada je

1> Py {K(Xy,...X,) > ¢} :,Z[ L(01,x)dx :,Z[ f1(z1)... fr(xy)dx > C,Z[ Jo(z1)... fo(xp)dx

=c [ L(0y,x)dx = cPy{K(X1, ..., Xn) > c} = ch(c) = h(c) < L = lgn h(c) = 0.
Ac c—00

Ako je h(c) neprekidna funkcija, tada za proizvoljni broj a € (0,1) postoji ¢ € Rt takav da je
h(c) = a.

Nejman Pirsonova lema. Neka za dato a € (0,1) postoji ¢ > 0 takav da je h(c) = . Tada
postoji najbolja kriti¢na oblast veli¢ine « za testiranje Ho(60 = 6y) protiv H1(# = 6;) i data je sa
Wy ={x: K(x) > c}.

Dokaz. Neka je W proizvoljna kriticna oblast veli¢ine « tj. o = P{X € W}. Primijetimo,
P@O{X € W()} = PgO{K(X) > C} = Q.

Treba da pokazemo Py, {X € W¢} > Py {X € W} sto je ekvivalentno sa Py {X € W} <
P91 {X € WO}.

Pgl{X € W} — Pgl {X € Wo}
= [ Lb1,x)dx+ [ L(b1,x)dx— [ L(61,x)dx— [ L(61,x)dx

WAWg WA, WA, WenWw
<c( | L(bo,x)dx— [ L(o,x)dx)=c( [ + [ = [ = [ )
WAWS WenWw WAWS  WOWo  WAWo  WenWo

=c¢( [ L(Bp,x)dx — [ L(fy,x)dx) = c(a — a) = 0.
w Wo

_ (1’77”)2
1 202

Primjer. Obiljezje X ima N (m,od), 02 poznato, raspodjelu (gustina g(r) = \/2726 o).
71'0'0

Trazimo najbolju kriti¢nu oblast veli¢ine v (najbolji test sa pragom znacajnosti «) za testiranje

Hy(m = my) protiv Hi(m = mq), m1 > my.
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Budu¢i da statistika Y%Omo\/ﬁ : N(0,1) u modelu u kome X : N(myg,03), zaklju¢ujemo da

postoji ¢ takvo da je h(c) = a1 to ¢ je rjeSenje jednacine

oolne N (m1 —mo)v/n
(m1 - mo)\/ﬁ 20’0

= 24

Dakle, Wy = {(xl, ey Ty E”U;Omo\/ﬁ > za} = {(a:l, ey Tp) P Ty > Mg + "\O/Zi"}. Primijetimo, Wy

ne zavisi od m; te isti test dobijamo bez obzira na to koje m; > mg zadaje alternativnu hipotezu. U

slu¢aju testiranja Ho(m = myg) protiv Hi(m = mq), m1 < mg, primjenom istog postupka se dobija:

Wo = {(1;17”.’:1;”) . m\/ﬁ < —za} = {(xl,...,a:n) (T <o — Uf/%a}.

g0

U slucaju n = 9, a = 0,05, mg = 0, my = 1, 02 = 1 imamo: Wy = {(x1,...,29) : Tg > 12
{(z1, ..., z9) : Tg > 0,55}, dok je B = Pi{Tg < 0,55} = P{(Ty — 1)3 < —1,35} = 0,09.

Vratimo se na opsti slu¢aj i nadimo najmanje n takvo da je uz zadato o vjerovatnocéa greske

druge vrste < 3. Iz

Pml{Xn<m0+U°Z°‘}:P{Z<"“)(;Oml\/ﬁma}gﬁ
Iz
— (zo + 25) 2
mo mlerZa —ZB:>7L2<M>.

mip —mo

Primjer. X : £(0) (tj. g(z) = 0e7%", 2 >0, 6 > 0). Znamo EX = §; DX = 5; i u slutaju kad je



n veliko (Yn — %)9\/5 : N(0,1). Testirajmo Hy(6 = 6g) protiv Hy(6 = 61), 61 > 6g, n je veliko.

9n€761 ké S — In c(z—o)”
he) = Poyd B > e b = Py X < i

n
-0 ¥ Xg
0fe k=1

— lnc(g—o)”
= PBo{(Xn - %)00\/77 < <n(909101) - 910> 90\/5} = Q.

Ocigledno, funkcija h(c) je neprekidna (kompozicija dvije neprekidne funkcije) te postoji najbolja
kritiéna oblast veli¢ine o. Uzimajuéi u obzir gore pomenutu aproksimaciju statistike (yn—ei() Bov/n

N(0,1) u modelu koji generise Hy dobijamo

Wo = {(ml,...,xn) : (En — 910>90\/ﬁ§ —za}.

I u ovom primjeru Wy ne zavisi od 01. I na kraju, kad je n = 100, o = 0,05, 0y = 1, 6 = 1,5 do-
bijamo Wy = {(1, ..., 7100) : Z100 < 0,835}, B = P15{X > 0,835} = P{Z > (0,835 — 1,57 1)15} =
P{Z > 2,520} = 0,0059.

Najbolja kriti¢na oblast iz formulacije Nejman-Pirsonove leme se moze zapisati i u ekvivalent-

nom obliku Wy = {x : % < c}. Oblik kriti¢ne oblasti Wy je ofekivan (razuman, saglasan sa

intuicijom). Ovu konstataciju objasnimo na neformalnom nivou. Naime, kriti¢nu oblast &ine uzorci
(21, ...,xy) Cja je vjerovatnoca realizacije u modelu 6 = 6y "mnogo manja" nego u modelu 6§ = 6;.
Kako su pomenute vjerovatnoce redom L(6y, z1, ..., zp) 1 L(01, 21, ..., 2,), za uzorke (x1, ..., x,) iz Wy

koli¢nik égg?:ig égg?:i; < c. IzloZena analiza je motiv za

je mali, §to se prevodi na nejednakost
Test koli¢nika vjerodostojnosti

Neka je parametarski skup ©, A + Ay = O, Hy(0 € Og), H1 (0 € O1). Neka je 6* vrijednost
parametra 0 za koju funkcija L(0,x), 8 € Ag dostize maksimum. Neka je 8** vrijednost parametra 6

za koju funkcija L(0,x), 6 € © dostize maksimum. U testu koli¢nika vjerodostojnosi kriti¢na oblast

L *
C:{X'(H’X)Sca},0<ca<1,

je
- L(6*,x)

L(6*,X)
a=sup P{X eCl=sup Py ——— <cCq ;.
sup PrX eCh=oup "{Lw**,m }

Slucaj cq = 1 smo iskljudili zbog toga §to bi implicirao C = R, a = 1.

Neka je C kriti¢na oblast koja odreduje neki test za testiranje H,(6 € ©,) protiv H1(0 € ©\Oy).



Funkcija moéi testa se zadaje sa

W) =P{(X1,...,X,) € C}, 0€0.

Primjer. X : N'(m,03), o je poznato, Ho(m > mg), Hi(m < my).

f: (Tk—m)2
Bududi da je L(m, 21, ...,2n) = (2m02) Ze 2"3 , maksimum funkcije VJE:I‘OdOStOJIlOStl se
n
dobija za ono m za koje kvadratna funkcija g(m) = Z (g — =nm? —2m Z Ty + Z r7 ima
k= k=1 k=1

minimum. Jednostavno se dobija m* = max{Z,, mo}, m** =Tp.

L(m*,x) § L Zn 2 mo
Lime %)~ | el e

Rijesimo nejednadinu

— 5222 (@e—mo)*~ S (25 —n)?)]

e 0 k=1 k=1 S Ca

Nasa nejednacina je ekvivalentna sa

n
(. —mo)? = Y (2 —Tn)2 > ¢, c> 0872 —2meT, +md > ¢, c> 04 (mg —Tp)2 > ¢, c>0
1 k=1

M=

k

ESmg—Tp>c,c>07, <mg—c, c>0,

gdje zbog ekonomicnosti zapisa koristimo samo jednan simbol za konstantu iako je rije¢ o razli¢itim
konstantama.

a = Ssup Pm{yn < mg — c} = sup pm{XnU—Omo\/ﬁ < mo;g—m\/ﬁ} _

m>mg m>mgo

m>mg

sup Pm{z < m"’Wﬁ}

Ocigledno, supremum se dostize za, m = myg i nakon rjeSavanje jednacine —% = —z, dobijamo

c = U\O/@ Dakle C= {(l’l,---,xn) (T < mo — %}

Potrazimo funkciju moéi testa.

— mo —m — 220 _
W(m):Pm{Xn<m0_Zj[/%‘0}:P{Z<ﬁﬁ}:(P(w\/ﬁ_za)?

00

gdje sa ® oznacavamo funkciju raspodjele sluc¢ajne promjenljive Z. Funkcija W(m) je neprekidna,



monotono opada, tezi ka 1 kad m — —oo i tezi ka 0 kad m — oc.
U slucaju Ho(m < myg), Hi(m > mg) se dobija C = {(3:1, ey X)) T Ty, > Mg F %}

U slucaju Ho(m = myg), Hi(m # mg) imamo m™* = mqg, m™ =7, te je

C = {(xl,...,xn) : M\/ﬁ > z%}.

o0

Primjer. X : U[O,e], 6 >0, HQ(@ = 90), H1(0 75 90).

0* =0y, L(O*,x1,...,2p) = %, Yn < 0o, 0 = yp, L(**, 21, ...,2,) = yig te je

gn na Un < 007
L(0",x) (i) .
L6 %) = 1, yo=1060y, C= {(:cl, ey X)) (g—g) <o iy, > 90},
0, Ypn > 90.

Yo\ . .
o= Pgo{(eo) <cu iy, > 00} = Py {Yn < {/cabo} = ca; C = {x: yo < Vb ili y, > 0}.

10 < 0 < Yaby, W(0) = 1.

20 /el < 0 < 0o, W(6) = a(%o)".

309 > 6y, W(6) = a(%ﬂ)n Tl (%O)n —1-(1- a)<%0)".

Primjer. X : U[0,0], 6 > 0, Hyo(0 € [1,2]).

Potrazimo 6*.

a) yn < 1, L(0,x) = 7=, 1 < 6 < 2. Maksimum se dostize za § = 1.

b) 1<y, <2 L(0,x)= 9%, yn < 0 < 2 te se maksimum dostize za 0 = y,.

Dakle, 0* = max{1,y,}, a 6** = y,.

n? < 17
L, x) _ yrll ?1Jn< <2
L(G**,x) - ’ = Yn > 4,
0, yn>2.
C={x:1yp, < Yeqiliy, >2},a= sup P{Y, < ¢/c,iliY, >2} =c, =
0€e(1,2]



C={x:y, < {Yailiy, >2}.
1, 0<6< Yo,
W) = g, Va<0<2,

1+ & -2 0>2

Primjer. X : N(m,0?) oba parametra su nepoznata, Ho(m < mq), Hi(m > mg). Metodom

maksimalne vjerodostojnosti ¢emo ocijeniti nepoznati vektor (m,o?). Zbog toga $to je funkcija In
strogo monotono rastuca, trazenje maksimuma funkcije L(m, o<, x) ¢emo zbog jednostavnije analize
konvertovati u trazenje maksimuma funkcije In L(m, 02, x).

n
% InL =0 = m = Z,. Zamijenimo dobijeno m u L i rjeSavamo % InL=0= 0= %kz_:l(mk —
(x1, —m)?. Zamijenimo up-

M=

1
n
1

B
Il

7n)? = 32. Dakle ** = (T,,,52). Potrazimo 0*. 8%)2 InL=0= 0=

), a zatim trazimo maksimum funkcije In L(m, ]; (zx —m)?,x), m <
-1

m,o?,x

ravo dobijeno o2 u L(
mg. Maksimum se dostize u u tacki min{z,,, mo}. Dakle,
(Tns33), T < mo,

a= sup P,
n

0% = 1 v 2
(mo, n Z (mk — m()) ), Ty > My.
k=1
17 Tn < mo,
LO%X) ) 5wy
L(6**,x) B T, >myp.
> (wp—mo)?
k=1
ki (mk_in)z k;i (xk_fn)Q ’VL§2 _ 9 149
c=1 =1 n Tn—MQo <2 _ n—lg
o T T SO ey < ¢ TSV Z sy = B
k=1 k=1
Znamo da statistika = —"0\/n ima Studentovu raspodjelu sa n — 1 stepena slobode. Slucajnu
promjenljivu koja ima t¢,,_; raspodjelu ¢emo oznciti sa T
X,—-m X,—m m—m
nAio\/ﬁzca = sup P, nAiﬂ+A70\/EZCQ =
m<mg n Sn

m<mg

=P{T > vp_1,05-a}
Naime, supremum se dostize za m = mg, a Vp—1.05—« se Cita iz tablica za Studentovu raspodjelu. I

na kraju
_ Un—1:0.5— s
C—{x:wn>m0+n’\0’;”“n}.
n



