Statistika

Statisticki eksperiment podrazumijeva mjerenja obiljezja na nekoliko izabranih ¢lanova
populacije. Mi ¢emo se uglvnom baviti nezavisnim mjerenjima. Rezultati mjerenja se treti-
raju kao realizacije nezavisnih sluc¢ajnih promjenljivih X7, X5, ..., X, i svaka slu¢ajna prom-

jenljiva je raspodijeljena kao obiljezje X.

DEFINICIJA 0.1 Neka obiljeZje X ima funkciju raspodjele F'. Prost slucajni uzorak obima n
iz raspodjele F je slucajni vektor (X, Xo, ..., X,) gdje su Xy, Xo, ..., X,, nezavisne slucajne

promjenljive sa istom funkcijom raspodjele F.

Prost sluc¢ajni uzorak je matematicki model n nezavisnih mjerenja obiljezja. Cesto se na
osnovu predznanja o izu¢avanom fenomenu moze pretpostaviti da raspodjela obiljezja pripada
nekoj familiji R koju nazivamo familijom dopustivih raspodjela. Ista oznaka R se koristi i
za familiju dopustivih funkcija raspodjela, motivisani smo ¢injenicom da raspodjela slucajne
promjenljive jednoznacno odreduje njenu funkciju raspodjele i obrnuto, funkcija raspodjele
slucajne promjenljive jednoznac¢no odreduje njenu raspodjelu. Zadatak matematicke statis-
tike je da se na osnovu registrovanih podataka zakluéi §to je moguce vise o nepoznatoj funkciji
raspodjele obiljezja, a §to je ekvivalentno sa tim da se sazna Sto je moguce viSe o nepoznatoj

raspodjeli obiljezja. Ubuduce ¢emo umjesto prost slucajni zorak govoriti uzorak.

Primjer 1 Registrujemo « Cestice koje emituje grumen radioaktivne materije, intenzitet
potoka cCestica je A\, A je nepoznato. Slucajna promjenljiva X; predstavlja broj cestica koje
se emituju u toku prvog minuta, X, predstavlja broj cestica koje se emituju u toku dru-
gog minuta,..., X, predstavlja broj cestica koje se emituju u toku n-tog minuta. Obiljezje
X je broj Cestica koje se emituju u toku jednog minuta i X ima P(\) raspodjelu. Sluca-
jne promjenljive Xi, ..., X,, su nezavisne i svaka ima P(\) raspodjelu. (Xi,..., X,,) je prost
slucajan uzorak. Koristili smo ¢injenice 1. slu¢ajne promjenljive koje prebrojavaju ¢estice na
disjunktnim vremenskim intervalima su nezavisne 2. raspodjela slucajne promjenljive koja
prebrojava Cestice na vremenskom intervalu duzine ¢ je P(At). U ovom primjeru familiju
dopustivih raspodjela ¢ine Puasonove raspodjele sa parametrom A, A > 0. Skup A = (0, 00)
moguc¢ih vrijednosti za A nazivamo parametarskim skupom. Ako imamo neku dodatnu in-
formaciju o A, recimo da je 1 < A < 2 tada je A = (1,2). U ovom modelu ozna¢imo sa W;
vrijeme do emitovanja prve Cestice, sa W5 vrijeme od emitovanja prve do emitovanja druge,
sa W3 vrijeme od emitovanja deruge do emitovanja trece, sa W,, vrijeme od emitovanja n—1-e
do emitovanja n-te. Pomenuta vremena su slucajna te su Wy, ..., W, slu¢ajne promjenljive i

one su nezavisne, (Wy, ..., W,,) je prost slu¢ajni uzorak, a odgovarajuca familija raspodjela je



E(N), A > 0. Teorijsko objasnjenje zbog ¢ega se u modelu pojavljuju Puasonova i eksponen-
cijalna raspodjela te zbog cega su promjenljive X3, ..., X, odnosno Wy, ..., W,, nezavisne bice

dato u okviru predmeta Slu¢ajni procesi.

Primjer 2. Obiljezje X je rezultat mjerenja fizicke veli¢ine, dok rezultati n mjerenja
predstavljaju prost slu¢ajni uzorak (uzorak). Gaus je tvorac teorije gresaka kod mjerenja
fizickih veli¢ina. Primijetio ja da rezultati mjerenja udaljenosti konkretnog nebeskog tijela
od Zemlje variraju kao posljedica postojanja greske mjerenja. Greska mjerenja ¢ se dobija
sumiranjem malih greSaka uzrokovanim faktorima: temperaturna kolebanja koja uti¢u na
mjerni instrument, intenzitet suncevih zraka koji moze dovesti do savijanja instrumenta,
vazdu$na strujanja, vibracije i mnogim drugim. Sumarna greska £ na osnovu CGT (ako ne
postoji sistematska greska) ima N(0,02),m > 0 raspodjelu. Ako je stvarna udaljenost d
tada obiljezje X koje predstavlja rezultat mjerenja ima N'(d,o?) raspodjelu. Dakle, R =
{N(d,c*),d > 0,0% > 0}.

Primjer 3. Obiljezje X je rezultat mjerenja koeficijenta inteligencije osobe, dok rezul-
tati mjerenja koeficijenta inteligencije n osoba predstavljaju prost slu¢ajni uzorak (uzorak).

Familija dopustivih raspodjela je normalna.

Primjer 4. Obiljezje je kilometraza koju obezbjeduje jedna baterija automobilu na elek-

tri¢ni pogon. Familija dopustivih raspodjela je eksponencijalna.

Primjer 5. Obiljezje X je 1 ako osoba koja ima pravo glasa, glasa za kandidata A, a 0

ako ne glasa za kandidata A. Raspodjela obiljezja X je
0 1
X :
l=p=q p

i p je relativna ucestalost onih koji glasaju za kandidata A. Drugim rije¢ima p je vjerovatnoca
da sluc¢ajno izbrana osoba sa pravom glasa, glasa za A. Ako osobe sa pravom glasa u uzorak
biramo metodom bez vra¢anjanja, tada su promjenljive Xy, ..., X,, zavisne i raspodijeljene

kao i obiljezje.
Primjer 6. R = {U(-0;0), 0 € (1,2)}. R ={U(a;b), a <0; b> 3}.

DEFINICIJA 0.2 Neka je f : R™ — R Borelova funkcija i (X, ....,X,) uzorak. Slucajna
promjenljiva V = f(Xq, ..., X,,) se naziva statistika.

Neki autori statistiku izjednacavaju sa funkcijom f. Realizaciju uzorka (X, ..., X,,) oz-

nacavamo sa (xy,...,x,) i nazivamo realizovanim uzorkom. Realizovana statistika je v =
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f(.Tl, ceey Z’n)
Primjeri statistika.

Uzoradka sredina. f(zy,...,x,) = X=X X — Hftin Neka je EX = a, DX = o2
Tada je EX,, = a, DX, = <.

Uzoracka disperzija. 5. = ISV (X - X)) =13 X2 - X2 ES. = EX?— EX. =
=1 =1
EX? - 1px? - mon(pX)? =152,
Popravljena uzoracka disperzija. 52 = -2 '_1(Xi—yn)2 =-L ;Xf—%yi; ES? =

o

Uzoracki minimum. Y; = min X;. Uzoracki maksimum. Y, = max X;.
1<i<n 1<i<n

x? raspodjela sa n stepeni slobode. Neka su X;,..., X, nezavisne slu¢ajne prom-
jenljive, svaka promjenljiva ima A (0, 1) raspodjelu. Raspodjela sluc¢ajne promjenljive 2 =

n
>° X7 se naziva x* sa n stepeni slobode. Potrazimo odgovarajuéu gustinu raspodjele, oz-
i=1

na¢imo je sa g,. Oznac¢imo sa V,,(z) zapreminu lopte 2% +...+ 22 < x,x > 0. Iz analize znamo
da je V,,(z) = 22V, (1). Znamo da je (t +h)2 —t2 = 2t2"'h + o(h).

P{t<2<t+h}= [...[ (2m) 3e & day..dv, = (2m)"2e 2NV (¢ 4 h) — V, (¢)],

n
t<Y a2 <t+h
=1

i=

= go(t) = 2(2m) " Fe 3t5 7V, (1), te iz [ go(t)dt = 1= g,(t) = 2%1}(71)15%*1@*%,75 > 0.
0 2
Konstatujmo da je Ex? = n; Dx? = 2n, f,(t) = (1 — 2it)" 3.

Studentova raspodjela sa n stepeni slobode. Neka su Xy, Xy, Xo, ..., X,, nezav-

isne slu¢ajne promjenljive, svaka ima N(0,1) raspodjelu. Za slu¢ajnu promjenljivu ¢, =

n 1
IR AN
Xo (%) kazemo da ima Studentovu raspodjelu sa n stepeni slobode. Gustina v, (t) =

ntl —ntl oo, n<2
M(l + %) * t € R. Konstatujmo, Et, = 0,n > 1; Dt,, =: ’
varr (2) Lo on> 2.

Teorema 0.1 Fiserova teorema. Neka obiljezje X ima N (m,o?) raspodjelu. Tada vazi:



a) Xezm /s N0, 1).

b) Statistike X, zgi su nezauvisne.

,2 R
c) 2 - Xn—1t 752 Xp-1

d) o= /st .
Glivenko-Kantelijeva centralna teorema matematicke statistike.
DEFINICLJA 0.3 Neka je (X, ..., X,,) uzorak iz raspodjele F. Funkcija
1 n
F — _— —
w(w) = Fy(n) = — Y H{Xpw) <z} zeR
k=1
se nazwa empirijska funkcija raspodjele.

Ako se fiksira w dobija se funkcija po z i ona je jednaka relativnoj ucestalosti izmjerenih
podataka manjih od x. Pretpostavimo da su izmjereni podaci z1,xs, ..., x, (tj. realizovani

uzorak je je (z1,...,7,)) i da su razli¢iti. Imamo

ako je v < (),

Fn(l’) = , ako je T <X < T(k+1), k=1,2,...n—1,

— 3> O

; ako je > ().
Primijetimo da je funkcija F),(z) funkcija raspodjele slu¢ajne promjenljive koja ima ravnom-

jernu diskretnu raspodjelu na skupu {z1, xo, ..., z, }.

Ako fiksiramo z tada je F,(z,w) slu¢ajna promjenljiva. Primijetimo, E H{Xg(w) < x}je
k=1
slu¢ajna promjenljiva sa B(n, F'(x)) raspodjelom te je

P{Fn(x,w) - 5} - (Z) Fr)(1 - F@)"™*, k=0,1,...,n.

n

F,(z,w) je slu¢ajni proces. Funkcija F' se naziva teorijska funkcija raspodjele obiljezja X.

Empirijska funkcija raspodjele u sluc¢aju kada je obim uzorka veliki aproksimira teorijsku

funkciju raspodjele. Preciznije, vaze sljedeée dvije teoreme.



Teorema 0.2 Za svaki realni broj r vazi

P{lim F,(z)=F(z)} = 1.
n—oo
Tvrdenje teoreme je neposredna posljedica jakog zakona velikih brojeva.

Teorema 0.3 Glivenko-Kantelijeva centralna teorema matematicke statistike. Neka
je F teorijska funkcija raspodjele obiljezja X. Vazi

P{ lim sup | F,(z) — F(z) |= O} = 1.

n—oo z€R

Drugim rije¢ima, skoro izvjesno F,(z) = F(z). Neka je A = {w : lim sup | F,(z,w) —
n—o0 z€R

F(z) |= 0}. Glivenko-Kantelijeva teorema tvrdi da je vjerovatnoc¢a-mjera skupa A jednaka

1. Neka je wyp € A. Tada za Ve > 0, Ing = n(wy,e) takav da za Vn > ng i Vo € R vazi

| Fo(x,wy) — F(x) |< e.

Tackasta ocjena nepoznatog parametra

Neka teorijska tj. stvarna funkcija raspodjele obiljezja X pripada familiji funkcija raspod-
jela R i neka je X = (Xj,..., X)) odgovarajuéi uzorak. Neka je T parametar koji je jed-
nozna¢no odreden funkcijama raspodjela iz R. Formalno, 7 = 7(F), F € R, tj. 7(F) je
funkcional. Zadatak ocjenjivanja je da se nade statistika 7'(X) ¢ija realizacija t = T'(xy, ..., )
moZe posluziti kao dobra-razumna aproksimacija za 7o = 7(Fx) tj. t &~ 7p. Statistika T'(X)
se naziva ocjena parametra 7, a t = T'(x1, ..., x,) je ocjena koju dobijamo nakon prikupljanja
podataka tj. nakon statistickog eksperimenta. Kako se nepoznati parametar ocjenjuje bro-
jem odnosno tackom to se govori o tackastoj ocjeni parametra. Mi ¢emo najcesce raditi sa
parametarskim familijama

R = {F(z,0), 0 € O}

Da bi ocjena bila "dobra", pozeljno je da ima neke osobine. Ocjena T},, n je obim uzorka,
kojom ocjenjujemo nepoznati parametar 7, je centrirana-nepristrasna ako je KT, = 7

za V7. Ocjena T, je asimptotski centrirana-nepristrasna ako je lim ET, = 7 za Vr.
n—oo

Ocjena T}, je postojana ako T, = T za V7.

Neka je T;, ocjena nepoznatog parametra 7. Ta¢nost ocjene se mjeri parametrom K(7},) :=

E(T,—7)* = DT,,+ (ET,, —7)* Ocjena je tim bolja §to je parametar K manji. Ako je ocjena

5



T, centrirana tada je KT, = DT,,. Ako su U, i V,, centrirane ocjene nepoznatog parametra 7

i ako je DU, < DV, tada kazemo da ocjena U, nije gora od ocjene V.

Primjer. X :4(0,0),6 >0, 0 je nepoznati parametar. Statistike Ty = 2X,, i T = “HY],

su centrirane, DT} = %; DT, = Za n = 2 ocjena T; je bolja od ocjene T7.

n(n+2)

Primjer. X : U(0,20),0 > 0, 6 je nepoznati parametar. Za ocjenjivanje parametra
0 koristimo statistike Ty = XJdXod3Xef2XXs § 70 — X — Xy + X5 — X, + X5, Imamo:

10
ETy = 20, DT\ = KTy =0,0730% ET, =0, DT, = 30%, KT, = 1,676°.

300 ’

Primjer. U kutiji se nalazi /V listica i na njima su zapisani brojevi ay, as, ..., ay. Obiljezje

je broj na listici. Ocjenjujemo nepoznato a = —“1+-]-\-[+GN.

a) model sa vra¢anjem, vadimo n listica.

P{X }:%ai:LQ? y 10 12 NWZCL:EXZ‘,D)QIOQI
a + +a e - 0.2 .« . . . .
— —a’, EX, a, DX, = 2-. Familja dopustwlh funkcija raspodjele nije param-
etarska.

b) model bez vra¢anja, n < N.

P{X’ =} =5.i=12..,mj=12..,N a=EX;, DX; =0" py v = —yy, EX
a, DX, = 28=n DX, < DX,n>2.

Primjer. Neka funkcija raspodjele obiljezja X pripada familiji R = {F(z,0), 0 € ©}.
Oznacimo sa a = a(f) = [ zdF(x,0) isa o® = 0?(0) = [ (x — a(#)*dF(x,0) otekivanja
i disperzije slucajnih promjenljivih ¢ije funkcije raspodjele pripadaju 9R. Znamo, FX, =
a, DS? = 02, Y0 € © te nepoznato EX = ag ocjenjujemo sa X, a nepoznato DX = o2 sa
S’ﬁ Kada sakupimo podatke z1, ..., z,, tada nepoznato ay aproksimiramo sa 7,,, a nepoznato

2 oo 42
o5 sa 5.

Teorema 0.4 Neka je T, asimptotski centrirana ocjena nepoznatog parametra T i neka

DT, — 0, n — oco. Tada je ocjena T, postojana.

P{T,—7|>e}<P{T,—ET, |>c}+P{| ET,—7 |>¢} <

w—T|>¢e} = 0.

Rao-Kramerova nejednakost.



Ocjenjujemo nepoznati parametar 7, kolekciju centriranih ocjena ¢emo oznaciti sa C. Za
ocjenu V € C kazemo da je najbolja ako je DV’ < DV za svako V' € C. Najbolja ocjena ne
mora postojati. Naime, postoji model u kome je W = {DV, V € C} = (1,2).

Teorema 0.5 Ako postoji najbolja ocjena ona je skoro izvjesno jedinstvena tj. ako je V
najbolja ocjena i V' € C takva da je DV = DV' =V 2y

Neka je U statistika za koju vazi EU = 0. Ocigledno je V 4+ aU € C za Va € R. Dalje,
D(V + aU) = DV + 2acov(U,V) + a?DV > DV = cov*(U,V) < 0 = cov(U,V) = 0. U
posljednju jednakost uvrstimo U = V — V’. Kako statistike V' i V' imaju isto oc¢ekivanje i
disperziju, dobijamo EV? = EVV' = EV”. I nakraju E(V —-V')? = EV?—EVV'—EVV'+
EV2=0=V-V'Z0.

Radi¢emo sa familijama raspodjela diskretnog i apsolutno neprekidnog tipa.

A) Za familiju raspodjela diskretnog tipa ¢emo koristiti zapis {p(wy, ), 6 € O} gdje je

B) Za familiju raspodjela apsolutno neprekidnog tipa ¢emo koristiti zapis {¢(z,0), § € ©}

gdje je ¢(x,0) gustina obiljezja.

DEFINICUA 0.4 Za familiju raspodjela diskretnog tipa kaZemo da je reqularna ako vazi
0
Z —p(wy,0) =0, za Vl € O.
- 00

Za familiju raspodjela apsolutno neprekidnog tipa kaZemo da je reqularna ako vazi

[ o
/ %w(aj,&)d:c =0, za V0 € O.

Teorema 0.6 Rao-Kramerova nejednakost. Za svaku centriranu ocjenu V = f(Xq, ..., X))

parametra 6 reqularne familije {p(wg, 0), 0 € O} odnosno {p(x,0), 0 € O} vazi:

1 1

DV > 5 odnosno DV > 5
nk (% Inp(X, 9)) nk (% Inp(X, 6’))




f agcp (x;,0)dz; = f [ lngp(ml,e)] (x;,0)dx; = 0,1 =1,2,.

EV = f o[ [, ...,xn)gp(xl,e)...gp(xn,Q)dxl...dxn = 60 = (diferenciranje)
RTL

1= f_..ff(xl,...,xn)[231m%gp(xi,9)}9&(1’1,8)...@@”,Q)dml...dxn —
R =

n

fﬂ.@.ff(xl,...,xn)[z %lngp(a:iﬁ)]go(xl,@) o(xp, 0)dxy...dx,.

=1

Neka je statistika W = Z In p(X;,0). Imamo

EW = Z / lngo T, )> (;,0)dz; =0,i=1,....,n; DW = nE(%lngp(X, 0))2.

Kako je EVW =1 imamo gyw = \/ﬁ = DVDW >21= DV > ﬁ Q.E.D.

Primjer. Ocjenjujemo nepoznatu vjerovatno¢u padanja pisma. Nov¢i¢ bacamo n puta.

Obiljezje X je indikator padanja pisma, X; je indikator padanja pisma u ¢tom bacanju.

0 1 " — — 1—
X, - =120, Y X, : B(n,p), EX, =p, px, = PL=p)
l—=p p i=1 n

Isti model imamo u slu¢aju kada ocjenjujemo vjerovatnoéu p realizacije dogadaja A. Obil-

jezje X je indikator dogadaja A, a X, indikator dogadaja A u itom ponavljanju opita.

Ocjenjujemo nepoznatu ucestalost osoba ¢iji je koeficijent inteligencije izmedu 105 i 115.
P{105 < X < 115} = p, p je nepoznato. Zbog nezavisnosti i jednake raspodijeljenosti
promjenljivih X, .., X,, dogadaji A; = {105 < X; < 115},..., 4, = {105 < X,, < 115}
su nezavisni. Formiranjem slucajnih promjenljivih Xy = I4,,...,X,, = I4, problem ocjene
nepoznatog p (kao i formiranja odgovarajuéeg intervala povjerenja) se rjeSava koric¢enjem
statistike X,,.

L L 0 1 P

Familija Benulijevih raspodjela je regularna. X : . 0 < p <1, a—pp((),p) =

—-p P
-1, 8pp(l p) = 1. Statistika X, je najbolja centrirana ocjena parametra p. Naime, DX,



p(1-p)
p(X.p) = (1= p)[{X = 0} + pI{X =1}, ZInp(X,p) = gbr s
2
E I{X=1}-1{X=0} _
P X=0}+pl{X=1} | —

prvo smo integralili na skupu {w : X(w) = 1}, a zatim na skupu {w : X(w) = 0}. Dakle,

1-p __ 1
+ (1-p)2 = p(l-p)’

%Nlﬁ

disperzija uzoracke sredine je dostigla donju (Rao-Kramerovu) granicu.

Primjer. Familija Puasonovih raspodjela je regularna. Imamo: p(k,\) = ’\k—’;e’)‘,k =
0,1,2, ...,

o0

(0.\) = —e™?, %p(k;.)\) = ((lk—fl — lk)e_k, E=1,2,...,> %p(k‘, \) = 0. Statistika X, je

B
P 1 K
k=0

najbolja centrirana ocjena parametra .

Primjer. Familija N (m, 02),m € R, 02 je poznato, je regularna. Statistika X,, je najbolja

centrirana ocjena parametra m.

Primjer. Familija eksponencijalnih raspodjela, gustina g(z,6) = te7,2 > 0,6 > 0 je

regularna. Statistika X, je najbolja centrirana ocjena parametra 6. Kako je EX =6, DX =
2

62 to je EX,, =0, DX, = . Imamo 2 Ing(z,0) = % — . I na kraju, E(% In g(X, 9)) =

2
El X0 =LX _ 1 sdakle slijedi da je dosti Rao-K -
= 9z T p2 jedl da je ostlgnuta A0 ramerova gramca.

Primjer. Familija U4(0,6),0 > 0, nije regularna. Kako je go(x,&) = 2,0 < z < 6, imamo

0
Ik aﬁ x,0)dx = —+. Statistika T' = ”:1Yn je centrirana i DT = Zbog neregularnosti
0

n(n+2)
ne mozemo prlHllJenltl Rao-Kramerovu nejednakost. Primijetimo da je Rao-Kramerova donja
granica disperzije ocjene reda % dok je disperzija ocjene T" u naSem modelu reda #, dakle

znatno je manja.

Metod maksimalne vjerodostojnost.

Primjer. Ocjenjujemo nepoznati broj N riba u ribnjaku. Specijalnom mrezom izvadimo
n riba, markiramo ih i vratimo u ribnjak. Sa¢ekamo neko vrijeme da bi se markirane pomi-

jeSale sa nemarkiranim ribama, a zatim ponovo vadimo n riba. Oznac¢imo sa X slucajnu



promjenljivu koja je jednaka broju markiranih medu izvadenim. Imamo

()G
()

Pretpostavimo da je broj registrovanih markiranih riba rq. Primijetimo da je Py{X = ro}

PN{X :7’} =

,r=0,1,...,n.

funkcija od N. Nepoznato N ocjenjujemo onim brojem za koji funkcija Py{X = ry} ima
maksimum, a on se dostize za cio broj najblizi broju Z—s Ako ocjenu oznacimo sa N imamo

~ 2 g . R . ... .. .. o,
~ = & 0 §to je u saglasju sa intuicijom. Ocjenjujemo sa onom vrijednoséu za N
70 N n

koja generise model u kome je najve¢a vjerovatnoca da se registruje upravo r, markiranih

riba. U ovakav nacin zaklucCivanja je ugradena logika: ako se neSto desi, najrealnije je da se

desilo u okviru modela u kome je vjerovatnoca deSavanja najveca.

Neka je X = (X7, ..., X,,) uzorak obiljezja X ¢ija funkcija raspodjele pripada familiji
R ={F(z,0), 0 € ©}.

Definisaséimo funkciju vjerodostojnosti u sluc¢aju kada raspodjela obiljezja pripada familiji
raspodjela diskretnog tipa R = {p(wy, 0), 6 € O}, p(wy, ) = Pp{X = wy}.

DEFINICIIA 0.5 Funkcija vierodostojnost L(0,xy, ..., x,) = p(x1,0) - - - p(x,,0) = Pp(X; =
x1) - Pp( Xy = xn) = Po{(X1, ..., Xy) = (21,...,2,)}, 0 € O, je funkcija éiji je argument
0, a (x1,...,2,) je neka realizacija uzorka obiljeZja X, raspodjela obiljeZja je odredena sa 6;

X1, ..., T, tretiramo kao parametre.
Iz definicije se vidi da je L(0, z1, ..., z,,) vjerovatnoca sa kojom se u modelu u kome je raspod-
jela obiljezja odredena sa 6 dobija realizovani uzorak (z1, ..., z,).

Definisasimo sada funkciju vjerodostojnosti u slucaju kada raspodjela obiljezja pripada

familiji raspodjela apsolutno neprekidnog tipa R = {g(z,0), 6 € O}, g je gustina.

DEFINICIA 0.6 Funkcija vjerodostojnost L(0,xq,...,x,) = g(x1,0) - - - g(z,,0), 0 € O, je
funkcija &iji je argument 0, a (x1,...,x,) je neka realizacija uzorka obiljezja X, raspodjela

obiljezja je odredena sa 0; x4, ..., x, tretiramo kao parametre.

Na L(0,x1, ...,x,) A1 -+ A, mozemo gledati kao pribliznu vjerovatnoc¢u da uzorak (X, ..., X,,)

iz raspodjele koja je odredena sa 6, "upadne" u "mali" paralelopiped [z1,77 + A1) X ... X
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[T, T, + A). Ovo slijedi iz
P@{X € [l’l,ZEl—FAl)X...X[In,In+An)} = L(@,l’l, ,ZEn)AlAn—FO(AlAn), Al, ceny An — 0.

Dakle, L(0, x1, ..., z,) "mjeri" Sansu da se dobije realizovani uzorak u gore pomenutom malom
paralelopipedu. Slobodnije, funkcija vjerodostojnosti govori o izgledima sa kojima u konkret-
nim modelima tj. u zavisnosti od parametra 6, realizovani uzorak "upada" u pojedine oblasti
iz R™.

Pretpostavimo da je © = {61,0s) i da je recimo L(0y,x1,...,z,) < L(0s,21,...,2,). Sma-

trajuci da se realizuje ono S$to ima vecéu vjerovatnocu, kao ocjenu ¢emo uzeti 6s.

Za ocjenu 0 = h(X1, ..., X,), gdje je 0 = h(xy,...,z,) vrijednost parametra 6 za koju
funkcija L(0, x4, ..., x,), 6 € © dostize maksimum, kazemo da je ocjena maksimalne vjero-
dostojnosti. Kako su kod funkcije L(0,xy,...,x,), 0 € ©, x1,...,z, parametri, 0 za koje
funkcija dostize maksimum se dobija kao funkcija od (x1, ..., z,,). Kada u raspodjeli obiljezja
figurise eksponencijalna funkcija, umjesto trazenja tacke maksimuma za L(0,z1, ..., z,) jed-
nostavnije je traziti tacku maksimuma za In L(6,zy, ..., 2,). Dobija se isti rezultat jer zbog
monotonosti funkcije In funkcije L(0, 21, ...,x,) i In L(6, x4, ..., 2,,) maksimum dostiZzu u istoj

tacki.
Primjer. X :U4(0,60), 6 > 0. Naéi ocjenu maksimalne vjerodostojnosti.
Znamo, g(z,0) = $1(0 < z < 6). Imamo,

1 1 1
L(97$17 ,..'En) = _‘[(0 = xl) e 51(0 > xn) = _](0 > yn)7 Yp = Max Ty.

on 1<k<n

Dakle, § = Y,,. U prethodnoj analizi smo koristili ¢injenicu da je (21, ..., z,) € (0,0)". Da je

u funkciji L(0, x1, ..., x,) vektor (xy, ..., z,) tretiran kao vektor iz R", tada bi imali

Primjer. a) X : N(m,1),m € R. b) X : N(m,1),m = ms,.

Zi: (zp—m)? n .
a) L(m, a1, ...,x,) = (2m) 5e =2, ZInL(m,x, ..., x,) = k;(xk—m). Iz ZInL =
0 slijedi m = T,,. Dakle, m = X,,.
b) InL(m,zy,...,x,) = —3m* +m Yz, — > xj — 2In(27), m > my. Nakon traZenja
k=1 k=1
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maksimuma upravo dobijene kvadratne funkcije, dobijamo 7 = max{mg, X, }.

Intervali povjerenja

Neka je X = (X7, ..., X,,) uzorak obiljezja X ¢ija funkcija raspodjele pripada familiji
R={F(x,0), 0 € O}.

Neka su 0; = 01(X1, ..., X)) i 0y = 05(X7, ..., X,,) statistike takve da za V0 € © vazi:
a) P9{61 < 62} = 17
b) Pg{el <6<92}:’}/

Tada se interval (6;,62) naziva interval povjerenja za nepoznati parametar 0, a broj ~y
se naziva nivo povjerenja. Na osnovu zakona velikih brojeva, priblizno 100v% realizovanih

intervala sadrzi nepoznati parametar 6.

LI . 2 Xp,—m .
Primjer. X : N'(m,03), m € R. Znamo, =2="/n : N'(0,1), Ym € R. Tmamo

X, - — _ 7
Pm{—z,y< —m\/ﬁ<z7} :7<:>Pm{Xn—ﬂzy<m<Xn—ﬂzﬁ/} :%/ 7
0

e_édt—
\ 2T 2

o) \/ﬁ \/ﬁ

Zakljuc¢ujemo da je I = (Yn— \‘;—%zv,yn—k\‘;—%zﬁ,). DuZina intervala je d(I) = 2% 2. Pokazuje

se da
Yini—m [2
BT R
(o) ™

odakle slijedi da je I = (Vg = \/3 %2, Vg + /325, ) 1 d(]) = 2,/3 %,

Primjer. X : N (m,c?%), m € R,0% > 0. Znamo, Yg’m\/ﬁ th_1, Ym € R. Imamo

—_— ~ ~

X,—m — S — Sn
Pmﬂz{ —ty < S—n\/ﬁ < t,y} =7 & Pm,o-Q{Xn — %t,y <m<X,— %tv} =,
za t, vazi P{0 < t,_; < t,} = 7 inalazimo ga u tablici Studentove raspodjele. Zaklju¢ujemo

daje I = (771 - \S/—%tv,yn - 3—%&,).

=2
";" : X2_;. Neka je v, broj takav da

Primjer. X : N(m,0?), m € R,0? > 0. Znamo da
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je pmJQ{X%_l < vy} =7.

—=2 —2 —2
nsS nsS nsS
n n 2 n
a) Pm7g2{vn_1,1fv < — < Un_1’1+w} =v= Pm702 —_— < o< — ).
2 g 2 UV, _ 1 1+y VUV, _ 11—~
n—1,—; n—1,=

n—1,

s nS. nS.
Dobijamo I = n_ o :
v 1-2-w Un_L 15”7

=2 =2 <2
b) Pm,UQ{% > Unfl,lf’y} =7= Pm,g2{0 <o’ < an} =1 = <0 &>

Up—1,1— P Up—1,1—~

P, ns, —~=P 2 ns. I — ns
¢) Pro2y "t < Un_1y( =7 = Ppoq0? > 200 = [ = (222 00).

Un—1,y Un—1,y’

Trebaée nam dva tvrdenja iz teorije. Neka za obiljezje X vazi EX = a, DX = ¢2. Znamo
Xoza /i — X* : N(0,1). Ako je 02 postojana ocjena o, tada Y;—n_“\/ﬁ — X*. Takode,
ako X, 5 X i ako je f neprekidna funkcija, tada f(X,) = f(X).

Primjer. Obiljezje X : P(\), A > 0. Znamo da je EX = DX = )\ i da je X, postojana

ocjena A. Iz X”—\/Y;;\\/ﬁ—>X* = 1= (Yn—z7 %,yn—kzm/%).

Primjer. Obiljezje X : B(1,p),0 < p < 1, tj. Bernulijevu raspodjelu. Znamo, S, =
=1

n’mn
S,

Primjer. U kutiji se nalazi M bijelih i N — M crnih kuglica. Ocjenjujemo relativnu
ucestalost bijelih kuglica to jest % Omno §to ¢emo uraditi istovremeno obuhvata slucajeve a)

M nepoznato, N poznato i b) M nepoznato i N nepoznato.

1. Model sa vra¢anjem, vadimo n kuglica.

0

1 & M, —
X;: M u i=1,2,....n, ZXi:B(n,N),EXn:
N N i=1

(X1, ..., X,,) je prost slucajni uzorak.

2. Model bez vracanja, vadimo n kuglica, n < N.
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, 0o 1 = M _ M, MN-n

X, : =1,2,.. rr = ——— FEX =— DX =—(1—— :

B T R Y TACI o

Konstatujmo: ako je lim & =+, 0 <~y < 1, tada je lim ggn =1—1; ako je lim & =0,
n—00 n—00 n n—00

tada je lim DX, _ 1, Takode, iz DY; < DX,, n=2,3,..slijedi da je ocjena 7; bolja. U

n—oo DY”
uzorku (X7, ..., X]) komponente su jednako raspodijeljene ali su zavisne.

Veza modela sa vraéanjem i bez vraéanja Statistika koja prebrojava bijele kuglice
u uzorku obima n (model bez vracanja) ima hipergeometrijsku raspodjelu. Oznac¢imo tu
statistiku sa . Razmotrimo granic¢ni sluc¢aj u kome % — p. Lako se provjerava

P{W =k} — (Z

)pk(l —p)"* k=0,1,...,n

Dakle, u grani¢nom slucaju, statistika W ima B(n,p) raspodjelu. Budué¢i da statistika
Y i, X; iz modela 1 ima B(n, %) raspodjelu, dobijeni grani¢ni rezultat u praksi koristimo
na sljede¢i nac¢in: Ako je broj ¢lanova populacije N velik, uzoracke sredine tj. srednji broj
izvucenih bijelih kuglica u oba modela imaju istu raspodjelu (preciznije priblizno istu, ali
razlika je zanemarljiva). Ovo zapazanje je znacajno kod formiranja intervala povjerenja
nepoznate ucestalosti. Naime, podatke biramo po modelu bez vrac¢anja. a kad formiramo in-
terval povjerenja, koristimo rezultat dobijen za model sa vra¢anjem. Na primjer, formiramo

interval povjerenja za nepoznatu ucestalost pusaca.

1  Testiranje statistickih hipoteza

Pojam statisticke hipoteze i ideju testiranja priblizimo kroz jedan primjer.

Primjer 1. U kutiji se nalazi 10 kuglica i znamo da je kutija napunjena po jednoj od dvije

strategije:
0) Sa 9 kuglica na kojima je broj 1 i jednom kuglicom na kojoj je broj 2.
1) Sa 9 kuglica na kojima je broj 2 i jednom kuglicom na kojoj je broj 1.

Dozvoljeno nam je da iz kutije izvucemo 4 kuglice po modelu sa vra¢anjem. Na osnovu

izvucenih kuglica tj. brojeva na njima, treba da se odlu¢imo za jednu od dvije hipoteze
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(pretpostavke, moguénosti):
19 Kutija je napunjena po strategiji 0 — govori¢emo o hipotezi H.
20 Kutija je napunjena po strategiji 1 — govori¢éemo o hipotezi H;.

Postupak presudivanja u korist jedne od hipoteza, tj. postupak prihvatanja jedne od
hipoteza, zvacemo testom. Ako je kutija napunjena po strategiji 0, tada je zbog velike
vjerovatnoce pojave broja 1, vjerovatnoca da se registruje mala suma brojeva, velika. Ako je
kutija napunjena po strategiji 1, tada je zbog velike vjerovatnoée pojave broja 2, vjerovatnoca
da se registruje velika suma brojeva, velika. Jasno, suma brojeva je u rasponu od 4 do 8 i
kada govorimo o maloj odnosno velikoj sumi imamo u vidu male odnosno velike vrijednosti
u odnosu na interval omeden brojevima 4 i 8. Nakon ove analize, namece se kao razuman
sljede¢i postupak odlucivanja: Ako je zbir izvucenih brojeva > 7 prihvati¢cemo Hy, a Hy

odbaciti. U suprotnom tj. ako je zbir izvucenih brojeva < 7 prihvati¢cemo H,, a H; odbaciti.

Oznacimo sa X obiljezje koje predstavlja broj na izvucenoj kuglici. U slucaju kada je

vazeca strategija 0, obiljezje X ima raspodjelu

12
X:y 1
10 10

12
X:
10 10

Ove dvije raspodjele mozemo tretirati kao familiju raspodjela obilezja X. U uzorku (X7, Xs, X3, X})
komponente predstavljaju redom prvi, drugi, treé¢i i ¢etvrti izvuceni broj. U statistici je uo-
bicajeno da se hipoteze izrazavaju u terminima raspodjela. U naSem primjeru H, je hipoteza

da obiljezje X ima gornju, a H; donju raspodjelu.

Ako je (w1, 29,23, 24) realizovani uzorak, tada se uslov "zbir izvucenih brojeva je > 7"
) y &3 P

zapisuje sa x1 + xo + x3 + x4 = 7. Ovaj uslov generiSe oblast

C = {(I1,$2,$3,I4) ] —|—fE2 +$3+ZL‘4 2 7}, C C R4.

Nakon uvodenja oblasti C, pravilo odluc¢ivanja mozemo ovako formulisati: Ako realizovani
uzorak (x1, zo, 3, x4) "upadne" u oblast C', tada prihvatamo Hy, a ako "upadne" u C°, tada

prihvatamo H,. Oblast C odreduje postupak — pravilo odlu¢ivanja tj. test. "Upadanje"
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uzorka u oblast C' ne odgovara hipotezi H, (tada imamo onu situaciju kada je zbir izvuc¢enih
brojeva veliki tj. medu brojevima dominira 2; ostvaruje se dogadaj ¢ija je vjerovatnoca
realizacije mala ako je ta¢na hipoteza Hy). Zbog toga oblast C' nazivamo kriti¢na oblast za
H,.

U postupku odlu¢ivanja nema izri¢itosti. Mi samo konstatujemo da na osnovu reg-
istrovanih brojeva prednost dajemo jednoj hipotezi (prihvatamo jednu hipotezu). Nar-
avno, postoji moguénost greske. Gresku pravimo kada povodeéi se za pravilom odluc¢ivanja
odbacimo hipotezu koja je fakticki ta¢na. Preciznije, moguce je da odbacimo Hj koja je
tacna i samim tim prihvatimo H; koja je netac¢na. Jasno, moguéa je i situacija u kojoj Hy i

H, imaju zamijenjene uloge.
Izracunajmo vjerovatnoéu a da odbacimo ta¢nu hipotezu H,.

1 9
a = Py {(X1, X2, X5, X4) € C} = T 4. 07 = 0,0037.

Izra¢unajmo vjerovatnocu  da odbacimo ta¢nu hipotezu Hj.

1 9 9?
=P X1, X5, X3, X Cb=—+4+4-—+6- — =0,0523.
/8 Hl{( 1, 25 3 4) 6 } 104 + 104 _I_ 104 )

Interesantno je vidjeti sta se deSava ako promijenimo test na taj nacin sto za kriticnu

oblast za H, sada uzmemo
D = {(I1,$2.$3,ZE4) CX1 + o+ T3+ X4 2 8}, D C R4.

Lako se dobija a = 0,0001, f = 0,3439. Primijetimo, vjerovatnoca da se odbaci fakticki
tatna Hy je znatno smanjena, ali je vjerovatnoca odbacivanja fakticki tacne H; postala
enormno velika. Prakti¢no, u jednom od tri slucaja éemo odbaciti tacnu hipotezu H;. U

ovakvoj situaciji je bolje testiranje obaviti prvim postupkom. <
Motivisani prethodnim primjerom, mozemo preci na izlaganje teorije.

Neka je X obilezje ¢ija funkcija raspodjele vjerovatnoc¢a pripada familiji

R = {F(z,0), 0 € O}

Pretpostavka oblika Hy(0 € ©g), ©g C O, zove se statisticka hipoteza. Malo drugacije

reCeno, pretpostavka se sastoji u tome da obilezje X ima raspodjelu koja pripada uzoj familiji
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odredenoj parametarskim skupom ©,. Ako je Oq jednoclani skup, tada kazemo da je hipoteza
Hy prosta. U protivhom govorimo o sloZenoj hipotezi. Hipotezi Hy ¢emo suprotstaviti
hipotezu H;(0 € ©\0y). Hipoteza H, se naziva nulta, a hipoteza H; alternativna. Postupak
odluc¢ivanja u korist jedne hipoteze, tj. postupak prihvatanja jedne od hipoteza, na osnovu
realizovanog uzorka se naziva statisticki test. Taj postupak je odreden zadavanjem kriti¢ne
oblasti C' C R™ i sprovodi se na sljedeéi na¢in: Ako (x1,...,x,) € C tada Hy odbacujemo u
korist Hy, a ako (z1, ..., z,) € C° tada H; odbacujemo u korist Hy. Zbog upravo izlozenog se

kaze da kriti¢na oblast zadaje test.

Posvetimo se slu¢aju kada je © = {6y, 01}, Ho(6 = 6y), H1 (0 = 0,), dakle obje hipoteze su
proste. Pretpostavimo da je C' C R kriti¢na oblast koja zadaje test.

Prilikom odludivanja, postoji moguénost da se napravi greska.
1° Gresku prve vrste pravimo kada odbacimo faktic¢ki ta¢nu hipotezu H,.
2° Gresku druge vrste pravimo kada odbacimo fakticki ta¢nu hipotezu H;.

Vjerovatnoéa greske prve vrste se oznacava sa « i za nju, na osnovu recenog, vazi
a= Py {(X1,...,X,) € C}.

« se naziva pragom znacajnosti testa, a C se naziva kriti¢na oblast veli¢ine a.

Vjerovatnoéa greske druge vrste se oznacava sa i za nju, na osnovu re¢enog, vazi

B =Py f{(Xi,....X,) € C}.

Prirodna je potreba da se pronade test u kome su brojevi a i 5 mali. Kod rjesavanja ovog
zadatka poteskoce izviru iz Cinjenice da smanjivanje jednog od ova dva parametra povlaci

uvecavanje drugog. Postupamo na sljedeéi na¢in. Medu svim skupovima S C R" za koje je
P {(Xy,...X,) €S}t =a

trazimo skup C' za koji je vjerovatnoca Py, {(X1, ..., X,,) € C°} najmanja. Ako skup C' postoji
nazivamo ga najbolja kriti¢éna ooblast veli¢ine «, a odgovarajué¢i test najbolji test sa
pragom znacajnosti . U nekim modelima postoji efektivni postupak za dobijanje najbolje
kriticne oblasti. Postupak dobijanja najbolje kriti¢ne oblasti generiSe Nejman-Pirsonova

lema. Mi ¢emo Nejman-Pirsonovu lemu formulisati u slu¢aju kada obiljezje ima apsolutno
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neprekidnu raspodjelu. Gustina koja odgovara raspodjeli zadatoj parametrom 6y je go(z),

gustina koja odgovara raspodjeli zadatoj parametrom 6; je g(z).

U tekstu koji slijedi ¢emo koristiti jedan detalj koji smo obrazlozili u okviru predmeta
Teorija vjerovatnoc¢e. Ako je h : R™ — R Borelova funkcija, (X, ..., X,,) slu¢ajni vektor sa

funkcijom gustine g(xy, ..., z,), tada je

p{h(Xy,...,X,) e W} = /.../g(xh...,xn)dxl...dxn,S ={(z1,...,zpn) : h(xy, ..., 2,) € W}
S

Definisimo jednu statistiku i jednu funkciju.

_ o L(61,X1,..,Xn) _ L(61,X) _ g1(X1)...
K(X) = K(Xi,..., X,) = L(H(l),Xi ..... Xn) L(G;,X) o ié(xb...i

X = (X1, Xpn), x= (21, ..., xn), h(c) := Pp { K(X1,..., X},) = ¢}, ¢ > 0.

S (=
—~|—
=
3
~—

Primijetimo, h(c) | i h(0) = 1. Neka je A, = {(z1, ..., x,) : K(x1,...,2,) = c¢}. Sada je
1> P {K(X1, ... Xp) 2 ¢} = [ L(h,x)dx = [ gi(z1)...91(zn)dx = ¢ [ go(21)...90(z0)dx
A A A

c— 00

=c [ L(0,x)dx = cPg{ K (X, ..., X;;) = ¢} = ch(c) = h(c) < £ = lim h(c) = 0.
Ac

Ako je h(c) neprekidna funkcija, tada za proizvoljni broj « € (0,1) postoji ¢ € R takav
da je h(c) = a.

Nejman Pirsonova lema. Neka za dato a € (0,1) postoji ¢ > 0 takav da je h(c) = a.
Tada postoji najbolja kriti¢na oblast veli¢ine « za testiranje Hy(6 = ) protiv H1(0 = 6;) i
data je sa Wy = {x : K(x) > c}.

Dokaz. Primijetimo, a = h(c) = Py, {K(X) > ¢} = Py, {X € Wy}. Neka je W proizvoljna
kriti¢na oblast veli¢ine a tj. a = Py, {X € W}.

Treba da pokazemo Py {X € W} > Py {X € W§} sto je ekvivalentno sa Py, {X € W} <
Py, {X S Wo}
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P@l{X S W} — Pgl{X S Wo}
= [ Lb,x)dx+ [ L6, x)dx— [ L(b;,x)dx— [ L(61,x)dx

WAWE WNWo WA Wenivg
S Lox)dx— [ Lo x)dx)=c( [ + [ = [ = [ )
WAWE Weniwg WAWE  WAW,  WNAW,  Wenw,
= ([ L(bp,x)dx — [ L(0y,x)dx) = c(a — ) = 0.
w Wo
_le=m)?
Primjer. Obiljezje X ima N (m, 0}), of poznato, raspodjelu (gustina g(z) = ———=e >0 ).

2mog

Trazimo najbolju kritiénu oblast veli¢ine v (najbolji test sa pragom znacajnosti a) za testi-

ranje Ho(m = my) protiv Hy(m = my), my > my.

f: (X—=m1)?

kL)
L e k=1 290 (m1—mg) & X n(mgf'm%)
2#0(2) o2 Z kT 2052

h(C) = Pmo f: (kamO)Q 2 C = Pmo e 0 k=1 0 > C —

- 2
1 e k=1 20’0

270,

~ o2lnc mi4+m n—m oolnc mi—m
Pmo{ "> (m10*m0)n+ 1; O}ZPmO{X O\/_ m1071no\f+( E 000)\/»}

on

>

Neka je w(c) := (mfj’ﬁoc)ﬁ + (mlg’foo)ﬁ, ¢ > 0. Funkcija w(c) je neprekidna i strogo

monotono rastu¢a. Bududi da statistika y%omo\/ﬁ : N(0,1) u modelu u kome X : N'(myg, 03),
zaklju¢ujemo da je h(c) = P{X* > w(c)}. Funkcija h(c) je neprekidna i strogo monotono

opadajuca, te postoji jedinstveno c¢ takvo da je h(c) = a i to ¢ je rjeSenje jednacine w(c) =
20 5-0 = Wq. Dakle, Wy = {(xl, ey X)) f";%\/ﬁ > wa} = {(xl, ey X)) T = Mg F ”f%a }
U sluc¢aju testiranja Ho(m = mg) protiv Hy(m = my), my < my, primjenom istog postupka

se dobija:

Ty — M _ oW
Wy = {(xl, ey L) ng—o\/ﬁ < —wa} = {(xl,...,xn) DT, < mg — 0 a}.
0

U slucaju n = 9, a = 0,05, my = 0, my = 1, 62 = 1 imamo: Wy = {(z1,...,79) : Tg >
%} = {(]}1, ...,1‘9) t Ty = 0,55}, dok je g = Pl{fg < 0,55} = P1{<Tg—1)3 < —1,35} =0, 09.

Vratimo se na op$ti slucaj i nadimo najmanje n takvo da je uz zadato a vjerovatnoca
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greske druge vrste < (. Iz

V/

2
Mo — _ml\/ﬁ—l—wa < —wg=>n = (_ag(wa+w5)> .
o) mp — My
Primjer. X : £(0) (tj. ¢
kad je n veliko <7n - %)

n je veliko.

~—~

x) =0, 2 >0,0>0). Znamo EX = 3; DX = g iuslucaju
Voo N(0,1). Testirajmo Ho(6 = 6y) protiv Hy (0 = 60y), 61 > 6y,

)

~ lnc(g—o)"
- Peo{ (X0 = &) ovin < (W - %)90\/5} —a,

Ocigledno, funkcija h(c) je neprekidna (kompozicija dvije neprekidne funkcije) te postoji
najbolja kriti¢na oblast veli¢ine a.. Uzimajuéi u obzir gore pomenutu aproksimaciju raspodjele
statistike (Yn — %)90\/5 : N(0,1) u modelu koji generise Hy dobijamo

1

Wy = {(ml, ey X)) (En - 0—())90\/5 < —wa}.

Primijetimo, W, ne zavisi od #,. I na kraju, kad je n = 100, « = 0,05, 60y = 1,0, = 1,5
dobijamo Wy = {(371,...,1'100) T Tioo & 0,835}, B = P175{7 > O, 835} = P{X* > (07835 —
1,57 H15} = P{X* > 2,520} = 0, 0059.

Najbolja kriti¢na oblast iz formulacije Nejman-Pirsonove leme se moze zapisati i u ekvi-

valentnom obliku Wy = {X : égg?ig < c}. Oblik kriti¢ne oblasti Wy je ocekivan (razuman,

saglasan sa intuicijom). Ovu konstataciju objasnimo na neformalnom nivou. Prisjetimo se

da funkcija vjerodostojnosti u zavisnosti od parametra 6 daje informaciju o izgledima da

realizovani uzorak "upadne" u proizvoljnu malu oblasti iz R". Stoga su u kriti¢noj oblasti W)

vrijednosti L(6y, x1, ..., x,) male, a L(0y, x4, ..., x,) velike. Odatle slijedi da je koli¢nik L(80.x)

L(01,x)
L(60,%)

(6 ) < c. Izlozena analiza je motiv za

mali, $to se prevodi na nejednakost

Test koli¢nika vjerodostojnosti
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Neka je parametarski skup ©, ©g + ©; = ©, Hy(0 € Oq), H1(0 € O1). Neka je 0* vrijed-
nost parametra 6 za koju funkcija L(6,x), 0 € ©¢ dostize maksimum. Neka je 6** vrijednost
parametra 6 za koju funkcija L(6,x), 0 € O dostize maksimum. U testu koli¢nika vjerodos-

tojnosi kriti¢na oblast je

L(6*,X)
a=sup P{X eCl =sup Pp){ ————4% < c,.
ae@po i J eeei 9{ L0, X) }

Slucaj ¢ smo iskljucili zbog toga §to bi implicirao C = R", a = 1.

Neka je C kriti¢na oblast koja odreduje neki test za testiranje H,(0 € ©,) protiv H,(0 €
©\0y).

Funkcija moéi testa se zadaje sa

W(0) = P{(X,,...,X,) €C}, 0 0.

Na jeziku funkcije moéi testa, Nejman-Pirsonova lema daje konstrukciju najmocnijeg testa,
tj. testa za koji je W (6;) najveci pri datom W (6). Vratimo se za trenutak na primjer koji
smo uradili neposredno nakon dokaza Nejman-Pirsonove leme. Primijetimo, Wy koje smo
dobili primjenom Nejman Pirsonove leme, ne zavisi od my te isti test (tj. istu kriti¢nu
oblast) dobijamo bez obzira na to koje m; > mg zadaje alternativnu hipotezu. Zbog ove
¢injenice, za na$ test kazemo da je ravnomjerno najmocniji za testiranje Ho(m = mg)

protiv Hy(m = my), my > my.

Primjer. X : N(m,0?), 02 je poznato, Hy(m > myg), Hi(m < my).

35 (ag—m)2
k=1

Bududi da je L(m, x4, ..., x,) = (2m03)"%e >, maksimum funkcije vjerodostojnosti
n n n
se dobija za ono m za koje kvadratna funkcija g(m) = > (zx—m)? = nm?—2m > x,+ > =37
k=1 k=1 k=1
ima minimum. Jednostavno se dobija m* = max{Z,, mo}, m** = T,.

L(m*,x) . i L, Tn 2mg
L(m**a X) B 7ﬁ[k§1(xkimo)27 > (wk—7n)?]

€ k 5

I
8

3
AN
S

o
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Rijesimo nejednacinu

Nasa nejednacina je ekvivalentna sa
n n
S —mo)? =Y (2 —Zn)? 2 ¢, c>08 72 —2meZ, +mé > c,c>0& (my—T,)° =>c¢,c>0
k=1 k=1

Smyg—zT,=2c,c>0&7T,<mg—c,c>0,

gdje zbog ekonomicnosti zapisa koristimo samo jednan simbol za konstantu iako je rije¢ o
razli¢itim konstantama.

o= sup P{ Xy <mp—cf = sup Pm{X”g—(f”Oﬁ < uﬁ} =
mz=mo mz=mo

sup PqX* < M= /n 5
m>=mo 0

Ocigledno, supremum se dostize za m

mg 1 nakon rjeSavanje jednacine —en
dobijamo ¢ = T2«

— = —wa
oo
vte Dakle, C = {(xl, ey Tp) P Ty <Y — —U%“}'

Potrazimo funkciju modéi testa.

_ mgy — m — Lo _
W (m) = Pm{Xn < mo—w“UO} - P{X* < v \/ﬁ} - @(M\/ﬁ—wa>,
\/ﬁ go

g0
gdje sa ® oznacavamo funkciju raspodjele slucajne promjenljive X*.

Funkcija W(m) je
neprekidna, monotono opada, tezi ka 1 kad m — —oo i tezi ka 0 kad m — oc.

U slucaju Ho(m < my), Hi(m > my) se dobija C = {(ml, T P Ty = Mo +

aowa}
Vn o f©
U sluéaju H()(m = TTLQ), Hl(m # mo) imamo m* = myo, m** = T, te je

0o

C= {(ml, ey Tp) M\/ﬁ > w%}.

Primjer. X ZU[O,Q], 0 > 0, HO(Q = 90), H1<0 7é Qo)

0* =0y, L(O*, x1,...,2,) = %, Yn < 0o, 0 =y, L(6**,2q,...,2,) = ﬁ te je
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<Z_7ol) , Yn < 907
= 1y, = o, C:{(ml,...,xn) ()" <eili yn>90},
07 Yp > 90.

L(6*,x)
L(6*,x)

Y \n
a:Pgo{<0—Z> <ciliy, > 00} = P {Y, < ek} =c; C={x: y, < Vabyili y, > 0y}

190 < 0 < Yaby, W(0) = 1.

20 W/ably < 0 < b, W(0) = a<%o>".

300 > 6y, W(0) = a(%o>" v1- (%)" —1-(1— @(%o)”.
Primjer. X : U]0,0], 0 > 0, Hy(0 € [1,2]).

Potrazimo 60*.

a) yn < 1, L(0,x) = =, 1 < 0 < 2. Maksimum se dostize za § = 1.

b) 1 <y <2, L(0,X) = 57, yn < 0 < 2 te se maksimum dostize za 0 = y,.

Dakle, 0* = max{1,y,}, a 0™ = y,.

n? n<17
LX) _ yﬁ ?< <2
Lgwx) | = SSo
0, y,>2.
C={x:y, < Yciliy, >2},a= sup P{Y, < Jciliy, >2}=c=
0e(1,2]
C={x:y, < Yailiy, >2}.
I, 0<0< Va,
W) = o V< <2,

1+& -2, 0>2

Primjer. X : N'(m, 0?) oba parametra su nepoznata, Hy(m < myg), Hi(m > mg). Metodom

maksimalne vjerodostojnosti ¢emo ocijeniti nepoznati vektor (m, o%). Zbog toga $to je funkcija
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In strogo monotono rastuca, trazenje maksimuma funkcije L(m,o?,x) ¢emo zbog jednos-

tavnije analize konvertovati u traZenje maksimuma funkcije In L(m, 02, x).

2 _

9 1nL =0 = m = T,. Zamijenimo dobijeno m u L i rjesavamo -5 InL = 0 = 0% =
gm Oo "
1 = = = = o 0 1
Ekz_:l(:z:k — T,)? = 5. Dakle 6" = (%,,5,). Potrazimo 6*. ;% InL = 0 = ¢? = ;k;(ﬂvk -
m)?. Zamijenimo upravo dobijeno 0% u L(m,o0? x), a zatim trazimo maksimum funkcije
n
In L(m, L 3 (zx — m)?,x), m < my. Maksimum se dostize u tacki min{z,, mo}. Dakle,
k=1
(fn7§31)7 Ty < my,
0* = 1w 2
(mo, = > (T —mo)?), Tn > mo.
k=1
N L Tn g myo,
LOWX) ) sy
L(6,x) B T, > myg.
> (z—mo)?
k=1
k21(2kifn)2 kz1(xkiin)2 nsa T =M \/_ 2 n 2
< s = <CcE == <ces /N> c,, 5, = 1=57.
3 (2p—m0)? S (=T tTn—mo)? n52 +n(Tn—mo)? Sn = Cay Sy n °n
=1

k

B
Il
-

Znamo da statistika Y"';mo n ima Studentovu raspodjelu sa n—1 stepena slobode. Sluca-

jnu promjenljivu koja ima t,,_; raspodjelu ¢emo oznciti sa T'.

X, X, -
{S—mom ca} — sup Pm{g—m\/m %\/b ca} -

a= sup P,
m<mo

n m<mo n

= P{T > vp_1,05-a}-
Naime, supremum se dostiZe za m = myg, a Vp_1,05—o se Cita iz tablica za Studentovu raspod-

jelu. T na kraju

Vn_1:05-aS
C = x:fn>mo+%
n
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