1 Testiranje statistickih hipoteza

Pojam statisticke hipoteze i ideju testiranja priblizimo kroz jedan primjer.

Primjer 1. U kutiji se nalazi 10 kuglica i znamo da je kutija napunjena po jednoj od dvije

strategije:
0) Sa 9 kuglica na kojima je broj 1 i jednom kuglicom na kojoj je broj 2.
1) Sa 9 kuglica na kojima je broj 2 i jednom kuglicom na kojoj je broj 1.

Dozvoljeno nam je da iz kutije izvucemo 4 kuglice po modelu sa vra¢anjem. Na osnovu
izvucenih kuglica tj. brojeva na njima, treba da se odluc¢imo za jednu od dvije hipoteze

(pretpostavke, mogucénosti):
1° Kutija je napunjena po strategiji 0 — govori¢emo o hipotezi H,.
20 Kutija je napunjena po strategiji 1 — govori¢emo o hipotezi H;.

Postupak presudivanja u korist jedne od hipoteza, tj. postupak prihvatanja jedne od
hipoteza, zvatemo testom. Ako je kutija napunjena po strategiji 0, tada je zbog velike
vjerovatnoce pojave broja 1, vjerovatnoca da se registruje mala suma brojeva, velika. Ako je
kutija napunjena po strategiji 1, tada je zbog velike vjerovatnoée pojave broja 2, vjerovatnoca
da se registruje velika suma brojeva, velika. Jasno, suma brojeva je u rasponu od 4 do 8 i
kada govorimo o maloj odnosno velikoj sumi imamo u vidu male odnosno velike vrijednosti
u odnosu na interval omeden brojevima 4 i 8. Nakon ove analize, namece se kao razuman
sljede¢i postupak odlucivanja: Ako je zbir izvucCenih brojeva > 7 prihvaticemo Hi, a H,

odbaciti. U suprotnom tj. ako je zbir izvucenih brojeva < 7 prihvati¢cemo Hy, a H; odbaciti.

Oznacimo sa X obiljezje koje predstavlja broj na izvucenoj kuglici. U slucaju kada je

vazeca strategija 0, obiljezje X ima raspodjelu

12
X, .
0 10

12
X,
10 10

Ove dvije raspodjele mozemo tretirati kao familiju raspodjela obilezja X. U uzorku (X, Xs, X3, X4)



komponente predstavljaju redom prvi, drugi, trec¢i i ¢etvrti izvuceni broj. U statistici je uo-
bicajeno da se hipoteze izrazavaju u terminima raspodjela. U nasem primjeru H, je hipoteza

da obiljezje X ima gornju, a H; donju raspodjelu.

Ako je (x1, 9,3, x4) realizovani uzorak, tada se uslov "zbir izvu¢enih brojeva je > 7"

zapisuje sa x1 + T9 + x3 + x4 = 7. Ovaj uslov generiSe oblast

C = {(x1,72,73,24) : 1 + T2+ 235 +134 =7}, C CRL

Nakon uvodenja oblasti C', pravilo odlu¢ivanja mozemo ovako formulisati: Ako realizovani
uzorak (z1,xs, x3,24) "upadne" u oblast C, tada prihvatamo Hy, a ako "upadne" u C°, tada
prihvatamo Hy. Oblast C' odreduje postupak — pravilo odlu¢ivanja tj. test. "Upadanje"
uzorka u oblast C' ne odgovara hipotezi Hy (tada imamo onu situaciju kada je zbir izvucenih
brojeva veliki tj. medu brojevima dominira 2; ostvaruje se dogadaj ¢ija je vjerovatnoca
realizacije mala ako je ta¢na hipoteza Hy). Zbog toga oblast C' nazivamo kriti¢na oblast za
Hy.

U postupku odluc¢ivanja nema izri¢itosti. Mi samo konstatujemo da na osnovu reg-
istrovanih brojeva prednost dajemo jednoj hipotezi (prihvatamo jednu hipotezu). Nar-
avno, postoji moguénost greske. Gresku pravimo kada povodeéi se za pravilom odlucivanja
odbacimo hipotezu koja je fakticki tac¢na. Preciznije, moguée je da odbacimo H, koja je
tacna i samim tim prihvatimo H; koja je neta¢na. Jasno, moguca je i situacija u kojoj Hy i

H, imaju zamijenjene uloge.

Izra¢unajmo vjerovatno¢u « da odbacimo ta¢nu hipotezu H,.

9
+4-— =0,0037.

a = Py {(X1, Xy, X3,Xy) € C} = =

10*

Izrac¢unajmo vjerovatno¢u 8 da odbacimo ta¢nu hipotezu Hj.

1 9 92
Py (X1 X X5, X)) €0 = = 4.2 6. 0523,
5 m{ (X1, Xo, X3, Xy) € C°} 104-1- 104—1-6 ot 0, 0523

Interesantno je vidjeti sta se deSava ako promijenimo test na taj nacin sto za kriticnu

oblast za Hy sada uzmemo

D = {(I1,$2.$3,$4) X1+ X9+ T3+ X4 2 8}, D C R4.



Lako se dobija a = 0,0001, 8 = 0,3439. Primijetimo, vjerovatnoca da se odbaci fakticki
tacna Hj, je znatno smanjena, ali je vjerovatnoc¢a odbacivanja fakticki tacne H; postala
enormno velika. Prakti¢no, u jednom od tri slucaja ¢emo odbaciti ta¢nu hipotezu H;. U

ovakvoj situaciji je bolje testiranje obaviti prvim postupkom.«
Motivisani prethodnim primjerom, mozemo pre¢i na izlaganje teorije.

Neka je X obilezje ¢ija funkcija raspodjele vjerovatnoca pripada familiji

N = {F(z,0), § € O}

Pretpostavka oblika Hy(0 € ©g), ©y C ©, zove se statistitka hipoteza. Malo drugadije
receno, pretpostavka se sastoji u tome da obilezje X ima raspodjelu koja pripada uzoj familiji
odredenoj parametarskim skupom 0. Ako je ©¢ jednoclani skup, tada kazemo da je hipoteza
Hy prosta. U protivhom govorimo o slozenoj hipotezi. Hipotezi Hy ¢emo suprotstaviti
hipotezu H,(0 € ©\Oy). Hipoteza H, se naziva nulta, a hipoteza H; alternativna. Postupak
odlucivanja u korist jedne hipoteze, tj. postupak prihvatanja jedne od hipoteza, na osnovu
realizovanog uzorka se naziva statistic¢ki test. Taj postupak je odreden zadavanjem kriti¢ne
oblasti C' C R™ i sprovodi se na sljedeé¢i na¢in: Ako (z1,...,x,) € C tada Hy odbacujemo u
korist Hy, a ako (zy,...,z,) € C° tada H; odbacujemo u korist Hy. Zbog upravo izlozenog se

kaze da kriticna oblast zadaje test.

Posvetimo se slucaju kada je © = {6y, 01}, Ho(0 = 6y), H1 (0 = 6,), dakle obje hipoteze su
proste. Pretpostavimo da je C' C R" kriti¢na oblast koja zadaje test.

Prilikom odlucivanja, postoji moguénost da se napravi greska.
1° Gresku prve vrste pravimo kada odbacimo faktic¢ki ta¢nu hipotezu H,.
2° Gresku druge vrste pravimo kada odbacimo fakticki ta¢nu hipotezu H;.

Vjerovatnoéa greske prve vrste se oznacava sa « i za nju, na osnovu recenog, vazi
a = Py {(X1,...,X,) € C}.

« se naziva pragom znacajnosti testa, a C se naziva kriti¢na oblast veli¢ine a.

Vjerovatnoéa greske druge vrste se oznacava sa i za nju, na osnovu recenog, vazi

=Py {(X1,...,X,) € CY}.



Prirodna je potreba da se pronade test u kome su brojevi a i 5 mali. Kod rjeSavanja ovog
zadatka poteskoce izviru iz Cinjenice da smanjivanje jednog od ova dva parametra povlaci

uvecavanje drugog. Postupamo na sljedeéi na¢in. Medu svim skupovima S C R" za koje je
P {(Xy,...X,) €S}t =a

trazimo skup C za koji je vjerovatnoca P, {(X1,...,X,) € C°} najmanja. Ako skup C
postoji nazivamo ga najbolja kriti¢na ooblast veli¢ine «, a odgovarajuéi test najbolji
test sa pragom znacajnosti . U nekim modelima postoji efektivni postupak za dobijanje
najbolje kriti¢ne oblasti. Postupak dobijanja najbolje kriti¢cne oblasti daje Nejman-Pirsonova
lema. Mi ¢éemo Nejman-Pirsonovu lemu formulisati u slu¢aju kada obiljezje ima apsolutno
neprekidnu raspodjelu. Gustinu obiljezja u sluc¢aju 8 = 6y ¢emo oznacavati sa gy, a u slucaju

0 = 0, ¢emo oznacavati sa ¢.

Definisimo jednu statistiku i jednu funkciju.

_ o L(01, X0, Xn) _ L(01,X) _ g1(X1)...91(Xn)
K(X) = K(Xy,.., X,) = L(G(l),Xi,...,Xn) - L(e(l),X) - ié(xi)...gé(xnw

X =(X1,.., Xp), x = (21, ...,x), h(c) == Py { K (X1, ..., X)) = ¢}, ¢ > 0.

Nejman Pirsonova lema. Neka za dato a € (0,1) postoji ¢ > 0 takav da je h(c) = a.
Tada postoji najbolja kriti¢na oblast veli¢ine « za testiranje Hy(6 = 6y) protiv H,(0 = 0;) i
data je sa Wy = {x: K(x) > c}.

#Primijetimo, o = h(c) = Pp{K(X) > ¢} = Py, {X € Wy}. Neka je W proizvoljna
kriti¢na oblast veli¢ine a tj. a = Py, {X € W}.

Treba da pokazemo Py, {X € W¢} > Py, {X € W(} 8to je ekvivalentno sa Py, {X € W} <
Pgl {X c Wo}

Pgl{X - W} — Pgl{X - Wo}
= [ L(by,x)dx+ [ L(br,x)dx— [ L6, x)dx— [ L(b,x)dx

WOAWS WAWo WAWo, Wenwo
<c( [ L(bg,x)dx— [ L(bg,x)dx) =c( [ L(6p,x)dx+ [ L(bp,x)dx —
WAWS Wenwh WAWS WAWo,
— [ L(Op,x)dx— [ L(by,x)dx) = c( [ L(Bp,x)dx — [ L(bp,x)dx) = c(ax — ) = 0.4
WnWy WenWy w Wo

Primjer 1.1 Obiljezje X ima N(m,03),m € {mg,m1},m; > my, 03 poznato. Naéi najbolju



kriticnu oblast veli¢ine a (najbolji test sa pragom znacajnosti ) za testiranje Ho(m = my)

protiv Hi(m = my).

no(Xp—mi)?
2

L__. k=1 295 (my—mg) & n(m2—m2)
e (mmo) $5 x,  nmfomd)
» h(c) = Py, TREP— >cp =P, e 0 k= 0 >cb=
1

-2
e k=1 203

T
2
Qﬂao

~ o2lnc mi4+m o Xp—my oplnc (m1—mo)vn
Pmo{Xn 2 (m10—mo)n+ 12 0} —Pmo{ o0 )\/ﬁ2 (mlfmo)\/ﬁ—i_ 200 }

Neka je w(c) = (mlai):::oc)\/ﬁ + (mlgzo)ﬁ, ¢ > 0. Bududi da statistika Y%Omo\/ﬁ : N(0,1) u
modelu u kome X : N(myg,0?), zaklju¢ujemo da je h(c) = P{X* > w(c)} = 1 — ®(w(c)),
gdje je ® uobifajena oznaka za funkciju raspodjele slu¢ajne promjenljive X* : N(0,1).
Funkcija w(c) je strogo monotono rastuc¢a i njen kodomen je (—oo,00). Funkcija h(c) je
strogo monotono opadajuc¢a i njen kodomen je (0, 1) te postoji jedinstveno ¢ > 0 takvo da je
h(c) = a i to ¢ je rjeSenje jednacine w(c) = z1_94. Primijetimo, nema potreba za ra¢unanjem

broja c. Dakle,

Tn — M J021—
WO = {(.Tl,...,l'n) : n—(]\/ﬁ2 2172(1} = {(ml,_._,$n> :fn 2 mo + 0~1 204}'

(o) \/ﬁ

Primijetimo, kriti¢na oblast ne zavisi od konkretne vrijednosti za m;.

U slu¢aju testiranja Ho(m = my) protiv Hy(m = my), my < mg, primjenom istog postupka

se dobija:

Tn — M _ 0071
WO = {(l‘1,...,£l?n) . H—O\/ﬁ < _Zl—Za} — {('Ila _“71:71) DTy < mo — 0~1 20(}‘

0o \/ﬁ

U slucaju n = 9, a = 0,05, my = 0, m; = 1, 02 = 1 imamo: Wy = {(z1,...,29) : Tg >
LS} = {(21,....9) : Tg > 0,55}, dok je B = P{Xy < 0,55} = P{(Xog—1)3 < —1,35} =
0, 09.

Vratimo se na op$ti slu¢aj i nadimo najmanje n takvo da je uz zadato a vjerovatnoca

greske druge vrste < (. Iz

P, {E < mo+ Uof/lr_fa} — P{X* < zlza} <8
0
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Primjer 1.2 X : £(07'),0 € {0y,0,},0 < 0, < 0y. Testirati Hy(0 = 0y) protiv Hi(0 = 6,), n je

veliko.

»Znamo, ako X : £(671) tada statistika (771 — 9) \/Tﬁ ima asimptotski A/ (0, 1).

—o7! ) X
9771 k=1 N
h(c) = P@O{leﬁ > C} = P90{X” < 0?)0—9911 In 7\L/egal}

Neka je w(c) = (9900—051 In ’efgel — 90> ‘e/—f. Uzimajuéi u obzir gore pomenutu aproksimaciju

raspodjele statistike <7n — (9(])‘9/—? : N(0,1) u modelu koji generise Hy, zaklju¢ujemo da
je h(c) = P{X* < w(c)}. Funkcija w(c) je strogo monotono opadajuéa i njen kodomen je
(—00,00). Funkcija h(c) je strogo monotono opadajuca i njen kodomen je (0,1) te postoji

jedinstveno ¢ > 0 takvo da je h(c) = i to ¢ je rjeSenje jednacine w(c) = —z1_gq.

Dakle,
Wy = {(xh ey L) <En - QO)% < _Zl—Qa}-
0

Primijetimo, Wy ne zavisi od 6. I na kraju, kad je n = 100, « = 0,05, 6, = 1, §; = 2
dobijamo Wy = {(x1, ..., z100) : Taoo < 0,835}, B = P» {X100 > 0,835} = P{X* > (0,835 —

2)15} = P{X* > 2,520} = 0,0059. «

wl

Najbolja kriti¢na oblast iz formulacije Nejman-Pirsonove leme se moze zapisati i u ekvi-

valentnom obliku Wy = {X : égg?ig < c}. Oblik kriti¢ne oblasti Wy je oc¢ekivan (razuman,

saglasan sa intuicijom). Ovu konstataciju objasnimo na neformalnom nivou. Prisjetimo se

da funkcija vjerodostojnosti u zavisnosti od parametra 6 daje informaciju o izgledima da

realizovani uzorak "upadne" u proizvoljnu malu oblasti iz R™. Stoga su u kriti¢noj oblasti W)

vrijednosti L(6y, x1, ..., x,) male, a L(0y, x4, ..., x,) velike. Odatle slijedi da je koli¢nik %

LR . . L(6 o . . .
mali, $to se prevodi na nejednakost % < c. Izlozena analiza je motiv za
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