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Uvodne napomene o predmetu

e Fond ¢&asova 3+1.

@ Domad¢i 10 bodova

@ | kolokvijum (teorija) 25 bodova (oko VIII, IX nedelje nastave).

@ |l kolokvijum (projekat-programiranje) 25 bodova (oko Xl nedelje
nastave).

@ Zavr¥ni ispit (teorija) nosi 40 bodova.

@ Aksiome znanja: ako neSta znam onda je to ta¢no; ako ne$ta znam
onda znam da to znam; ako neSta ne znam onda znam da to ne znam.

@ Prelazna ocjena se dobija za 50 ili vise bodova.

o Literatura: Skenirana sveska na sajtu (ne obuhvata &itavo gradivo) i
dodatni materijali (na engleskom).

@ Napomena. Slajdovi nisu za uéenje. Na njima je napisano samo
ono 3to je teZe objasniti rije¢ima (formule, slike,. . .).
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Mehanic¢ki opis TM

A={a1,...,at} # 0 -azbuka; ag = O -prazan simbol
/ - glava masine (oznaava radno polje)

r,l,o (ili +1,—1,0) -pomjeranja

Operacioni uredaj  Q = {qo,-..,qs} # 0 -skup stanja
qo € Q - poletno stanje

P - program;

(g,a,q',a, m) - komanda programa, m € {r,/, 0}

1 € Q - zavrino stanje
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Matemati¢ki model TM

M = (A, Q, qo, P)

A={a1,...,a:} # () -azbuka;

Q =1{qo,...,qs} # 0 -skup stanja

qo € Q - poletno stanje

PC (Q x (AU {D})> x ((Qu (1)) x (AU {O}) x M) _ program
M=A{r,l,0}; OZ&A L&Q

e ((g,a),(d,d,m)eP < (q,a,¢,a,m)eP

@ Nedeterministi¢ka Tjuringova masina - NDTM; P je relacija

@ Deterministi¢ka Tjuringova masina - DTM; P je funkcija
P (@x(AU{On) = ((QU{LH) x (AU{D}) x M)

e Dom(P) C Q@ x (Au{O}); Ako (g,a) ¢ Dom(P) onda prosirimo
P(q,a) = (ql’av 0), q¢Qivbe AU {ao} P(ql7 b) = (ql7 b, r).
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Opis rad TM

X=2X0...Xp—1 €A, A e A,
x| = n. weA&kacA=wae A
qo
o[l T[]
-1 0 1 nl n

@ Dokle smo stigli: sadrzaj trake, pozicija glave, stanje. Konfiguracija
o Jedan Korak masine
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|zra¢unavanje TM

e Konfiguracija: zapis oblika C = $w(q, a)w'$, gdje su w,w’ € A

o Co =9%(qo,x0)x1...xn—19% - polazna konfiguracija, odgovara ulazu
X =X0.. Xp_1

@ (' dobijamo iz C primjenom neke komande iz P
uoznaci C = C'ili C 2 €’ ako ...
Pr. 1°) C = $wb(q,a)w'$; (q,a,q4'.d,1) € P; C'=3%w(q, b)aw'$

2°) C =9%(q,a)'$; (g,a,¢9',d,1) e P; C' =9%(q',0)a'w'$

@ Izratunavanje koje odgovara ulazu (na ulazu) x: € = GGG . .
Co-polazna koja odgovara x, a C; = Cjy1 ili Ciy1 = C;.

o C =S%w(L,a)w'$ - zavréna konfiguracija; Zapisuje se i C = $waw’'$

@ ¢ - prihvatljivo ako (3m)C,, - zavrna konfiguracija

e Def. Ulaz x = xp...x,-1 € A’ je prihvatljiv TM 9t = (A, Q, o, P)
ako postoji izracunavanje € TM 901 koje odgovara ulazu x i koje je
prihvatljivo.
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/ \ e prihvatljivo izratunavanje
/J\ /\ e ostala izraunavanja

e € nije prihvatljivo ako: 1°) TM vje€no radi ili 2°) dode u ¢orsokak
(tj. C =9%w(g,a)w'$ a komanda oblika (q, a,-,-,) € P).

o Loy ={we A : w je prihvatljiv TM 90t} - jezik TM 9.

@ Glavni zadatak: Zaw e A ijezik LC A dalijew e L?

Ovo je pitanje prepoznadnja jezika. Odgovor je "DA" ili "NE".

@ Ako postoji izracunavanje € = GGG, ... TM 91 koje odgovara
ulazu x i kod koga je za neko m > 1, Cpy = $w(L, y0)y1 ... v,
zavr¥na konfiguracija onda kaZemo da TM 90t ulaz x transformise u
izlaz y = yoy1 ...y, i oznatavamo sa fyp(x) = y.

o M DTM onda fyy -funkcija.
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SloZenost

@ Vremenska sloZenost (v.s.)-br. koraka do zavr¥ne konfiguracije.

o t(M,x) =min{m : 3G ...Cp ..., Cy-zavrdna konf.} v.s. M na x.

o T(M, n) =max{t(M,x) : x € Loy, |x| = n} v.s. TM 9 na ulazu
veliine n - najgori sluaj.

o To(M,n)= > p(x) - t(Mt, x)  -v.s. prosjeni (olekivani)

x:xE€Lgy,|x|=n
slu¢aj; p(x) - vjerovatnoéa da se na ulazu pojavi x.

Prostorna sloZenost (p.s.)-br. simbola najduZe konfiguracije.
DuZina (p.s.) konf. C =9$b; ... bk_1(q, bk)bks1...b/$ je s(C) =r.
Za prihvatljivo € = oG Gy ... p.s. s(M, €) = max{s(C;) : i € N}.
s(M, x) = min{s(M, €) : €-izratunavanje koje prihvata x}.

SN, n) = max{s(M, x) : x € Lop, |x| = n} p.s. TM M na ulazu
veli¢ine n - najgori slu&aj. Sli¢no S,(9M, n) -prosjedni sludaj.
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@ Primjer. (vremensko prostorni dijagram ©) 9 = (A, Q, q,P),
A={0,1}, @={q,p}, P={(9.0,9,0,r); (q.1,9,1,r);
(¢,0,p,0,1); (p,0,L,1,0); (p,1,p,0,0); (p,00, L,1,0)}.

Za ulaz x = 1011 dobijamo niz konf. (tj. vremensko prostorni diag.)

$ O (q,1) O 1 1 O
$ 0 1 (g0 1 1 m
$ O 1 0 (¢1) 1 O §
$ 0 1 0 1 (¢,1) O 9§
$ O 1 0 1 1 (¢,0) $
$ O 1 0 1 (p1) O §
$ O 1 0 (p1) 0 O $
$ 0 1 (p0) O 0 0o s
$ 0 1 (L) o o O $

Vidimo v.s. je 9 a p.s. je 6.
o Sta prethodni program ratuna?
1101100111111
+ 1
1101101000000
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Klase sloZenosti P i NP

o P={L : (3DTM M)(Id € N)L = Lyy i T(M,n) < d-n}
o NP ={L : I(INDTM M)(Id € N)L = Lyy i T(M,n) < d-n}
o Umjesto T(9M, n) < d - n? mozemo pisati T(M, n) < p(n), gdje je
p(+) polinom ili T(M, n) < c-n9 gdje je c € RY.
@ Svaka DTM je NDTM pa je P C NP.
@ NajvaZnije pitanje teorijskog ralunarstva:
Da li je P = NP?
@ Def. Redi¢emo da je jezik L C  polinomijalno svodljiv na jezik
Ly € Q1, uoznaci L < Ly, ako postoji DTM 9t i postoji polinom p(-)
tako vazi:
1°) T(OM, n) < p(n) i
2°) svaki ulaz x € Q masina 9 transformi¥e u y € Q1 na takav na&in
da je
xel & xel;.
o Def. NP—tezak (krate NPH). NPH = {L : (VZ € NP) [« L}.
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o Def. NP—kompletan (krace NPC). NPC = NP N NPH.

NPH NPH NPH

@ =

Na slikama obijeni dio prikazuje klasu NPC

@ Koja od 3 slike je ispravna?
o Jezik (problem, zadatak) SAT

o x; - promenljive, X; - njihove negacije, x° = { ~ ako je 0 =1
PP Jve, Xi=nl gJ’_Y,akoje(S:O
5i . 5
o Klauzula D; = {x,* : k € Kj} oznatava \/ x;*.
keK;

m
e Formula ®(xi,...,xp,) ={D; : 1 <j < m} oznatava A D;

j=1
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e Formula je u KNF i mozemo joj pridruziti f-ju f : {0,1}" — {0,1}.

o Ako je (V(az,...,an) € {0,1}") ®(ay,...,an) =1 formula je
tautologija.

o Ako (I(az,...,an) € {0,1}") ®(au, ..., ay) = 1 formula je
zadovoljiva.

@ Primjer. ®(xq,x2,x3) = (x1 VX2 VX3) Axa A (X1V x2 V X3) nije
tautologija (zbog (0,0,0)) a jeste zadovoljiva (zbog (0,1,0)).
D(x1,x2,x3) = (x1 VX2 VX3) Ax2 A (X1 VX2V X3)A X3 nije zadovoljiva.

o SAT = {® € KNF : ®-zadovoljiva}.

o Pitanje: Da li je & € SAT? Ovo je pitanje poznato kao SAT problem
tj. problem zadovoljivosti Bulovih formula. Ovo je u stvari
prepoznavanje jezika SAT. Odgovori su: "DA" ili "NE".

o Teorema. (Kuk-Levinova) Problem SAT je NP-kompletan.

(Kratko: SATe NPC)
@ VaZna. Stalno pitam na kolokvijumu. Znati da NPC # ).
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@ Komentar o NP.
e prihvatljivo izralunavanje

e ostala izralunavanja

sertifikat ‘ ulaz

*% NDTM=DTM-+nedeterministi¢tka komanda

e Dokaz. (Kukove teoreme) Da bi dokazali SATe NPC treba da
dokaZemo dvije stvari:
) SAT € NP.
Il) SAT je NP—tezak (tj. SAT € NPH).

I) SAT € NP
i
P(xt,....xn) ={D; : 1<j<m}, Di={x"* : keK}
a) Nedeterministi¢k (Ndt.) pogadamo rjeSenje. Ndt. izaberemo 0 ili 1
zaxy, pa0Oililzaxp, -+, 0ili 1 za x,. Komande za Ndt. izaber x;:
(p1,0,p2,0,1); (p1,0, p2,1,/) vode ka razli¢itim izra&unavanjima.
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b) Provjeravamo da li Ndt. izabrani niz 0 i 1 zadovoljava ®. Gledamo

redom vrijednosti od D;. Ako su sve = 1 onda ® € SAT, ako naidemo

na vrijednost D; = 0 vratamo ® ¢ SAT. Vrijednost za D; odredujemo
. C e . 5

sli¢no gledajuéi vrijednosti za xl.kk.

Opisali smo polinomijalni algoritam tj. TM, pa je SAT € NP.

II) SAT je NP—teZak
Neka je L € NP proizvoljan jezik. DokaZimo da je L<1 SAT.
L € NP < 3(NDTM 9)(3d € N)L = Logp i T(OM, n) < n9
Za ulaz x, |x| = n (n dovoljno veliki broj) vazi:
xeELexelyi TON|x)<n?de3IC=Copenny Crags- -
izratunavanje koje odgovara x i C,4_; zavrSna konf. &
FD(M, n) = G, ..., C,a_1 vrem. prostorni diag. dimenzija n
< 1hp € SAT.
Na osnovu D (9, n) konstruidemo 1p. Tanije na osnovu M i nc.
To ostvarujemo u 4 koraka tj. 1o = W1 A Y2 A3 Ay,

d d

X n
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D(IM, n9) :

G ’ ‘ ‘ ‘
e bk e C,.
a | P
Qi j.k
Cora | | (La) — a
nd

A=AUQxA ={by,...,b}, | = const-jer ne zavisi od ulaza.
Qi jk - uzima vrijednost tatno ako je u konfiguraciji C; na polju j
upisan simbol by € A; 0<i,j<n? 1<k<I.
@ 1 - u svakoj konfiguraciji na svakom polju se nalazi tagno jedan
simbol iz A.
@ 1, - Prelaz sa jedne na sledeu konfiguraciju je u skladu sa programom.
© 3 - ( je polazna konfiguracija koja odgovara ulazu.
@ 4 - Cha_; je zavrina konfiguracija (tj. svi simboli iz A").
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Formula 11

qijiVqij2V---Vagij - upisan bar jedan

“Gijk vV qijk - nisu upisan dva simbola by, by,
n?—1 n9-1 -1

Y1 = /\ /\ [(qi,j,l\/qi,jgv'"\/qu,/)A</\ /\ (_‘qu,kV_‘QiJ,s))]
i=0 j=0 k=1s=k+1

Otigledno:  [¢1] = O(n??);  slozenost O(n?9)

Y1 je u KNF.
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Formula 1,

@ Pri prelazu sa jedne konfiguracije na drugu moZe doéi do promjene
samo sadrZaja radnog polja, a glava masine se moZe pomjeriti na

susjedna polja. Ostala polja ostaju ista.

@ Drugim rje¢ima pri zapisu nove konfiguracije sadrzaj polja j moZe da

zavisi od sadrzaja polja j — 1, j i j + 1 u prethodnoj konfiguraciji.

D(IM, n9) : ) o
J—1jj+1
G ‘bkl‘bkz‘blg‘
Ci ‘bkz;‘

o Interesuju nas Cetvorke (b, , by,, bk3, by,) € A tj. Cetvorke
(ki, ko, k3, ks) indeksa. Ima ih |A%| = t* = const.

e (1,0,1 1) -nije dozvoljena, (1,0, 1,0) -jeste dozvoljena;
((g,1),0,1,(p,0)) - jeste dozvoljena ako komanda oblika
(gq,1 p,x r) € P, x € A u suprotnom nije dozvoljena.
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NR = {(k17 k2) k37 k4) : (bk17 bk27 bk37 bk4)_nije regularna, 1 < ki < I}

° Gij—1,k Y Qi ke YV Qi 41,k VY TGid1 ke
[*]
nd—1 n9—-1
Y2 = /\ /\ [ /\ (7Gij—1,k V7 Gi ko Vi 1,k V TG 1, k)
i=0 j=0 (kl,kz,k3,k4)€NR

Otigledno:  [1ha| = O(n??);  slozenost O(n?9)

¥ je u KNF.
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Formula 13
@ X = Xgx1 ***Xp_1 -ulaz

° Co
Co

$(qo, x0)x1 - - - xp—1% - polazna konfiguracija ili

$bk0bk1 e bk,,_1$v gdje je bko = (qo,Xo), v

n—1 nd—1
P3 = < /\ qOJ,kj) A ( /\ CIO,j,kC’); bye = ag
j=0 j=n
o Otigledno: |3] = O(n?);  slozenost O(n9)

o 13 je u KNF.
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Formula /4

@ Zavrina konfiguracija sadrzi samo simbole iz A" = {ag, a1, ..., at} tj.
Cpo_1 = Sbiobry -~ by, $, gdje je by € A

o Neka je A’ ={ap,a1,...,at} ={b1,..., b1}

Gnd—1,1V Gnd—1j2V "V dud_1¢41 - Upisan bar jedan simbol iz A’

nf—1 , t+1
Vg = /\ < \/ qnle,k>
j=0 " k=1

o Otigledno: |th4] = O(n?);  slozenost O(n9)
@ 4 je u KNF.
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° Yo =1 A2 N3 Aty
o |Yp| = O(n??); slozenost O(n9)
@ Treba dokazati da je

x €L & Yp e SAT.

Dokaz, slijedi iz ranije izloZzenog.

o Komentar dokaza. 1pn € SAT onda postoji valuacija promjenljivih
qi j,k koja zadovoljava 1. Na osnovu te valuacije konstruisemo
vremensko prostorni dijagram tako 3to ako je g;j «x tatno onda u
konfiguraciji C; u polje j upisemo simbol b,. Formula t); nam
garantuje da ¢e u svako polje biti upisan taéno jedan simbol i sl.
Obrnuto ako je x € L postoji vremensko prostorni diagram...
Ako je u konfiguraciji C; u polje j upiSan simbol by onda promenljivoj
qi j,k dodjelimo vrijednost tatno inace dodjelimo joj vrijednost
netacno.
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Odnos jezika sa " podjezikom”

(]
L € NP
Ly € NPC ; = LeNPC.
L C L
L € NCP
L € NP # L e NPC.
Ly € L

o Zaklju€ak. Ako neko jezik sadrzi teZzak dio onda je Citav jezik teZak.
Obrnuto ne vaZi tj. teZak jezik moZe sadrzati dijelove koji nisu teski.

SAT, = {1 € SAT :(x1,...,xn)};

SATn,i = {w € SAT, i = (0417 <o 7an)(2) [ w(ala ce ,Oé,-,) = 1}
Otigledno SAT, ; € P dok SAT= U, ; SAT, ;.
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3SAT
5

o 3KNF = {y) € KNF : ¢y = AD;, D= x V x,2 v x2
Svaka klauzula D; ima ta¢no 3 literala.
3SAT = 3KNF N SAT tj.

3SAT = { € SAT =)= ADj, Dy = x" V2 v x.2
@ Teorema. 3SAT € NPC tj. problem 3SAT je NP—kompletan.

e Dokaz. 1°) 3SAT C SAT = 3SAT € NP
2°) DokaZimo da je 3SAT NP—tezak.

NP

@ Dovoljno je dokazati SAT <1 35AT.
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e ® € KNF transformisemo u ¢’ € 3KNF.
m
(] q)(Xl,...,X,,) = /\ DJ'
j=1
@ Induktivno formiramo ®;, i =0,1,...,.m; &' =,
ki
o Ideja (i-tog koraka): D; zamjenimo sa ¢; = A D; € 3KNF.
j=1

o &y = b; ako d;_ 1—/\¢J/\/\D onda ®; —/\¢J/\ /\ D;
Jj=1 J=i J=1 j=i+l

e Otigledno: ¢; € 3BKNF = &' =, € 3KNF.
@ Treba dokazati: ®;_1 € SAT < o; € SAT.
° Primjer D—x1 \/x \/x \/X

= ( V X \/y) (y\/ \/x *) € 3KNF

Ako je npr. x2 =1 onda biramo y = 0. Ako ij = 0 za svako j onda
p=yANy=0.
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Neka smo formirali ®;_; formirajmo &;.

; o;
D; = (x,-ll V---\/x,-kk)

k=3: ¢i=D,'
k> 3:

(5,’ (5,’ _ (5,‘ _ 6i<
¢ = (G VX2 V) AV X V) A A (Vi V xijJ Vyj-1)

_ &, . 0i, o;
Ao AN (Trea VX, TV yk-3) A (Vies VXV x5)
d;_1 € SAT & &; € SAT

(=):
®;_1 € SAT = (3(()(1, ey Oz,,) € {0, 1}")(]),'_1(041, ey Oz,,) =1

5.
Specijalno Dj(ay,...,ap) =1 pa (Elj)xl.jf =
Biramo: yy =1zal<t<j—1liy;=0zaj—1<t<k-3.
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Za izabrane vrijednosti: ¢; =1 pai ®; =1tj. ; € SAT.

(<):

®; € SAT = (o, ..., an, b1, ..., Bk3) € {0,1}"TK73)

¢,’(Oé]_, cee ,O‘n,ﬁla e 7/61(—3) =1

Tada ®;_1(a1,...,an) = 1. Zaista ako Dj(aq,...,a,) =0 onda
di; . . .

x,-j’ =0zal<j< k. Pazbog ¢; =1 mora biti y; = 1. Ako je

. L dj;
yj_gzlondajelyj_lzl(JerJe(yj_2\/x,.jJ\/yj_1):1j.

d; d; .
Na kraju zbog yx—3 = 1 dobijamo (¥4_3 V x,“* V x;*) = 0. Sto je
nemoguce.
Dakle, D; =1 i ®;_; € SAT.

d; d; — d; J;
0o k=2: ¢;= (Xill VX, Vy)A (yvxl.ll \/Xizz)

T 5 _ 5 S
¢;:(Xi11\/y\/z)/\(xl-ll\/y\/z)/\(xl-ll\/y\/z)/\(xl-ll\/y\/z).
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Bojenje grafa

@ Neka je dat graf G = (V, E). Par (G, f), gdje je f preslikavanje
f : V — N, nazivamo bojenje &vorova grafa G. Bojenje je pravilno
ako je (V(u,v) € E) f(u) # f(v). KaZemo da bojenje koristi k boja
ako je |f(V)| < k.

@ Ako bojenje (G, f) koristi k boja onda postoji bojenje (G, ') takvo
daje |[f'(V)| C{1,....k} tj. f': V= {1,... k}.

e KaZemo da se graf (¢vorovi grafa) G moze obojiti sa k boja ako
postoji pravilno bojenje (G, ) &vorova grafa G koje koristi k boja.

o Ly ={(G, k) : graf G se moZe obojiti sa k boja}

@ Zadatak k obojivosti grafa: Dat je graf G i k € N da li je
(G, k) S ng.

e Teorema. Zadatak k obojivosti grafa je NP—kompletan (tj. pripada
klasi NPC).

[ngGNPCJ
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o Dokaz. 1°) (Lpg € NP :) ke N; G =(V,E), V= {vi,...,vs}.
Algoritam: Nedeterministitki izaberemo boju iz skupa {1,..., k} za
v1, zatim za vy, ... Na kraju nedeterministi¢ki izaberemo boju za v,.
Za svaku granu (v, u) € E provjerimo da li je f(v) # f(u). Ako jeste
odgovor je "DA" u suprotnom odgovor je "NE".
2°) (Lpg € NPH :) Dovoljno je dokazati 3SAT < Lp,.

m é; P Op .. P
¢(X1""’X") - '/7\1 Di, Di = lejl \/X_i2j2 \/Xj;a tj. Di = { .11 ’ 12 ’ .I3J3
Na osnovu ® € 3KNF formiramo G = (V,E) i ke N
VoiXtyeo oy Xn X1ye-5Xns Yiseeos¥Ym Di,..., Dm.

E (Vi) (i xi)i (Vi J) (i) (Vi #J) (s yp)s (Vi#J) (X, )

(¥x & Di) (7, Dy);
k: k=n+1 Pretpostavka n > 4.

Slozenost:  (dominira formiranje grana)  O(n? + n - m)
Pitanje (G, k) € Lgp?
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Koristimo n boja T3,..., T, za ta¢no i boju F za neta¢no.
Treba nam n razli¢itih boja da obojimo &vorove y;.

¢ = (D(XlaX27X37X4)

X3 X3
X4 X2
X4 Y2 ya X2
y3
-
X1 X1
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Primjer.

¢ = ¢(X1,X2,X3,X4)
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Koristimo n boja Ti,..., T, za ta¢no i boju F za netacno.
Treba nam n razli¢itih boja da obojimo &vorove y;.

yi — Ti (tj. y; bojimo sa T;)

Ne moze x; — T; ilix; — Tjza i #j

Ako x; — T; smatramo ga taénim, tada X; — F i smatramo ga
neta¢nim. MozZe bitii x; — F, X; — T;.
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Primjer.

¢ = ¢(X1,X2,X3,X4) = (X1 V X2 V X4) VAN (X2 V X3V Y4)
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Primjer.

b= ¢(X1,X2,X3,X4) = (Xl V Xo V X4) VAN (X2 V X3V 74)

X1 X1
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Primjer.

¢ = ¢(X1,X2,X3,X4) = (Xl V X2 V X4) VAN (X2 V X3V Y4)




Primjer. & = ®(x1,x2,x3,x3) = (x1 VX2 Vxa) A (x2 VX3V Xa)




Koristimo n boja Ti,..., T, za ta¢no i boju F za netacno.

Treba nam n razli¢itih boja da obojimo &vorove y;

yi — T;i (tj. y; bojimo sa T;)

Ne moZe x; — T, ilix; = Tjza i #j

Ako x; — T; smatramo ga taénim, tada X; — F i smatramo ga
neta¢nim. MozZe biti i x; — F, x; — T;.

o Klauzula D; moze dobiti samo boju kojom je obojen neki od literala
x € D;. Dok D; ne mo¥e dobiti boju F, zbog n > 4 (spojen sa ; i
sa X; za neko j).

o Dokazimo ® € 3SAT & (G, k) € Lg

o (=) : Pretpostavljamo ® € 3SAT i za x; = «; € {0,1} vazi & = 1.
Tada, y; = Ti; xp = T;ix; = F ako jeaj =1dok x; = Fix; = T;
ako je a; = 0; Iz ® € 3SAT = (3j)x € D; i o =1 pa je tvor x’
obojen sa T;. D; — T;. Ovako bojenje je pravilno tj. (G, k) € Lgp
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@ (<) : Boju kojom je obojen y; nazovimo T; a (n+ 1)-vu boju koju ne
koristimo za bojenje &vorova y; nazovimo F. lzaberimo «; € {0, 1}
.. al_:{ 0 , akoxi — F

1 , akox;i— T;
D; nije obojeno bojom F jer ima samo 3 literala sa kojima nije spojen
a postoje bar 4 promenljive. Tj. postoji promjenljiva (&vor) tako da je
D; spojen i sa njom i sa njenom negacijom
Znati D; obojen sa T; pa (Ej)xfj €Di x;;f obojen sa Tj tj. a;.;f =1i
Di(cu,...,ap) = 1. Otuda je i ®(a1,...,ap) = 1.

e Formula (iz primjera)

O =d(xy,x,x3,x2) = (x1 VX2V xa) A (x2 VX3V Xa)

je zadovoljiva. Npr. xy =1,x =0,x3 =0,x4 = 1.
Bojenje koje odgovara ovoj valuaciji je prikazano na slici. Koristimo
boje: Ty, T, T3, T4, F.

Milenko Mosurovi¢ (Univerzitet Crne Gore) Teorija sloZenosti algoritama studijska godina 2020/21. 38 /62



x1=1,%0=0x3=0,xq=1 Ty, Tp, 75, Ty, F




Bojenje grana grafa

e G=(V,E);
Bojimo grane, tako da su susjedne grane obojene razli¢itom bojom.

o
o g: E—{l....k}i(V(uv),(v,w) € E)g(u,v) # g(v,w)
@ Stepen &vora i stepen grafa

Stepen &vora je 5.
Da obojimo grane treba nam 5 boja.

Teorema. Ako je stepen grafa m onda se grane grafa mogu pravilno
obojiti sa (m+ 1) bojom.

@ Zadatak. Da li se grane grafa mogu pravilno obojiti sa k boja?
Zadatak je NPC.

Jedini "tezak” slucaj je k = m. Jer za k < m odgovor je "NE", a za
k > m+ 1 odgovor je "DA".
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Jos dva NPC zadatka

o Neka je dat graf G = (V, E).

@ Za podgraf G’ = (V' E') grafa G (tj. V C VIiE' CENV' x V') za
koji vazi E' = V' x Vi V/ = k kazemo da je k-klika grafa G.
Drugim rje¢ima k-klika je potpun podgraf sa k &vorova.

e Zadatak (o k-kliki). Za dati graf G i broj k da li postoji k-klika grafa

G.
o Teorema. Zadatak o k klici je NP—kompletan.
e Niz &vorova x1,x2, ..., Xk za koji je (xj, xi+1) € E nazivamo put u

grafu G. Poletak puta je u &voru xj a kraj u &voru xi. Ako se poletak
i kraj puta poklapaju (tj. x1 = xx) onda kaZemo da je put zatvoren.

@ Put se naziva Hamiltonov ako sadrZi svaki ¢vor grafa ta¢no jednom.
Zatvoreni put kod koga kad izostavimo poslednji ¢vor dobijamo
Hamiltonov put naziva se zatvoren Hamiltonov put.

e Zadatak (o trgovatkom putniku-Hamiltonovom putu). Da li u datom
grafu G postoji Hamiltonov put?

o Teorema. Zadatak o trgovatkom putniku je NP—kompletan.
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Jo$ o klasama sloZenosti

NP
NPC

Ako za jedan NPC zadatak imamo
polinomijalni algoritam. Onda svaki NP
zadatak ima polinomijalni algoritam.

\

AY
“4da,ne

ot: NN, DTIME(t()) =
{L : (3DTM M)(3c e RT)L = Loy i T(M, n) < c-t(n)}
o P =,y DTIME(n®)
o Slicno: NTIME((")), NP
o L € NP ako

(3DTM 9:)(3 p(-), q(+)-polinomi) tako da vaZi:
xel «  (FueA)|uf <p(x]), (x,u) € Lon, T(M, [x]) < q(|x])

o ExpTime = J,oy DTIME(2™)  oznake: EXP, EXPTIME,. ..
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o Sli¢no: NExpTime; DExpTime ili 2ExpTime, 22" 3ExpTime,. ..
e s : N— N, SPACE(s(})) =
{L : (3DTM M)(3c € RY)L = Loy i S(M,n) < c-s(n)}
® PSPACE = |J.cn SPACE(n®)
e PSPACE = {L : (3DTM 9M)(3p-pol.)L = Loy i S(M, n) < p(n)}

@ Sli¢no: NSPACE(s(-)), NPSPACE, ExpSpace, NExpSpace,
2ExpSpace, ...

e P C NP C PSPACE C NPSPACE C ExpTime

ExpTime C NExpTime C ExpSpace C NExpSpace C 2ExpTime - - -
@ Zna se: P # ExpTime i PSPACE = NPSPACE
e Teorema.(Savitch) PSPACE = NPSPACE.

Preciznije: NSPACE(f(n)) C DSPACE(f2(n)) za f € Q(log n).

@ Znadi da nedeterminizam ne utie na prostor.
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@ Ako je C-klasa sloZenosti onda moZemo definisati i klase:
coC={L : LceC};, L=A\L
C—tezak,
C—kompletan.

@ SAT¢-je skup formula koje nisu zadovoljive (tj. &ije su negacije
tautologije)

@ SATC € coNP; 1) € SAT & Jag3an -+ Jap YP(a1,...,ap) =1
—p € SATC & VagVay - - -Va, Y(ag,...,ap) =1

@ QBF : W =0QixqQx2 - Qnxnt(x1,...,xn), Q € {V,3}.

e TQBF istinite QBF (kvantifikovane Bulove formule) tj.
TRBF ={V € QBF : Vv =1}

e Teorema. Jezik TQBF je PSPACE-kompletan.
@ coNP C PSPACE, vjeruje se NP # coNP
@ Zadatak. Dokazati P C NP N coNP.
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@ Ako je C-deterministi¢ka klasa sloZenosti onda je coC = C

@ Znadi da determinizam ne uti¢e na co klasu.

e Teorema. Ako je P # NP onda postoji jezik L € NP\ P takav da
L& NPC.

o Neka je dat jezik O (orakl-oracle). TM sa &arobnjakom O je masina
koja u jednom koraku moZe da nam odgovori da li rije¢ na traci
(obiZno je ona na posebnoj traci) pripada jeziku O.

o Pitanje da li je w, € O postavljamo kad se nademo u nekom
posebnom stanju npr. q,p;: a odgovor dobijamo tako Sto masina
prelazi u neko stanje g koje je u skupu DA odnosno NE stanja.

e Klasa C9 je u stari klasa C sa ¢arobnjakom O. Odnosno zadaci se
rjeSavaju na TM sa €arobnjakom O i imaju istu sloZenost kao zadaci
u klasi C.

@ Primjer. PO je skup jezika koji mogu biti rijefeni na DTM sa
tarobnjakom O za polinomijalno vrijeme.

o Zadatak. Ako je L € P dokazati da je PL = P.
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Problem poplo¢avanja

@ B -skup boja
@ Ploca - kvadrat 1 x 1 ne dopusta simetrije i rotacije
t
/ r
b
e Matematiki: t = (/, b,r, t) € B* je plota.
e 7 C B* skup (tipova) plota.
@ Opsti problem poplotavanja: 7, D CZ x Z.
°

N k
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e Matemati¢ki: f : D — 7, f=(f,f,fr, 1)
o f(n,m)=fi(n+1,m); fi(n,m)=fp(n,m+1)

--1--f(n,m) fed

l’\~_._—(n,m) r\~_._—(n,m)

@ Domino problem: HC 7 x7V C7XxT1

°

|

. (ti, ) € H : Primjer:

3 |

T (t,t5) eV 1 (t,t2), (1, t5) €H

1 2
L (ta, ) € H, (ta,t3) ¢ H
|
|
|
|
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Tri problema poplo¢avanja

(1) n x n poploavanje: Dat je broj n i skup plo¢a 7. Neka je K, kvadrat
dimenzija n x n &ije su ivice obojene bijelom bojom. Da li se kvadrat
K, moZe pravilno poplo&ati sa plotama iz 77

« Kp={(i,j) : 0<i,j < n} -kvadrat dimenzijanxn. f:K,— 77
« L ={(7,n) : (3f)f : K, — 7 pravilno bojenje}

(2) n poplotavanje koridora: Dat je broj n i skup plo¢a 7. Da li postoji
broj m tako da se pravougaonik P]" dimenzija n x m &ie su ivice
obojene bijelom bojom moZe pravilno poplo&ati sa plo¢ama iz 77

« Lp ={(r,n) : (3m € N)(3f)f : P]" — 7 pravilno bojenje}

(3) n x n naizmeni€no poplotavanje(poplotavanje sa dva igrata): Dat je
broj n i skup plo¢a 7. Neka je K, kvadrat dimenzija n X n &ije su ivice
obojene bijelom bojom. Dva igraa A(lisa) i B(ob) naizmeni&no biraju
plo¢u i pravilno postavljaju na sledece polje. Igrat A se trudi da
poploéa K, a igrat¢ B Zeli da ga sprije¢i u tome. Da li A popeduje
(tj. poplota K,) pod uslovom da A i B imaju najbolje strategije?
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Teorema. (o sloZenosti problema poploavanja)
Neka je n € Ni 7 skup plo¢a (|7| linearno ograni&en sa n).
a) Ako je n zadato unarno. Tada,
@ Problem n x n poplotavanja je NP-kompletan (tj. Lx € NPC).
© Problem n poploéavanja koridora je PSPACE-kompletan.
© Problem n x n naizmeni¢nog poplo¢avanja je ExpTime-kompletan.
b) Ako je n zadato binarno. Tada,
© Problem n x n poplo¢avanja je NExp Time-kompletan.
@ Problem n poplotavanja koridora je ExpSpace-kompletan.
© Problem n x n naizmeni&nog poplotavanja je 2Exp Time-kompletan.

@ Postoje i drugi problemi poplo¢avanja. Navedeni problemi su odludivi,
a postoje problemi poploéavanja koji su neodludivi.
@ Unarni zapis 10000 je sa 11---1, a binarni 1111101000.
—
1000
e Unarni zapis broje n ima O(n) cifara a binarni O(log n) cifara.
@ Za ulaz velitine k = log n i broj koraka f(n) dobijamo sloZenost

g(k) = f(2%). Npr. za f(n) = n? dobijamo g(k) = (2k)? = 22k,
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Dokaz. (Teoreme o sloZenosti problema poplotavanja)
Dokaza¢emo samo a) 1. tj. Lx € NPC kad je n zadato unarno.
Treba dokazati: 1°) Lx € NP i2°) Lx € NPH.

1°) Lg € NP
Algoritam. Ulaz: 7- skup plo&a, i broj n (veli¢ina ulaza).
Izlaz: DA/NE.

Metod: I-korak. Ponavljaj dok ne poplo¢a$ sva polja kvadrata:
nedeterministi¢ki izaberei jednu plo€u i stavi je na sledece polje
kvadrata.

ll-korak. Pregledaj sve ivice postavljenih plo¢a (jednu po jednu) i
provjeri da li ima istu boju kao ivica njoj susjedne plo¢e. Ako se sve
boje slaZu odgovori DA, inae odgovori NE.

SloZenost. |-korak. Nederministi¢ki izbor plote kosta nas O(n). Treba
poplotati n? polja pa je slozenost O(n3).  ll-korak. Svaka plo¢a ima
4 ivice pa treba pregledato O(n?) ivica, $to daje slozenost O(n?).
Algoritam je nedeterministicki i radi za polinomijalno vrijeme pa je
Lk € NP.
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2°) Lx € NPH
Neka je L € NP proizvoljan jezik. Treba dokazati L <1 Lg.
L € NP < 3(NDTM 9)(3d € N)L = Lon i T(OM, n) < n9
Za ulaz x, |x| = n (n dovoljno veliki broj) vaZi:
x€ELexelyi TON|x|)<nde3C==C,ooy Cray,- -
izratunavanje koje odgovara x i C,4_; zavrSna konf. <
FD(M, n) = G, ..., C,a_1 vrem. prostorni diag. dimenzija n
= (T, nd) €lg .
Za sve ekvivalencije, osim poslednje, od ranije znamo da vaZe.
DokaZimo poslednju (naznatena crvenom bojom) ekvivalenciju.

d d

X n

Na osnovu TM 9t i x konstruiemo 7 tako da (7, n? + 1) kodira
vremensko prostorni dijagram (901, n9).
Treba da kodiramo:
1) Ulaz - tj. polaznu konfiguraciju;
2) Rad masine - tj. prelaz sa konfiguracije na konfiguraciju;
3) Zavr3nu konfiguraciju.
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Kodiramo rad masine
Prelaz sa konfiguracije na konfiguraciju je u skladu sa programom P.

Normalizacija TM: (Vq € Q) ako (—,—,q,—,r),(—,—,q,—,1) € P onda
g menjamo sa ekvivalentnim stanjima q; € Q. i g, € Qr a navedene

komande redom sa (—, —, g, —, r),(—, —, q;, —, 1)
Novo Q@ = Qo U Qr U Qg

) Vs e A=AU{a}
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) Vs € A, Vg, € Q,

Cc qi q

(QI,S) (q/as)

V) ¥(q,s,q',s',0) € P

(g,5) (g,5)

q,s') q,s

V) V(q,s, ersl’r) E P? qr e QR

(a,s) (g,s)
C qr qr

s’ s’
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VI) v(quaq/aslal) € Pa q € QL

(g,5)
qi c

VII) Uvodimo 3 specijalne plote zbog desne ivice kvadrata

Kodiramo zavrsnu konfiguraciju
Vi) Vs € A
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Kodiramo polaznu konfiguraciju
IX) Kodiramo ulaz x = xpxy « - - xp—1 Vx;

X1 Xi X Xi+1 X — c

qo, Xo Xn—1

X) Kodiramo prazna polja u polaznoj konfiguraciji

ao

%) Normalizacija nam je neophodna zbog npr. ploga Il) i IIl)

C qr qr Cc

(q/,S) (qfvs)
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@ Ploce smo prikazali vizuelno. U sustini mi ih zapisujemo kao Eetvorke,
npr. za plo¢e pod I) i ll) (¢,s,c,s), (,s,c,s), (gr,(qr,s),c,s) isl

@ Samo plote pod IX) zavise od ulaza. Ostale plote zavise samo od TM
(tj. azbuke, skupa stanja, programa). Kako je TM fiksirana (ne zavisi
od ulaza) mi imamo konafio mnogo plota. Pa njihova konstrukcija
zahtjeva O(1) vremena.

e Konstrukcija plota pod IX) zahtjeva O(n) vremena.

o Treba dokazati x € L < (7,n9 + 1) € Lg.
(=): xel=30M,n?+1)=Co,...,Cha_q
Neka su u polju j u konfiguracijama C;_; i C; redom upisani simboli s
i s’ tada u kvadrat na polje (i,/) stavljamo plotu (c,s’, c,s) i sl.
Ovako poplotavanje je pravilno tj. (7,n 4 1) € L.
(<): (7,n?+1) € L = postoji pravilno poplotavanje kvadrata.
Neka je u polje (k, m) prvi put stavljena plo¢a (c’, , ,$) (npr. u polje
(n?, n%)). Tada na osnovu plo¢a u pravougaoniku k x m mozemo
napraviti vremensko prostorni dijagram. Npr. ako je na polje (/,J)
stavljena plo¢a (X, Y, Z,s) onda u C; na polju j piemo s.
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Polinomijalna hijerarhija

e L € NP ako (3DTM 9M)(3 p(+), q(+)-polinomi) tako da vazi:
xel <« (3ueA)lul <p(lx]), (x,u) € Lo, T(M, |x]) < q(|x])

Za DTM 97 govori¢emo da je polinomijalna DTM i oznaavati sa
DTMP ako (3 p(-)-polinom) T (9, n) < p(n). Slicno NDTMP.
e Za u € A koristimo oznaku u<¥ da oznatimo da je |u| < k.

o L ex! = NP ako (3DTMP 9)(3 p(-)-polinom) tako da vaZi:
xel & BuPD e A)(x,u) € Ly

L € 5 ako (3DTMP 9)(3 p(-)-polinom) tako da vaZi:

xel < (Fu<P) e A (vv<rlx) e A) (x,u,v) € Loy.

o L€ X} ako (3DTMP 9M)(3 p(-)-polinom) tako da vazi:
xXEeEL &
@D e Ay v usPD e Ay (QruPD e )

(X, ui,up, ..., u,-) € Loy, gdje je ng =V, sz+1 =4
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o NP = cox? tj. u definiciji ¥ treba zamjeniti mjesta V, 3; specijalno
Ny = coNP.
oXPCNf,Cxl,
° Pollnomualna hijerarhija je skup PH = |J ¥ = |J N¥.
ieN ieN
@ ¥;SAT ={¢p € TQBF : ¢ =3x1Vx2--- Qixipo(x1, ..., xi)}.
¢ je Bulova formula a Qj =V, (oj1 = 3.
@ Sli¢no definiSemo I1;SAT.

e Teorema. a) Za svako / € N, ako je ¥¥ =7 onda je PH = X7.
b) Ako je P = NP onda je PH = P.
c) Jezik X;SAT je XP-kompletan.
d) Ako postoji jezik L koji je PH-kompletan onda postoji k € N tako
da je PH =%/.
e) Jezik M;SAT je MP-kompletan.

e PH C PSPACE.
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Naizmeni¢na (Alternating) Tjuringova masina - ATM
ATM je &etvorka M = (Q, X, qo, ), gdje je

QO Q=Q:W QW {qg.} W {q,} konakan skup stanja sastoji se od stanja
postojanja @3, univerzalnih stanja Qy, jednog stanja prihvatanja q, i
stanja neprihvatanja gq,;

Q@ X ={ap,a,...,a:} -azbuka, gdje je ap prazan simbol;
@ qo € Q3 W Qy pocetno stanje;
©  funkcija tranzicije (daje nam dvije alternativne tranzicije)

0: (Q\{da,ar}) X T = (Q x T x {/,r})?

e Za 6(qa a) = ((ql) di, d1)7 (qz) daz, d2)) Pigemo 5i(qa 3) = (CIh aj, d,'),
=12

o Konfiguracija ATM M je rije€ wgw’, gdje je g € Q, w,w' € T*.

e Ako je g € {qa, q,} onda je wqw’ zavr¥na konfiguracija.
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@ lzratunavanje ATM M na rije¢i w € L* je niz konfiguracija ¢, cp, - - -
gdje je co = qow (poletna konfiguracija) a za svako i > 0, ¢j4+1 je
konfiguracija koja se dobija iz konfiguracije ¢; primjenom funkcije
tranzicije tj. ¢j+1 je sljedbenica od konfiguracije c;.

@ Zavr3na konfiguracija je prihvatljiva ako je oblika wq,w’.
Za konfiguraciju ¢ = wqw’ koja nije zavrdna, definiemo (induktivno)
da je c prihvatljiva ako je ¢ € Q3 i bar jedna konfiguracija koja je
sliedbenica od c je prihvatljiva, ili je g € Qv i sve (obije) konfiguracije
koje su sljedbenice od ¢ su prihvatljive.

o KaZemo da ATM M prihvata ulaz w ako je polazna konfiguracija
gow prihvatljiva.

@ Sa L4 oznalavamo jezik koji prihvata M,
tj. Ly ={w € X* | M prihvata w}.
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o KaZemo da je K vremenska slozenost ATM M na rije¢i w ako sva
izratunavanja ATM M na rijedi w dostiZu zavrSnu konfiguraciju u
najvise K koraka.

@ Sli¢no kao i ranije moZemo definistai vremensku i prostornu sloZenost
(najgori i prosjeni slu€aj) na ulazu veligine n.

ot: NN, ATIME(t()) =
{L: BATM M)(Fc e RY)L=Lag i T(M,n) <c-t(n)}

o AP =J_.y ATIME(n¢)

ceN

e X, TIME(t(-)) je skup jezika iz klase ATIME(¢t(-)) i kod kojih ATM M
ima poletno stanje iz Q3 i u svakom izraunavanju izvrsi najvise i — 1
promjenu stanja iz skupa Q3 u Qv ili obrnuto.

0 YP = Ucen ZiTIME(n®); AP = PSPACE; APSPACE = EXPTIME.
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Logi¢ka kola

o Logitko kolo C, sa n-ulaza i jednim izlazom je usmjereni acikli¢ni graf
sa n-izvora i jednim u¥éem. Svi &vorovi sem izvora su oznadeni sa
A, V, . Veli¢ina od C,, u oznaci |G|, je broj &vorova u kolu.
Neka je x € {0,1}". Izlaz kola C, na ulazu x, u oznaci C,(x) se

’ defini$e na prirodan nad&in.
ot : N—N,
SIZE(t()={L : (B{Calnen) (x € Lo Colx) = 1) 1 |Gol < t(m) }
® Ppoty = Ueens SIZE(n€); P C Py,
x X
"0 X O G- (vt
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