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3. GEOMETRIJSKO ZNACENJE ELEMENATA MATRICE KRUTOSTI

Potencijalna energija konacnog elementa: 1

H:Equq—QTq+5

izvedena je za element kao slobodan nezavisno od sistema konacCnih elemenata, tj. kada se
element smatra kao izdvojen iz sistema, pa se u €¢vorovima elemenata mora uvesti uticaj

unutrasnjih sila veze pomocu kojih se zamjenjuje uticaj ostalih elemenata na razmatrani
element.

Ako se sa R oznadi vektor generalisanih sila veze koji odgovara vektoru generalisanihT
pomijeranja za element tada se rad sila R na pomjeranjima q moze prilkazati kao proizvod R q

Kada se u izrazu za [ | doda i rad unutrasnjih sila dobija se:

1 _ _
17=5quq—QTq—RTq+C=5quq—qTQ—qTR+C

Ako se primijeni stav o stacionarnosti dobija se: H} g’ =0
kgq—O—-R=0

Veza generalisanih sila i generalisanih pomjeranja u ¢vorovima elementa moze
da se napiSe na sljedeci nacin:

R=kq-0Q




|z prethodnog izraza mozemo da odredimo vektor R ukoliko je poznat vektor q.

Medutim iz navedenog izraza nije moguce odrediti vektor q ukoliko je poznat vektor R jer je
matrica krutosti k, konaChog elementa, singularna iz razloga Sto sadrzi i pomjeranja
elementa kao krutog tijela.

Ako se u poslednjem izrazu, koji predstavlja ravnotezu sila na konaCnom elementu,
pretpostavi da je vektor generalisanih sila usled spoljasnjih uticaja u elementu nula Q=0,
dobija se:

R =kq

Na onovu ovog izraza moZe se odrediti statiCko-kinematicko tumacenje koeficijenata
matrice krutosti kako slijedi.

Sistem jednalina R=kq za element moZe da se napiSe u razvijenom obliku:

_kll kl] oo le__ql_ _R]_
kll o e kl] oo le q] = Rl
_kKl kK] ces kKK__QK_ _RK_

K — broj Cvorova elementa




gdje je blok matrice k;; : kij = | BZ-TDBjdV
V

Ako se pretpostavidaje ¢q; #0 a . = 0 (i#) dobija se sistem jednagina:
q; q;

R =kyq; =12..%

ili u razvijenom obliku za Cvor i:

11 s 1S [, 1 m 1
kU oo o kU oo o kl_] u] Rl
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gdje je S-broj stepeni slobode u ¢voru elementa.

k
Ako se pretpostavi da je: uj = 1, a ostale komponente u]- =0 (k#s) slijedi da je:

Is _ pl
ks =R



. . Ls . . : . .
Element matrice krutosti k,-j predstavlja generalisanu silu u évoru i u pravcu | usled

jediniénog pomjeranja u €évoru j u pravcu s, pri ¢emu su sva ostala pomjeranja jednala
nuli.

Obzirom da je matrica D (matrica krutosti materijala) simetricna slijedi i da je matrica krutosti
elementa simetricna, a na osnovu pokazanog geometrijsko-statickog znaCenja njenih
elemenata, simetriCnost proizilazi neposredno kao posledica Betti- jevog stava o uzajamnosti.




4. TRANSFORMACIJA MATRICE KRUTOSTI

Analiza elementa se sprovodi u pogodno izabranom lokalnom koordinatnom sistemu.
Obi¢no se lokalni koordinatni sistemi pojedinih elemenata ne poklapaju sa globalnim
koordinatnim sistemom pa je neophodno izvrsiti transformaciju iz lokalnog u globalni
koordinatni sistem.

Veza izmedu pomjeranja u lokalnom i globalnom sistemu koordinata, u proizvoljnoj tacki
elementa, moze se prikazati kao:

U =1tu,

gdje indeks I oznaCava lokalni koordinatni sistem a indeks g oznaCava globalni koordinatni
sistem.

t — kvadratna matrica transformacije reda S (broj stepeni slobode u razmatranom ¢&voru-
tacki)




Matrica transformacije t za ¢vor razmatranog problema u ravni:

1 Yo A u cosa  Sina

=
Ir1 1y —u A —sina  cosa

Za konacCni element veza izmedu pomjeranja u lokalnom i pomjeranja u globalnom
koordinatnom sistemu moze se prikazati u opstem obliku:

q; :TQg

T — kvadratna matrica transformacija konacnog elementa sa brojem podmatrica t koiji
odgovara broju ¢vorova konacnog elementa:

t




Ako ubacimo izraz =T u uslove ravnoteze =k dobija se:
! g 1 = K4

kiqy =kiTq, =0,

Kada se lijeva i desna strana pomnoze sa TT, i to sa lijeve strane, dobija se:

TTleqg :TTQZ

Ako se usvoji da je: k =T7TET TRANSFORMISANA MATRICA
g~ /145  KRUTOSTIKONAENOG ELEMENTA
_7T TRANSFORMISANI VEKTPR
9, g = O GENERALISANIH SILA KONACNOG
ELEMENTA

» dobija se:

kedq = Qg



Na osnovu stava o invarijantnosti rada pri transformaciji koordinata slijedi:

o g7 | T _ ToT
qgQg _QZ Q[ ako se ubaci veza ql quT

T T T _
qgQg :qu QZ kao veza Q[_TQg

dobija se:
T 0. = T
Ue¥¢ = 4g g
Kada se uporede lijeva i desna strana jasno je da proizvod matrica TT i T predstavlja

jediniCnu matricu I: T
I"17r=1

pa se moze napisati da je: T 1
T — T_ stav o ortogonalnosti matrice transformacije

Osobine matrice krutosti konaénog elementa su:

-Matrica krutosti je kvadratna, reda NxN gdje je N broj stepeni slobode kona¢nog
elementa;

-Matrica krutosti je simetricna k;=k; ;

-Matrica krutosti je singulatna.




5. DIREKTNO ODREDIVANJE MATRICE KRUTOSTI SISTEMA

Vidjeli smo da se matrica krutosti sistema moze odrediti preko globalne kinematicke matrice J
primjenom sljedecéeg izraza:

K =J'K J

Principijelno ovaj naCin odredivanja matrice krutosti sistema konacnih elemenata ne predstavlja
teSkocu.

Medutim, za veliki ¢vorova radi se o proizvodima matrica koje mogu biti visokog reda pa je ovaj
postupak skup, a Cesto i nemoguc.

Zbog toga je pogodnije elemente matrice krutosti sistema konacCnih elemenata odrediti preko
elemenata matrica krutosti pojedinih konacnih elemenata njihovim stavljanjem na odredenu
lokaciju u matrici krutosti sistema. Na taj nac¢in matrica krutosti sistema bi se formirala direktno
bez posredovanja globalne kinematiCke matrice J.

|zraz za potencijalnu energiju sistema prikazuje se preko vektora generalisanih pomjeranja, vektora
generalisanih sila i matrica krutisti za svaki element. Ukupna broj konacnih elemenata u sistemu je
oznacen sa M:

e e=1

M 7,% * M sy 1 s M % % s M«
_EZIQe keQe_Z_:IQe Qezgq (Zkeqej_q ZQe

M 1 * T M * ok *
H=2He:5q z(keqe_Qe)

e=1 e:l




Ako se na prethodni izraz primijeni stav o stacionarnosti potencijalne energije:

H’ q*T = O
dobija se: M % % ”
2 (keQe _Qe):()
e=1
Ako se usvoji oznaka: M . .
24, =4
e=1
slijedi: M . . M .
(X k. )g =2%0,
e=1 e=1
* % *
Nakon ¢ega ova veza mozZe da se napiSe u sljede¢em obliku: K q = Q
M« * M * *
gdje je: Zl ke = K Zl Qe — Q
e= e=

Zakljuéuje se da se matrica krutosti K* i vektor generalisanih sila Q*
sistema konacnih elemenata mogu dobiti sabiranjem matrica krutosti k.* i
vektora generalisanih sila Q_.,* pojedinaénih kona¢nih elemenata ako se oni
prethodno prikazu prema oznakama &vorova u globalnom sistemu
koordinata.



PRIMJER Direktno formiranje matrice krutosti sistema konacnih elemenata

[ Oznaka ¢vorova 1, 2, ...10
5 QE 57 :
T @ Oznaka elementa 1, 2, ..., 6
1 1] 4 ||/ (5
Pl o] %
k% %k

> ) Kqg =0

5 8

6 « * 6 *
(Xk,)g =X0,
e=1 e=1

6  x * 6 % %
>k, =K >0, =0
e=1

e=1

Na dalje u primjeru, u matricama krutosti i vektoru sila, oznaka e ¢e biti gornji indeks, a
donji indeksi Ce se odnositi na oznake ¢vorova i.




Postupak odgovara nacinu formiranje matrice krutosti sistema i vektora ekvivalentnog
¢vornog opterecenja koji smo naucili u Statici konstrukcija 2 (matricna analiza) - Postupak
kodnih brojeva:
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Razvijeni oblik jednafina nakon mnozenja glasi:

(kn +kll) +kiyq; + kizq3 + (k14 +k14)9'4 +ki5q9s =0 +Q

kyiqr + k22612 ++kyaq, +kysq5 = Qz

k314 +(k3 + ks )413 +h3aqy +kygqe =03 + 05
dwd%d4

i tako dalje..........

Prethodne relacije predstavljaju analiticke uslove ravnoteze u évorovima,
sukcesivno od 1 do 10 za dati primjer.




Sirina trake matrice krutosti sistema se odreduje na sljedeéi nadin:

b=(m+1)S

m — je maksimalna razlika izmedu oznaka Cvorova konacnih elemenata. Za dati primjer m=4

b — Sirina trake matrice krutosti sistema elemenata

S — broj stepeni slobode u ¢voru

ZakljuCuje se da nacin obiljezavanja ¢vorova na razmatranom primjeru daje najmanju Sirinu trake.

Postupak formiranja matrice krutosti sistema koiji je ilustrovan na primjeru moze se generalizovati
za proizvoljan broj elemenata i svesti na algoritam koji je pogodan za izradu programa za racunar.

Postupak formiranja sistema jednacina pomocu kojih se dolazi do rjeSenja problema po Metodi
konacnih elemenata sliCan je postupku koji se primjenjuje u analizi i proracunu ravnih linijskih
nosaca po metodi deformacija. Medutim i pored velike sli€nosti izmedu MKE i metode
deformacije linijskih sistema postoji sustinska razlika jer se po metodi deformacija za linijske
nosace dobijaju taCna rijeSenja a po MKE priblizna rieSenja.




