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TEORIJSKA OSNOVA

Trougaoni element sa ¢vorovima u temenima trougla

Y Vi
Temena su uvek obelezena tako da se indeksi 1,213
pozicioniraju u smeru suprotnom od kretanja kazaljke
na satu
OSNOVNE NEPOZNATE U CVOROVIMA
SU KOMPONENTE POMERANIJA u, v
d u 9
=y vektor nepoznatih u ¢voru i -+ 1
i .
odnosno
2 'ql ]
\ q= | @ vektor pometanja u svim )

X . .
v q cvorovima trougla
3
h 4

Konacni element oblika trougla sa ¢vorovima u temenima ima 6 spoljasnjih stepeni slobode.

ZA KOMPONENTE POMERANIJA u, v U ELEMENTU MOZE SE PRETPOSTAVITI LINEARNA
PROMENA, ODNOSNO U OBLIKU POLINOMA SA UKUPNO 6 NEPOZNATIH KOEFICIJENATA

u=aq, tox+oy

v=p,+px+ Py Ta‘l ''''' 3
u matri¢cnom obliku: o,
u=Ao = ul _ I xy 000 Oy broj parametara jednak 4.5
\ 0001 Xy B, broju stepeni slobode
P,
| P )




TEORIJSKA OSNOVA
odnosno, ako se prikazu za sve tri tacke:
vl [1 x y, 000 Taﬂ
Vi 0001 X1 Y &,
u 1 x 000 a,
=Ca = | = 2 Y2
q v, 0001 x v, T [ 6.7
u 1 x,y,000]| [P
L Looo 1 x vl LP
iz jednacina 6,7 mogu se odrediti nepoznati koeficijenti o, 1 3; (i= 1,2,3) u zavisnosti od pomeranja
u ¢vorovima
Fa 0a 0 a O}
b, 0 b, 0O b, 0
R gde je inverzna . 1 1e 0¢c 0¢ O
*=Ca matrica C" C=2al o a, 00a 0 al| e 8
0 b 0 b, 0 b,
0 c O0¢c Oc J
]
gde su: I x, vy, koja je jednaka 4 = XY - XY,
2A - determinanta matrice C  2A=]| 1 x, vy, dvostrukoj b=y,-y; .. 9,10

1 X, v, povrsini trougla C,=X;- Xz)
Ostali koeficijenti C”" dobijaju se cikli¢cnom permutacijom indeksa 1,2 i 3

Uvodenjem izraza o= C"q u jednadinu u = Aa dobijase u=AC" q, odnosno u razvijenom obliku:

Fa 0a 0 a O} Tulw
b, 0 b, 0 b, 0 \Z
u_ ' xy 000 ]1]c¢ 0c 0c 0 u,
0001 xy |[2A[0a0a0a] |V
0 b 0 b, 0 b, u,
ili [ 0 06 0 cf |V,
1 1 1 1 1 T ul '
1 1 1 1 1 VvV
1 a]+b]X+cly i 0 iaz+b2X+C2YE 0 §a3+b3X+C3YE 0 ul
u=_ ; ' ' : ! g
24 0 ia, tbx+cy | 0 12, Tbhx ey 0 {a;Tbx ey f
i i i i i 3
L7
Prikazani izraz najéesce se srece u obliku u=Ngq ... 12

N - MATRICA INTERPOLACIONIH FUNKCIJA

N, 0N, 0N, 0 _ 1 .
N [0 N 0 N, 0 N, sdclementima  N=5g (a+bxtey) i=1,2.3 .13,

Dakle FUNKCIJE Ni PREDSTAVLJAJU LINEARNU INTERPOLACIJU POLJA POMERANJA

11

14




TEORIJSKA OSNOVA

o0/ox 0
Smenom izraza u =N q u veze izmedu komponenata deformacija i pomeranja ¢=| 0 0/0y [u ]

dobija se: 0/0y 0/0x
= €=Bq ... 15
gde je:
B - matrica veze deformacija i generalisanih pomeranja
FoN, i PONE o ieN, ] R P AU N
R I o R SR TR M I Bl B
o N g PN N L [
S W18 8 o 1 7S G T T e o Bl
ON,{ 9N, | ON, | N, 0N, {0N, b e ip dc |
oy ioxioy iaxioy jax | LoD ik O b

Obzirom da su elementi matrice B konstantni, sledi da su komponente deformacije u elementu konstantne.

Zbog toga se trougaoni element sa ¢vorovima u temenima naziva ELEMENT SA KONSTANTNIM
DEFORMACIJAMA.

Vracajuci se na definiciju matrice krutosti, za trougaoni element sa konstantnom debljinom h, dobija se:
k=/B'DBdV= h[B'DBdxdy= hABDB - 16
\%

Matrica D kojom se uspeostavlja veza izmedu komponenata napona i komponenata deformacija, za
izotropna tela

€, 1 -v 0 o, 1 c, 1 v 0 €, 1
g, =% v o1 0 ol+at |1 ]; o, :lEv2 v 1 0 g, | . Eat |1
Yo 0 2(1+v)] |z, 0 3 0 0 ITV ol 1V o

ima strukturu d, d, 0

D: d2] d22 0

0 0 d

Radi jednostavnijeg sracunavanja matricu k dekomponujemo na blokove 2x2

) P ' '
kzhABTDB=% b 0 ¢ ([d, d. 0][b 0 b, 0 b o0 el l"xa—u,—w
0 C, bl d21 dzz 0 0 ¢ 0 ¢ 0 G |= ! ; ;
b, 0 c|[lo o dflc b o b oo b R +,k
0 ¢ b, ; ‘ L
b, 0 ¢ ‘;“ | +1q ko
h O C3 b3 4 L , ! i J
\_\,~/
pa ako 1 matricu B pogodno prikazemo u obliku, matrica krutosti elementa k
[0 b0 b0 [ b O
B=-x|0 & 0 & 0 o= [BI B, B, ] gde su o¢igledno blokovi B, =5x[0 ¢
CI h| I:. b_- E- hq Ci bi
=123

1AL Ava vt 1a vm1tactt b A1 arman Lran~ I 1. —DODTTN™ND L. A T T =1 N N I




TEORIJSKA OSNOVA
smenom
_nT _ 1 bi 0 ¢ dn d12 0 b 0 LhA ,j=1,2,3
k; =B, DBihA_ﬂ[O c bi] d, d, 0 0 ¢ [2A R
0 0 dyllc b
posle izvrSenog mnozenja dobija se '
k. _ l bi 0 ¢ dllbj dlzCi _ L bidllbj+ci d330j bidl2cj+ci d33bj i,j:1,2,3
! 4A 10 G bi d21bj d22 G 4A G d21 bj+ bi d33 ¢ ‘ G dzz Cj+ bi d33bj
d33 Cj d33bj
Na kraju, za usvojeni slucaj ravnog stanja napona i izotropnog materijala, kada je matrica D u obliku
d, d, 0 E v 0 d,=d,=1 1-v
p=|d, dy 0 |=—E=| v 1 0 g, =3
0 0 d, l-v 0 0 1—2\/ d,=d,=v
izveden je KONACAN izraz za ¢lanove matrice krutosti elementa
Eh bb+Becc | vbec+Beb, 1-v .
k, = z AL AL ALL AL - ij=1,2,3
1T ART-V) | TVeb i Bbe | et Bbb ] =3 :

U mrezi kona¢nih elemenata nalazi se 8 trougaonih elemenata koji imaju jedan od dva sledeca polozaja:

Polo aj | y Polo qj Ii k"“Vkenc‘J a
y 3(a,b) 3 2(a,b)
0,b)
Polo qj I
b b
Polo qj | i
2 X 1 X J
0,0) (a,0) 0,0
L a I (I) a I
Polo " aj | Polo "aj I a,=xy, -Xx.y,
tfyj-yk
a, :xzys'xsyzzab a, :xzys'xsyzzab ci_xk'xj
a2:x3y1'x1y3:0 a2:x3y1'x1y3:0
a3:x1y2'x2y1:0 aszxzyz'x2y1:0
bzzyz'y3:'b b]:yz-y3: 0
b2=y3'y1: b b2=y3'y1: b
b3=y1'y2= 0 b3=y1'y2='b
c,=x;-x,= 0 C,=X;-X,=-a
C,=X,-X;=-a c,=x,-x;,= 0

C;=X,-X,= a C;,=X,-X,= a



KI polo'aj __

y 3(a.b)
MATRICA KRUTOSTI ELEMENTA
. b
Polo qj |
PoloZaj 1 5%
0,0 a,0
©0 9 @
b -b c,= 0 . submatrice matrice krutosti
b=b ¢=-a B= iv K = Eh bb+Bcc | vbet+Beb,
by=10 ¢=a i"4A(1-v) | veb+Bbe | cctBbb, ,j=1,2,3
| - Eh b0 | — __Eh b’ +PBa’ |-vab - Pab
CAAT-VY |0 | Bl | 2 4A(1-V) |-vab-Bab | & +Bb
___Eh b | vab 1 _ __Bh [-pd vab ] _
Ko = IR Bab | -pb’ | Ka ks = 2T | Bab | - | Ka
K. = Eh 0 |-vab | _ K K. = Eh [ Ba’ | 0
5 TANT-V) | Bab| 0 1 $TINI-V) | o T
[ B | 0 5 | vanl 0 |-wvab |
F i:tn l'h- H_". " Eb? ﬂﬂb 'ﬂ' t': '|3 ab 0
’ " ' b+ potabiv+p) pa | vab
e o | Eh : v
. A 4A(-V) a+ b pab | .o
L If‘" k l_‘“ ] simetri~no po 0
a |
1li, ako se izvuée veli¢ina b’
— o s
1 0 -1 VB 0 VB
a a
p BB B BF 0
a a
(P _ EhD? 7+B€)2'5[V+B] -Bgf )
2
4A00-V) B+8 Bp |-G
simefri~no B%)Z 0




KONKRETNI PRIMERI 6
Slucaj 1 - odabrani primera=b=4m (a/b=1)v=1/3
povrsine trougla - A=0.5ab = 0.5-4-4 =38

Enb® _ En4  _ 9Eh g l-v _1

4A(1-v) 4~8(7~9i] 16 2 3

] 0o | -1 731 0 |13
1/3 13 1 =133 | <13 0
Kl polo” gj _ QEh ]+]/3 -2/3 —]/3 ]/3
16 14131 13 | -1
simetri~no 1/3 0

Matrica krutosti elementa 1, za specijalni sluc¢aj a/b =11 § = v=1/3, obi¢no se u literaturi prikazuje u obliku

K 0 | -3 1 0 ya
1 -1 -1 0
KI polo ' aj — 3-Eh 4 -2 -1 1
16 4 1 -3
simetri~no 1 0

— 3 pu—

Sluéaj 2 - primera=4, b=35m (a/b=0.8), v=1/4 (varijanta za graficki rad)
povrsine trougla - A= 0.5 ab = 0.5-4-5 =10

Enb’ _ EnSE _ 4Eh 5 1-v
4A( -V 4.40[7]-_{5) 3
i 0 | -1 Us | o0 | -1/
8 1310 | =38 1-3/10 | 0
3125 1 -1/2 | -6/25 | 1/5

Kl polo” qj — 4-Eh
3 03/2000 3/10 {-16/25
simetri~no 6/25 0
1 6/25_

Dakle, kod svih ostalih varijanti, kod kojih je odnos a/b # 1, nema nekog prakticnog smisla izdvajati veli¢inu v
Mozda je jedino pogodnije matricu prikazati u obliku:

] 0 -1 0.2 0 0.2 |
03751 0.3 1-0375{ -03 | 0
Kl polo'a) _ 4.-Fh 1.24 -0.5 -0.24 0.2
3 1.015 0.3 -0.64
simefri~no 0.24 0




Y
2 a,b
MATRICA KRUTOSTI ELEMENTA oh )
Polo aj I
b
PoloZaj 11
1 X
(Oi()) a |
b,=0 c,=-a submatrice matrice krutosti
_ _ _1l-v .
b,= b c,= 0 B= 5 k= Eh bb+pcc | vbetPcb
by=-b c¢=a i AA(T-V) | veb+Bbe | cctBbb, ,j=1,2,3
| — __Eh Ba’ | 0 | _ __Eh b’ 0
AAA-VY | o |4 24A1-V) | o | Y|
___Eh 0 |-pab ] _ __FEh [ . vab ] _
KT BT | ab o ] T R Ko " IRV | Bab [pe ] T
K = Eh [ Ba’ | Bab | _ K k= Eh b +Ba’ |-vab - Bab
13—m vab | - = Ry 33_m | -vab - Bab i a2+[3b2
Ba’ 0 0 -Bab | -pa’ Bab
F g + | +.- = ;!;_.._' o’ -vab 0 vab -
! | | 2 2
KII polo’al _ | +' i i = i__:_' _ Eh b 0 -b Ve
i il AA(1-V) BO? Bab | -pb’
L 5 +.1r-- 51- _+1'| '_ simefri~no b’+ Bai-ab(v+B
o'+ Bb
1li, ako se izvuée veli¢ina b’
- o =
plg) | O ?J S5 | Bfp) | BE
v 4 a -
GRE b 0 'D )
a
KII polo'aj __ Ehb2 7 O -7 VB
— — o -
4A(1-V) B B2 | B
simefri~no 7+B@2 -g(VJrB]
i B+ P




KONKRETNI PRIMERI
Slucaj 1 - odabrani primera=b=4m (a/b=1)v=1/3
povrsine trougla - A=0.5ab = 0.5-4-4 =38
Ehb’ Eh-4° 9-Eh . B= l1-v _

1
2 3

AA(T-V) 4-8(1-L) 16

1/3 0 0 -1/3 1 -1/3 1/3
1 -1/3 0 1/3 -1

K'Poo'al _ 9.Eh 1 0 -1 1/3
16 130 13 | -13
simetri~no 1+1/3 ¢ -2/3

1+1/3 |

Matrica krutosti elementa 2, za specijalni sluc¢aj a/b =11 § = v=1/3, obi¢no se u literaturi prikazuje u obliku

g 0 | 0 -1 1 ! ]
300 -1 i 3
Kipooa _ 3Eh 3 S o1
16 i i -1
simetri~no 4 )

L 4 —

Sluéaj 2 - primera=4, b=35m (a/b=0.8), v=1/4 (varijanta za graficki rad)

povrsine trougla - A= 0.5 ab = 0.5-4-5 =10

Enb’ | EnE _ 4Eh 5 1-v _3
4A(1-V) 4.40[7]-_{5) 3 2 8

6251 0 0 1-3/10 | -6/25 | 3/10

1625 | -1/5 0 1/5 {-16/25
KII polo'al _ 4.Eh 1 0 -1 1/5
3 3/8 | 3/10 | -3/8
simefri~no 31725 ¢ -1/2

B 203/200)

Dakle, kod svih ostalih varijanti, kod kojih je odnos a/b # 1, nema nekog prakticnog smisla izdvajati veli¢inu v
Mozda je jedino pogodnije matricu prikazati u obliku:

024 1 0 0 | -03 1-0241 03]
0.64 | -0.2 0 0.2 |-0.64
KII polo'al _ 4.-Fh 1 0 -1 0.2
3 0.3751 0.3 1-0.375
simetri~no 124 | 05




Y 15

v . Dah
PoloZaj 11 o3 (@b)

Polo qj Il

1 X

0,0
(I) Q ]

Matrica krutosti elementa 2, za specijalni sluc¢aj a/b =11 = v=1/3, u slucaju ¢voriva 1-2-3

2 R B e i =
'3 -f .“ i III'J

KII polo’aj _ 3-Eh 3 | f -3 i
16 2 N
simetri~no 4 _2

13 __" 1

Medutim, ako je redosled oznac¢enih ¢vorova 1-5-2, kao na slici,

y
5(a.p)
(0,6)
Polo aj Il
b
X
(OiO) q |
zbog usvojene konvencije polozaj karakteristiénih submatrica je sledeci:
EEEime i ey |
3 0 e bk
KII polo’aj _ 3-Eh 3 | f -3 [
16 =7 BT
simetri~no O
B 1 4 1

Na kraju se matrica elementa, u clju jednostavnijeg pozicioniranja unutar matrice krutosti celokupnog sistema,

moze u ovom slucaju prikazati u obliku:

R 0 | -]
lﬂ" TR 7 Fg
KII polo'aj _ 3-Eh 4 = =3 /
16 =y _‘- Ill .'1 _JI'
simetri~no 3 i

55 .Ir ] |




GRAJJEVINSKI FAKULTET Seminarski rad ZAD. BR.
PODGORICA METOD KONACNIH
ELEMENATA LIST BR.
Polozaj |
y 3 Matrice krutosti
b
1 2 X
| a |
_ 5 -
O -1 VB O _VB
BB | B | BE | O
a a
KI polozaj _ Ehb2 /I+B@Z _5[V+B] 'B @2 VB
4A(1T-V) (Gl g e
simefri~no 5%7)2 0
a = b= V= B =
b’ _
4A(1-V))
Kl polozaj _ Eh
simetri~no
DATUM IZRADIO




Seminarski rad ZAD. BR.
METOD KONACNIH
ELEMENATA LIST BR.
y Polozaj Il
3 2 Matrice krutosti
b
X
| aQ ]
| o | o 108 [sf|eg
a
B | Vb o | v |
a
KII polozaj — Ehb2 1 O 1 VB
4A(1-V) B B % B
simefri~no 7+B%)2 -g[vﬂs]
_ () + B]
a= b= v = B=
b’ _
4A(1-V)
KII polozaj — Eh

simetri~no

DATUM IZRADIO
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