SISTEMI LINEARNIH ALGEBARSKIH JEDNACINA I METODE RJESAVANJA
SISTEMA

Definicija 1.

e Linearna algebarska jednacina sa promjenljivim (nepoznatim) Xi, Xz, ... , Xn je jednacina oblika
aiXi + axXz + ... +anXn=b , gdje su brojevi a, az, ..., an, b unaprijed zadati. Broj b se naziva slobodnim
¢lanom, a brojevi au, @y, ..., @n se nazivaju koeficijentima posmatrane jednacine.

e Sistem od m linearnih jednac¢ina sa n nepoznatih ima oblik:

anX, +apX, +...+a,X, =b
Ay X, +auX, +...+ Ay, X, =D,

*)

A X, +a,,X, +...+a,X, =b

Brojevi a; (i=1,2,...,m; j=1,2,...,n) su koeficijenti sistema (*), bi (i=1,2,...,m) su slobodni ¢lanovi
sistema (*), X; (j=1,2,...,n) su promjenljive (nepoznate) sistema (*).
Rjesenje sistema (*) je uredena n-torka (cy, €2, ..., Cn) takva da za xj=cj za svako j=1,2,...n svaka
jednacina u sistemu (*)postaje jednakost (identitet).Za sistem kazemo da je nesaglasan (nemoguc) ako
nema rjeSenja.Za sistem kazemo da je saglasan ako ima bar jedno rjeSenje.Za sistem kazemo da je
saglasan i odreden ako ima samo jedno rjeSenje.Za sistem kazemo da je saglasan i neodreden ako
ima viSe od jednog rjesenja.
Ako je u sistemu(*) m=n (tj. broj jednacina jednak broju nepoznatih) tada kazemo da je sistem
kvadratni.
Kada je sistem(*) neodreden, tada govorimo 0 opStem rjeSenju sistema. Neke nepoznate uzimaju
proizvoljne vrijednosti pa kazemo da su "slobodne". Za svaku konkretnu vrijednost "slobodne"
nepoznate iz opsteg rjeSenja dobijamo tzv. partikularno rjeSenje.
Dva sistema jednacina su ekvivalentna ako imaju isti skup rjeSenja. Ma koji postupak za rjeSavanje
sistema linearnih algebarskih jednacina, znac¢i da dati sistem jednacina transformiSemo u njemu
ekvivalentan sistem, ali koji je jednostavniji od prethodnog. Taj postupak nastavimo sve dok se ne
dobije najjednostavniji oblik njemu ekvivalentnog sistema, iz kojeg se odmah dobija rjeSenje. Pri tome
se koriste elementarne transformacije sistema:

1. Promjena mjesta dvijema jednacinama;

2. MnozZenje neke jednacine sa brojem koji je razlicit od nule;

3. Sabiranje jedne jednacine sa drugom, koja je pomnozena pogodno izabranim brojem.

Dakle, koriste¢i elementarne transformacije uvijek dobijamo ekvivalentne sisteme. To znaci da
primjenjujuci elementarne transformacije na dati sistem, njegov skup rjeSenja se ne mijenja.
Sistem (*) moZemo napisati u obliku matri¢ne jedna¢ine AX=B, gdje je

ap 8 &3 ...
a, a a,, ... a . - . o
A= T2 "B - 2" | matrica sistema (*), Ciji su elementi koeficijenti
aml am2 am3 amn
X, bl
. - X, . e . . . 2 .
sistema (*), a X =| .° |matrica kolone ¢&iji su elementi nepoznate sistema (*) i B =] | matrica
X, bm

kolone ¢iji su elementi slobodni ¢lanovi sistema (*).



a11 a12 a'13 a1n bl
dy 8y Ay ... A, b,

n

Matricu P = nazivamo prosSirenom matricom sistema (*).

b

Primijetimo da je matrica sistema podmatrica pro§irene matrice sistema, pa je rangA < rangP . Da li

dati sistem (*) ima rjeSenje zavisi od ranga matrice sistema i prosirene matrice sistema. O tome govori
sljedeca teorema.

a a a a

ml m2 m3 mn m

Teorema 1. (Kroneker-Kapelijeva) Neka je A matrica sistema, a P proSirena matrica sistema (*).
e Ako je rangA<rangP tada sistem (*) nema rjeSenja tj. sistem (*) je nesaglasan.

e Ako je rangA=rangP=n (n-broj nepoznatih) tada sistem (*) ima samo jedno rjeSenje tj. sistem
(*) je saglasan i odreden.

o Ako je rangA=rangP<n (n-broj nepoznatih) tada sistem (*) ima beskona¢no mnogo rjesenja tj.
sistem (*) je saglasan i neodreden.

Napomenimo da Kroneker-Kapelijeva teorema obezbeduje diskusiju rjeSenja a sam postupak rjeSavanja
sitema se realizuje ili Gausovom metodom ili pomoc¢u Kramerovog pravila ili Matri¢nom metodom.

Gausova metoda se sastoji u svodenju datog sistema (*) na njemu ekvivalentan sistem koji ima
trougaoni ili trapezni oblik, koriste¢i elementarne transformacije sistema (tj. elementarne transformacije
vrsta prosirene matrice sistema).

Postoji bar jedna jednacina u sistemu (*) u kojoj je koeficijent uz nepoznatu x; razli¢it od nule (inace bi
sistem bio sa manjim brojem nepoznatih). Neka je npr. a,; # 0. (Ako je a;1=0 tada zamijene mjesta

prva i neka druga jednacina iz datog sistema u kojoj je koeficijent uz nepoznatu x; razli¢it od nule).
Sada treba mnoziti prvu jedna¢inu sa pogodno izabranim brojevima tako da se sabiranjem redom sa
drugom, tre¢om,..., m-tom jednacinom dobiju nule uz nepoznatu X;. Prvu jednacinu pomnozimo sa

a'21 a3l

——= i saberemo sa drugom jednacinom. Sada pomnoZimo prvu jednacinu sa ——— i saberemo sa
ay an
. . . . : : . .. a
treom jednaginom. Nastavimo ovaj postupak sve dok na kraju prvu jedna¢inu ne pomnoZimo sa — —"-
ay

i saberemo sa zadnjom jednac¢inom u sistemu (*). U ovom postupku dobijamo novi sistem jednacina
koji je ekvivalentan pocCetnom sistemu (*). Dobijamo sistem u kome prva jednacina sadrzi nepoznatu
X1, a nijedna od preostalih m-1 jednacina ne sadrzi nepoznatu X1. Dalje se sa podsistemom koji se
sastoji od druge, trece, ... , m-te jednacine izvodi sli¢an postupak.

Posle prve faze Gausove metode moze se desiti jedna od tri moguénosti:

1. Dobija se sistem u kojem su u nekoj jednacini svi koeficijenti jednaki nuli, a slobodni ¢lan je
razli¢it od nule. Takav sistem je nesaglasan tj. nemogu¢ jer je rangA<rangP.

2. Dobija se trougaoni sistem tj. sistem oblika

Cy X +CpX, +...4+C X, =0,

1n*n
CpXy +...4+Cy X, =d,

2n*n

gdje su c; # 0, za svako i=1,2,...,n. Ovaj sistem je saglasan i odreden jer je rangA = rangP=n -

broju nepoznatih. Njegovo jedinstveno rjeSenje je ijedinstveno rjeSenje polaznog sistema (*).
Ono se dobija tako §to se iz poslednje jednaine izraCuna X,, zatim se ta vrijednost uvrsti



u pretposlednju jednaéinu i izraCuna Xn.1, i tako dalje, sve dok se na kraju ne izraCuna X; iz prve
jednacine.

3. Dobija se trapezni sistem tj. sistem oblika

CuXy +CpX, +...+Cy X +...+C X, =d,
Cyy Xy +oetCoy X, +...+Cy X, =0d,
CyX +...+C X, =d,
pri ¢emu su koeficijenti Cig, Ca1, ..., Cu razliciti od nule. Nepoznate uz ove koeficijente nazivamo
baznim, a ostale slobodnim. U ovom slucaju sistem je saglasan i neodreden tj. ima beskonacno
rjeSenja koja se dobijaju tako $to sistem rijesi po baznim nepoznatim.

Primjer 1. Gausovom metodom rijesiti sistem jednacina:

X + 2X, —=3X; + 5%, =1
X, + 3X, —13x; +22x, =-1
3X, +5X, + X;— 2X, =5
2X, +3X, + 4X; = 7X, =4

1 2 -3 5 1
1 3 -13 22 -1
Formirajmo proSirenu matricu datog sistema P = , a zatim koristeci
3 5 1 -2 5
2 3 4 -7 4

oznaku ~ za prelaz sa proSirene matrice sistema na prosirenu matricu njemu ekvivalentnog sistema,
dobijenog elementarnim transformacijama, imamo:

Prvu vrstu pomnozimo sa -1 pa dodamo drugoj vrsti, zatim prvu vrstu pomnozimo sa -3 i dodamo trecoj
vrsti i na kraju prvu vrstu pomnozimo sa -2 i dodamo ¢etvrtoj vrsti pa dobijamo:

1 2 -3 5 1
0O 1 -10 17 -2
0 -1 10 -17 2
0 -1 10 -17 2

Sabiranjem druge vrste redom sa treCom i ¢etvrtom dobijamo:

12 -3 5 1
01 -10 17 -2
00 0 0 Of
00 0 0 0

P~

~

Dakle, polazni sistem je ekvivalentan sa sistemom
X, +2X, —3X; +5X, =1
X, —10X, +17X, =2
Kako je rangA=rangP=2<4 - broj nepoznatih, (tj. rang matrice sistema i rang pro$irene matrice sistema

su jednaki 2, a to je manje od broja nepoznatih) prema Kroneker-Kapelijevoj teoremi slijedi da je dati
sistem saglasan i neodreden tj. ima beskonacno rjesenja. Za bazne nepoznate uzimamo Xi I Xz, a za



slobodne promjenljive uzimamo X3 i Xa. Iz posljednje jeda¢ine dobijamo x,=10x3-17x4-2, zamjenom
ove vrijednosti u prvu jedna¢inu dobijamo X;=-17X3+29xs+5.

Naka je xs=t, Xa=s, tada je x;=-17t+29s+5, a x,=10t-17s-2. Dakle, opste rjeSenje datog sistema je
uredena Cetvorka (X1,X2,X3,Xa)=(-17t+29s+5,10t-17s-2,t,S), t,S € R. Uzimaju¢i za t i s konkretne
vrijednosti tada dobijamo partikularna rjeSenja datog sistema. Npr. (5,-2,0,0) za t=s=0; (-12,8,1,0)

za t=1,s=0; itd.
X, +X, + X, =1
Primjer 2. Rijesiti sistem jednacina X; + X, +2X; =1.
X, +X, +3%X; =2

Transformisuci prosirenu matricu sistema dobijamo:

1111 1 11 1 111 1
P~f1121|~{0 0 1 0|~|0 O 1 O]
1132 00 2 1 00 0 1

Odavde zakljucujemo da je rangA =2, rangP =3, tj rangA = rangP, pa prema Kroneker-
Kapelijevoj teoremi dati sistem je nesaglasan tj. nema rjesenja.

X, +2X, +3X; +4X, =5
. s o X, + 2X; +3%, =1
Primjer 3. Rijesiti sistem jednacina .
X, +3X; +4x, =2
X, + X, + 5X; + 6x, =1

Primjenom elementarnih transformacija sistema tj. elementarnih transformacija matrice na vrste
prosirene matrice sistema dobijamo:

123 45y (1L 2 3 4 5
I3:01231~0123 1]

10 3 4 2 0 -2 0 0 -3
11561 0 -1 2 2 -4

12 3 4 5 123 4 5

01 23 1 012 3 1
10046 -1] |00 4 6 -1
0045 -3/ (000-1-2

Dakle, polazni sistem je ekvivalentan sa sistemom

X, +2X, +3X; +4X, =5
X, +2X; + 3%, =1

4x, +6x, =-1
X, =2

Kako je rangA=rangP=4- broj nepoznatih, prema Kroneker-Kapelijevoj teoremi slijedi da je dati sistem
saglasan i odreden tj. ima jedinstveno rjeSenje. Iz posljednje jedna¢ine imamo da je x4=2, pa zatim iz

13 3 . -
treCe jednacine dobijamo da je X; = R iz druge jednaCine dobijamo X, = > i na kraju iz prve

jednacine dobijamo X, = e



Primjer 4. Diskutovati i rijeSiti sistem jednaCina u zavisnosti od
mx, + X, + X;=1
parametra m: X, +MmX, + X, =1.
X, + X, +mx; =1

Koriste¢i elementarne transformacije matrica na vrste prosirene matrice sistema dobijamo:
mi111) (1 m1 1) (1 m 1 1
P={1 m 1 1|~m 1 1 1|/~(0 1-m® 1-m 1-m|~
11 m1 1 1 m1 0 1-m m-1 O

1 m 1 1 1 m 1 1

~|0 1-m m-1 0 |~{0 1-m m-1 0 |~
0 1-m?> 1-m 1-m) (0 0 -m?-m+2 1-m
1 m 1 1

~10 1-m m-1 0
0 0 @-m@+m) 1-m

Iz prethodnog zaklju¢ujemo:

1 -2 1 1
e zam=-2 dobijamo P~|0 3 -3 0], pajerangA=2, a rangP=3, tj. rangA = rangP
0O 0 0 -3
, po Kroneker-Kapelijevoj teoremi dati sistem je nesaglasan tj. nema rjeSenja.
1111
e za m=1 dobijamo P~|0 O O O/, pa je rangA=rangP=1<3-broj nepoznatih, po
0 00O

Kroneker-Kapelijevoj teoremi posmatrani sistem je saglasan i neodreden, tj. ima beskona¢no
rjeSenja. Dati sistem je ekvivalentan sistemu Xi:+X;+x3=1.Za baznu nepoznatu uzimamo Xxi, a
slobodne promjenljive su x. i xs. Neka je x.=t, a xs=s, t,s € R, tada dobijamo da je x;=1-X.-
xs=1-t-s. Dakle, opste rjeSenje datog sistema je uredena trojka (X1,X2,X3)=(1-t-s,t,5), ,s € R.

e za M#—-2 i m=1 imamo da je rangA=rangP=3- broj nepoznatih, pa po Kroneker-
Kapelijevoj teoremi slijedi da je dati sistem saglasan i odreden tj. ima jedinstveno rjeSenje. Dati
sitem je ekvivalentan sistemu:

X, + mX, + X; =1
L-m)x, + (m-1)x, =0
@-m)(2+m)x, =1-m

Iz posljednje jednaCine dobijamo X, =2—, iz druge jednaCine dobijamo
+m

X, = i na kraju iz prve jednacine dobijamo X, = .
24+m 2+m
X+y+2=06
Primjer 5. Diskutovati i rijesiti sistem jedna¢ina ax+4y+2z =5 u zavisnosti od

6x+(a+2)y+2z=13
parametra a.



1 1 1 6 1 1 1 6 1 1 1 6
P=la 4 1 5 |~|0 4-a 1l-a 5-6a|~|0 4-a l1l-a 5-6a
6 a+2 2 13 0 a-4 -4 -23 0 0 -a-3 —-6a-18
1z prethodnog zakljucujemo:
1) Za a =4 dobijamo
1 1 1 6 1 1 1 6 1 1 1 6
P~|0 0 -3 -19|~|0 0 1 6 |[~|0 0 1 6 |,
0 0 -7 -42 0 0 -3 -19 0O 0 0 -1
paje rangA =2, rangP =3, tj. rangA = rangP , po Kroneker-Kapelijevoj teoremi dati sistem je
nesaglasan tj. nema rjesenja.

1 1 1 6

2) Za a=-3 dobijamo P~|0 7 4 23|, paje rangA = rangP = 2 < 3- broj nepoznatih, po
0 00 O

Kroneker-Kapelijevoj teoremi dati sistem je saglasan i neodreden tj. ima beskona¢no rjeSenja. Dati
X+y+2=06

sistem je ekvivalentan sistemu y . Za bazne promjenljive uzmimo x i y, a slobodna

7y+4z =23
- . . . . 23 -4t 19-3t
promjenljiva neka je z. Neka je z =t, tada dobijamo da je y = o X = ol Dakle, opste

19-3t 23-4t
rjeSenje datog sistema je uredena trojka (X, Y, Z) = ( T ,tj, teR.

3) Za a#4 A a=-3 imamo da je rangA=rangP =3- broj nepoznatih, po Kroneker-
Kapelijevoj teoremi dati sistem je saglasan i odreden tj. ima jedno rjeSenje. Dati sistem je ekvivalentan
X+y+2=06
sistemu: (4—a)y+(—-a)z=5-6a . Iz posljednje jednaline  dobijamoz =06, iz druge
(-a—3)z=-6a-18
1

i na kraju iz prve jednacine dobijamo X = ———.

jednacine dobijamo VY =
! ! Y a-4 a-4

Kramerovo pravilo se primjenjuje samo za rjeSavanje kvadratnih sistema tj. sistema kod kojih je
broj jednacina jednak broju nepoznatih

anX, +apX, +...+a,X, =b
Ay X, +8yX, +...+8,, X, =h,

(%)

A X +a,X, +...+a,X, =b,

Determinantom sistema (**) nazivamo determinantu matrice sistema (**) i oznacavamo je sa D.
a, da, &5 ... 4

n

dyy, Ay ... Ay,

a
Dakle D=detA=| %

a, a, a3 ... a

nn



Sa D, Dy, ..., Dn ozna¢avamo determinante koje se dobijaju iz determinante D tako $to se redom
umjesto elemenata prve, druge, ..., n-te kolone stave elementi by, by, ..., bs, koji su slobodni ¢lanovi
sistema (**). Dakle,

b, a, a3 .. a, ap, b a; ... a;,
D= %2 %= - Balp _fa 0o B2 ot
bn an2 an3 e ann anl bn an3 ann
a, 8, a3 ... b
Ay A8y Ay ... Db
Dn — ‘21 ‘22 ‘23 ‘ 2
ay 8, 8,3 ... b,
o Akoje D=0, tada je sistem (**) saglasan i odreden tj. ima jedinstveno rjeSenje i to:
D D D
X, =—5, X, =—2, .., X, =—.
D D D
e Akoje D=0 barjedno D; #0 (i=1,2,...,n), tada je sistem (**) nesaglasan tj. nema rjesenja.
e Akoje D=D, =D, =...=D, =0 tada je moguce da sistem (**) ima ili beskona¢no
rjesenja ili da nema rjeSenja. Za precizniji odgovor potrebno je koristiti Kroneker-Kapelijevu
teoremu.

3X, +2X, + X3 =5
Primjer 6. Rijesiti sistem jednacina 2X; +3X, + X; =1 .
2% + X, +3%; =11

Dati sitem je kvadratni pa ga mozemo rijeSiti Kramerovim pravilom:

3 2
D=2 3 1=309-1)-2(6-2)+1(2-6)=12,
2 1 3
5 21
D,=|1 3 1|=509-1)-2(3-11)+1(1-33) =24,
11 1 3
3 5
D,=12 1 1]=3(3-11)-5(6-2)+1(22-2) =-24,
2 113
3 25
D,=12 3 1|=3(33-1)-2(22-2)+5(2-6)=36.
2 11
Kako je D =12 # 0, po Kramerovom pravilu slijedi da dati sistem ima jedinstveno rjeSenje i to:
D 24 D, 24 D, 36
X\=—=—7=2, X=—=——F=-2, X3=—7=—=3
D 12 D 12 D 12



X, +X;=0

Primjer 7. Rijesiti sistem jednacina 3X;, —2X, — X; =—1.

X, +2X; =1
1 0 1 0 0 1
D=3 -2 -1=1(-4+1)+1(3+0)=-3+3=0, D;=|-1 -2 -1=1-1+2)=1
2 1 1 2

Ovdje mozemo da stanemo i koriste¢i Kramerovo pravilo da zaklju¢imo kakoje D=0,a D, =1#0
, to dati sistem nema rjeSenja tj. dati sistem je nesaglasan.

Primjer 8. U zavisnosti od parametra a rijesiti sistem

D, =

2%, —5x, =1
ax, +5x, =-2a-5

2 -5

D:a 5‘:10+5a, Dlz‘ =5-(10a + 25)=-10a- 20,

-2a-5 5‘

=-4a-10—-a=-5a-10.
a —2a-5

Koriste¢i Kramerovo pravilo imamo:

Akoje D0 = 10+5a#0 = a=-2,datisitem ima jedinstveno rjesenje:
&_—20—1Oa_—10(2+a)__2 “ D, -5a-10_-5(a+2)

"D 10+5a 5(2 +a) " "2 D 10a+5 5(2+a)

Za a=-2 imamo da je D=D;=D,=0, pa ne moZemo primijeniti Kramerovo pravilo ve¢
. . . . . . 2% =5, =1

izvrsiti dodatnu analizu. Uocimo da tada dati sistem glasi: . Ako prvu

—2X, +5x, =-1
jednacinu dodamo drugoj jednacini dobijamo da je dati sistem ekvivalentan sa sistemom koji
ima samo jednu jednacinu 2X, —5X, =1, po Gausovom metodu zakljucujemo da dati sistem
ima beskonacno rjeSenja. Bazna nepoznata je X1, a X2 slobodna promjenljiva. OpSte rjeSenje

1+5t,t)teR.

datog sistema je uredeni par (X1, X2)=(

ax—-y-2z=-1

Primjer 9. Kramerovom metodom rijesiti sistem jedna¢ina X+ay+z=1 u zavisnosti

-X+3y+3z=a

od parametra a.



a -1 -2
D=|1 a 1 |=3a°-5a-2=(3a+1)-(a—2),

-1 3 3
-1 -1 -2

D=1 a 1|=2a-(a-2),
a 3 3
a -1 -2

D,=|1 1 1|=-a’+a+2=—(a+1)-(a-2),
-1 a 3
a -1 -

D,=|1 a 1|=a’-3a-2=(a+1)*-(a-2).
-1 3 a

1) Ako je D=0 = a;t—s— A a#2, tada dati sistem ima jedinstveno rjeSenje:

D, 2a y_&__a+1 Z_&_(a+1)2
D 3a+l1’ D 3a+1’ D 3a+1

. 1 . 14
2) Akoje a= —3 tadaje D=0,a D, = ry # 0, pa dati sistem nema rjesenja.

3)Akoje a=2,tadaje D=D, =D, =D, =0, pa ne mozemo primijeniti Kramerovu metodu veé¢
2Xx—-y—-z=-1
sistem rjeSavamo Gausovom metodom. Dati sistem je ekvivalentan sistemu x+2y+z=1
-X+3y+3z=2
Prelazimo na prosirenu matricu sisema i dobijamo:
2 -1 -2 -1 1 2 1 1
P={1 2 1 1 |~ 2 -1 -2 -1|~
-1 3 3 2 -1 3 3 2
1 2 1 1 1 2 1 1
~|0 -5 -4-3|~|0 -5 -4 -3
0 5 4 3 0 0 0 0
pa je rangA =rangP =2 < 3- broj nepoznatih, po Kroneker-Kapelijevoj teoremi dati sistem je
X+2y+z=1
-5y-3z=-3
. Uzmimo da je z slobodna promjenljiva, a bazne promjenljive x i y. Neka je z =t. Iz poslednje

saglasan i neodreden tj. ima beskonac¢no rjeSenja. Dati sistem je ekvivalentan sistemu

t —
jednacine dobijamo Yy = , 1z prve jednacine dobijamo X = T Dakle, opste rjeSenje datog

sistema je uredena trojka (X, Y, Z) = (% %,tj, teR.

X+y+(@L-m)z=m
Primjer 10. Rijesiti sistem jedna¢ina (L—m)X — Yy + z = —1 u zavisnosti od parametra m.
X+(m-)y-z=0



1 1 1-m
D=l-m -1 1|=m’-3m?+4=(m+1)-(m-2)%,
1 m-1 -1
m 1 1-m
D,=-1 -1 1 |=0,
0 m-1 -1
1 m 1-m
D,=l-m -1 1|=-m*+m+2=—(m+1)-(m-2),
1 0 -1

1 1 m
D;=[l-m -1 =l=-m*+2m°’+m-2=—(m-1)-(m+1)-(m-2)
1 m-1 0

1) Ako je D#0 = m=#-1 A m=2 dati sistem ima jedinstveno rjeSenje:

D, (m+1)(m-2) 1 D, m-1
X:—:O, y:—:— 2:— , l1=—=——
D D (m+2)(m-2) m-—2 D m-—2

2) Ako je m=-1 tadaje D=D, =D, =D, =0, pa ne mozemo primijeniti Kramerovu metodu,
X+y+2z=-1
ve¢ sistem rjeSavamo Gausovom metodom. Dati sistem je ekvivalentan sistemu 2X—Yy+2z=-1.
X-2y-2=0
Prelazimo na prosirenu matricu sistema i dobijamo:
1 1 2 -1 1 1 2 -1 1 1 2 -1
P=/2 -1 1 -1|~|]0 -3 -3 1|~|0 -3 -3 1},
1 -2 -1 0 0 3 3 -1 0 O 0 O
pa je rangA =rangP =2 <3 - broj nepoznatih, po Kroneker-Kapelijevoj teoremi dati sistem je
X+y+2z=-1
-3y-3z=1
. Uzmimo da je z slobodna promjenljiva, a bazne promjenljive xi y. Neka je z =t. Iz posljednje

3t+1 3t+4
, a iz prve jednaCine dobijamo X =—

saglasan i neodreden tj. ima beskonac¢no rjeSenja. Dati sistem je ekvivalentan sistemu

jednacine dobijamo Yy =— . Dakle, opste rjesenje

4 1
datog sistema je uredena trojka (X, Y, Z) = [— 3t;— — 3t; ,tj, teR.

3) Ako je m=2 tadaje D=D, =D, = D, =0, pa ne mozemo primijeniti Kramerovu metodu ve¢
X+y—-2=2

sistem rjeSavamo Gausovom metodom. Dati sistem je ekvivalentan sistemu — X — y + z =—1. Prelazimo
X+y=2=0

na prosirenu matricu sistema i dobijamo:



1 1 -1 2) (1 1 -1 2) (1 1 -1 2
P=|-1 -1 1 -1|~l0 0 0 1|~l0 0 0 1,
1 1-10)lo0 0 02 0o 0o 00

pa je rangA =1, rangP =2, tj. rangA = rangP , po Kroneker-Kapelijevoj teoremi dati sistem je
nesaglasan tj. nema rjesSenja.

Matri¢na metoda se primjenjuje samo za rjeSavanje kvadratnih sistema tj. sistema kod kojih je broj
jedancina jednak broju nepoznatih

agX, +a,X, +...+a, X, =b

1n*n

X =b

A, X, +a,uX, +...4+8,,X, =b, ()

A X, +a,X, +...+a,X, =b,

ay ap 83 ... 8y
Sistem (**) moZemo zapisati u matriénom obliku AX =B, gdjeje A= % a,zz a.zs a,zn
a, a,, d,z ... Q,

Xl

X2

matrica sistema (**), ¢iji su elementi koeficijenti sistema (**), a X = matrica kolone ¢iji su

Xn
b,
b
elementi nepoznate sistema (**) i B =| .° | matrica kolone &iji su elementi slobodni &lanovi sistema
b,
(**).
all a‘lZ a‘l3 t aln bl
ay 8, ay ... a b
Matricu P=| 2 %2 "2 2n ? | nazivamo prosirenom matricom sistema (**).
anl anz an3 te ann bn

Ako je D=detA=0, tada je, saglasno Kroneker-Kapelijevoj teoremi rangA =rangP =n, tj.

sistem (**) je saglasan i odreden. Osim toga postoji i A - inverzna matrica matrici A. MnoZenjem
matri¢ne jednadine AX = B sa lijeve strane matricom A™, dobijamo A™(AX)= A™B, odnosno

(AA)X =A'B,tj. X =A'B,jerje A'A=E, gdje je E jedini¢na matrica.

Primjer 11. Matri¢cnom metodom rijesiti sisteme jednacina:
X, +2X, +3X; =5 X, —3X, = X; =1
a) 4x, +5X, +6X, =8, b) —2X, +7X, +2X;=-2.
7%, +8X, =2 3X, +2X, —4X; =3



1 2 3 5
a) Iz datog sistema zaklju¢ujemo da je A—[4 5 6|, B=|8 Kako je
7 8 0 2
-48 24 -3 -48 24 -3 (5) (-2
A=l o1 s L toje x=AlB=—| 42 -21 6||8|=| 2. Dakle, x;=-2, x=2, xs=L1.
21 3 6 _3 s 6 -3)l2 1
1 -3 -1 1
b) Iz datog sistema zakljuéujemo da jeA=|-2 7 2|,B=|-2|. Kako je
3 2 -4 3
32 14 -1 32 14 -1 1 1
A'=l2 1 0}, to jeX=A"B=|2 1 0||-2|=|0|. Dakle, x:=1, x,=0,
25 11 -1 25 11 -1 3 0

X3=0.

Homogeni sistem linearnih jednacina je takav sistem u kojem su svi slobodni ¢lanovi jedaki
nuli tj. sistem oblika:

ag X, +a, X, +...+a,x, =0

1n*n

Ay X, +ayX, +...+3,, X, =0 -

A X + A, X, +...+a, X, =0

Sistem (***) moZemo napisati u obliku matri¢ne jednac¢ine AX=0, gdje je

& ap 83 ... A,
8y 8y Ay ... Gy o e . o
A=| . . ! . matrica sistema (***), ¢iji su elementi koeficijenti sistema (***),
aml am2 am3 amn
X
X2 . oo . . . - - .
a X =| .° |matrica kolone ¢iji su elementi nepoznate sistema (***) i O -nula matrica tj. matrica kolone
X

n
¢iji su elementi slobodni ¢lanovi sistema (***). Kod homogenog sistema proSirena matrica P ima u
posljednjoj koloni sve nule, pa je rangA=rangP. Dakle, homogeni sistem je uvijek saglasan. Ako je
rangA=n, n- broj nepoznatih u sistemu (***), tada postoji jedinstveno rjesenje sistema (***) i to je
X1=X2=...=X,=0. Za to rjeSenje kazemo da je trivijalno rjeSenje sistema (***).
Razmotrimo kada sistem (***) ima netrivijalno rjeSenje.

Teorema 2. Homogeni sistem jednacina (***) ima netrivijalno rjeSenje ako i samo ako rangA
< n, gdje je A matrica sistema (***), a n broj nepoznatih.

Posljedica 1. Homogeni sistem od n jednacina sa n nepoznatih ima netrivijalno rjeSenje ako i
samo ako je detA=0, gdje je A matrica sistema.



X, + X, =X;=0
X, +axX, +X;, =0
2X, +3X, - X, =0
4%, — X, —9%;, =0

Primjer 12. Rijesiti sistem jednacina

TransformiSuéi matricu sistema dobijamo

1 1 -1)( 1 -1y (1 1 -1) (1 1 -1
1 a 1| ]0a-12|]o 1 1| ]o 1 1
A=y 3 107lo 1 1|70 as1 2|70 o0 —as3|
4 -1 -9) 0o -5 -5) Lo =5 -5) o O 0

e Ako je a=3 tada je rangA=3- broj nepoznatih, pa posmatrani sistem ima samo trivijalno
rjeSenje X1 =Xp=X3=0.
e Akojea=3tadaje rangA=2<3 - broj nepoznatih, pa posmatrani sistem ima netrivijalno rjeSenje
o o X, +X, =X, =0 . .
i ekvivalentan je sistemu . tx =0 Za bazne nepoznate uzimamo X1 i X, a za
2 3

slobodnu nepoznatu xs, pa je opSte rjeSenje posmatranog sistema  uredena trojka
(X1,X2,X3)=(2t,-t,t), teR.

33X, + X, — X;=0
Primjer 13. Rijesiti sistem jednacina 5X; +2X, +3X; =0 .
8%, +3X, + mx, =0

Dati sistem je kvadratni pa mozemo da posmatramo determinantu matrice sistema

31 -
detA=5 2 3|=m-2.
8 3 m

o Akoje detA=0 tj. m# 2 tada posmatrani sistem ima samo trivijalno rjeSenje X1=X,=X3=0.
e Akoje detA=0 tj. m=2 tada posmatrani sistem ima netrivijalno rjeSenje i ekvivalentan je
3X, + X, — X =0

sistemu . Bazne nepoznate su X1 i X2, a slobodna nepoznata je xs, pa je

X, +14x, =0

opste rjeSenje posmatranog sistema uredena trojka  (x1,X2,X3)=(5t,-14t,t), t e R.



