Glaval.
INTEGRALNI RACUN
FUNKCIJA DVIJE I TRI
PROMJENLIJIVE

1.1. DVOSTRUKI INTEGRAL

a) Definicija dvostrukog integrala

Kod jednostrukih integrala oblast integracije je dio prave, na primjer odsjecak [a,b] !
Prirodno proSirenje ovog pojma je dvostruki integral &ija je oblast integracije neki
skup S u ravni Oxy (moZe biti i itava ravan).

Od znadaja za definicije viSestrukih, krivolinijskih i povrSinskih integrala su
pojmovi dijametar skupa i razbijanje skupa. Neka je ® skup u ravni Oxy ili prostoru i
d(A,B) rastojanje izmedu tataka A i B. Dijametar skupa ® je broj
= max d(A,B)(d jc najveée rastojanje izmedu tataka A i B skupa ). Pod

razbijanjem skupa na djelove (oblasti) podrazumijeva se takvo dijeljenje skupa u
kojem djelovi nemaju zajedni¢kih unutra3njih tataka, a unija svih tih djelova je Citav
skup.

Navedimo dva zadatka koji dovode do pojma dvostrukog integrala.
Primjer 1 (izratunavanje zapremine cilindra). e
Neka je u ravni Oxy zadata zatvorena (povezana) /7' TR
oblast § ograni¢ena linjjom L. Neka je na skupu § :
zadata nenegativna i neprekidna funkcija fiM), M(x.y).

izvodnice paralelne osi Oz, a sa gornje strane je

ograni¢en povrdi z=f(M) (SI 1)? Oznalimo ovaj Q

|
Kako naéi zapreminu cilindra ¢ija je osnova oblast S, t _

|
cilindar sa T. Oblast S razbijmo na n djelova (oblasti): g ) ;

a8 a8y oy &8, 7 S| &M
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i u svakom od njih izaberimo po jednu tacku. Na primjer, u oblasti S, tacku
M,(x,y,) (i=1,2...., n). I povriinu oblasti aS; oznalimo sa a§,. Proizvod fTM,)asS,

(geometrijski) predstavlja zapreminu (malog) cilindra Cija je osnova S, i1 visina
f(M ). lzraz

V, =Y f(M,)aS, (1)
1=l

predstavlja sumu zapremina svih malih cilindara sa osnovama S, i visinama f(M,).
(i=1,2,...,n). Izrazom (1) data je jedna aproksimacija zapremine V cilindra 7.

Kako dostiéi taénu vrijednost zapremine V?

Neka je A najveéi dijametar u razbijanju S, (i=1.2....n). Ako pustimo da
A—0.tadace V, = V..

=i Ya S, 2
v llx_ngléfwl)asl . (2)
ili zapisano u koordinatama

V= m;f(x,... ¥,)aS, .

Primjer 2 (izradunavanje mase ravne figure). Neka je u ravini Oxy zadata
ravna materijalna plo¢a S. Oznadimo sa y(M) gustinu materije u tatki M(x.v)eS.

Smatrajmo da je gustina Yy(M) neprekidna i
}I

nenegativna funkcija na skupu S (Sl 2). Nadimo masu AS,

m plote S. Kao i u prethodnom primjeru, oblast §

razbijmo na n djelova (plogica): Y
ASl. ASE. o AS", 3

i u svakoj od njih izaberimo po jednu tatku, na primjer
M, esS,, M (x,.y,). Smatrajmo da je gustina materije

O X

u oblasti &S, konstantna i jednaka y(M ). Sada je

masa oblasti S, priblizno jednaka y(M,)aS,, gdje je
S12

sa aS, oznadena i povi§ina oblasti S, . Jedna od aproksimacija mase m poloce S je

n

m, = ZY(M, Jas; . (4)

i=l
Taéna vrijednost za masu m se dobija ako u (4) pustimo da A —0. gdje je A najvedi
dijametar u razbijanju (3), {j.

m:lli_rg;y(M,.)Asf . (5)
odnosno

h
= limzﬂ{(xj,yi)ASI. .
A—0 =

Uogimo da su desne strane u (2) i (5) gradene na isti nacin, mada u rezultatu
predstavljaju razlicite veli¢ine, u prvom - zapreminu cilindra, a u drugom - masu
ravne materijalne ploce.

Do izraza za V, i m, dosli smo rjeSavajuci konkretne zadatke. Sada ¢emo do

n

sli¢nog izraza do¢i oslobadaju¢i se pretpostavki datih za funkcije fiM) 1 ¥(M ).

Neka je u zatvorenoj ogranicenoj oblasti S ravni Oxy zadata funkcija z=IM).

1. Oblast S razbijmo na n oblasti aS;, aS,, ..., a5,

2. U svakoj od oblasti aS,; izaberimo po jednu tatku M, (x;, ;).

3. Formirajmo proizvode f(M,)aS;. gdje je aS, povriina oblasti a5, ,
4. Formirajmo sumu Z‘f'(M,)AS, :

=1

il
Sumu Z_f'(MIJAS, nazivamo integralna suma. Ozna¢imo sa A najvei

1=l

dijametar u podjeli a8, aS,. ..., a8

n'

Definicija 1. Ako postoji kona¢na grani¢na vrijednost
=l 2, SO )

koja me zavisi od na¢ina razbijanja oblasti S na djclove S, niti od izbora tacaka
M €S, (i=1,2.3,...n), tada broj I nazivamo dvostruki integral od funkcije fiM) na
oblasti S, i kratko oznatavamo

”f(M )ds

ili
”_}"{x. vexdy .
3

Funkciju f(x,y) nazivamo podintegralna funkcija, izraz Flx, vydedy -
podintegralni izraz, a § - oblast integracije. Za funkciju f(x,y) za koju postoji
dvostruki integral na oblasti S kaZemo da je integrabilna na S. Na primjer, ako je
funkcija f(x,y) neprekidnana S, tada je i integrabilna na S.

Nadalje éemo smatrati da su sve funkcije sa kojima radimo integrabilne na
ukazanim oblastima integracije.

Saglasno definiciji 1, 1 primjerima | 12, imamo da je
V= J‘J.f(x,y)dxdy im= H‘Y(x, y)dxdy .
s 5
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Akoje f(x.v)=1 naskupu S, tada iz definicije I slijedi da je
Hdm’y =i
S
.gdje je P, -povriina oblasti S.
b) Svojstva dvostrukog integrala

Svojstva dvostrukog integrala su sliéna svojstvima jednostrukog integrala:
1) Hk - fMYdS =k - Hf(M)dS , k —konstanta (svojstvo homogenasti),
A 5

2) [[Cra)+ fo(M)as = [[f(M)as + [[ £,(M)ds (svojstvo aditivnosti),
§ 5 s
3) Ako je S=S,uUS, (oblasti S5, i S, nemaju zajedniC¢kih unutrasnjih
tacaka), tada je
[[remyas = [[rmyas +[[rmyas .
5 5 5
4)Akoje VM e S: f(M)< f,(M), tada je Hﬁ(M)dS < [[£m)as .
5 S
Specijalno:

4a) U_f'(M )dS

< _[ﬂj’(M)|dS Jjerje VM e S: f(M)<|f ).

4b) Ako su m, i m, najmanja i najveca vrijednost funkcije f (M) na skupu S,
tada je m, -5 < Hf(M)cIS <m,-§.gdje je § - povriina oblasti S.
4

5) (teorema o srednjoj vrijednosti): Ako je funkcija f(M) neprekidna u
zatvorenoj oblasti S, tada postoji tacka M e § takva da je Hf(M)dS = f(M,) S .
s

Vrijednost f(M,) nazivamo srednja vrijednost funkcije f(M) na skupu S.

Svojstva 1)-3) dokazuju se koriste¢i definiciju dvostrukog integrala. a u
dokazu svojstva 4)-5) koristimo i VajerStrasovn teoremu o egzistenciji najmanje i
najvece vrijednosti neprekidne funkcije na zatvorenom skupu.

c) Izracunavanje dvostrukog integrala

Neka je u ravni Oxv zadata oblast S ograniCena linijom L. Oblast § nazivamo
pravilnom u pravcu ose Oy ako svaka prava, koja je paralelna osi Oy i koja prolazi
kroz neku njenu unutradnju tacku, sije¢e granicu L u dvije tatke. Na slican nain se
definie i oblast pravilna u pravcu ose Ox. Oblast S u ravni Oxy nazivamo pravilnom
ako je pravilna u pravcu osa Ox 1 Oy.

LI
Pretpostavimo da je oblast § pravilna u pravcu ose Oy i da je ogranicena
linijjama:
y=@(x), y=W(x), x=a, x=>b, pri éemu su Q. ye Cla,b] i ox)Sy(x), xe[a,b]
{513

7
vi
y = W(x) ‘ P(x)
! @ Vs /\—'-\_ )
! g
oy AL
S |- : g A N(x)

O 4 b % P /
' O o X b X
513 S14

Kako se izradunava dvostruki integral pokaza¢emo u sludaju kada je funkcija
f(M) neprekidna i nenegativna na oblasti S. Uofimo cilindar ¢ija je osnova 5,
izvodnice paralelne osi Oz, a sa gornje strane je ograni¢en povrsi z=f(M). M€ §
(S14).

Zapremina V ovakvog tijela, saglasno definiciji 1, izratunava se po formuli
Vies Hf(x, V)dxdy . (6)
s

Oznadimo sa P(x) povrsinu popreénog presjeka cilindra sa ravni x=const,
b

a<x<b. Tada je. saglasno primjenama jednostrukog integrala, V = JP(x)dx. Kako
o

Wixd

je Plx)= j [lx.v)dy, to je

oY)
b wix)
V= J.f(x,y)(ly dx.
a\_elx)

Prethodni integral se obi¢no zapisuje u obliku

b wix)
V= [dx J'f(_x,y)dy,. (7)
i oY)

[z (6) i (7) slijedi da je
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_U_f'(.x, V)dxdy = l]‘drwj\': Flx, y)dy. (8)
S a plx)

Formula (8) vaZi u svim sluajevima kada je oblast integracije pravilna u
pravcu ose Ov i funkcija f(x,y) integrabilna (na primjer, neprekidna) na S. Pomucu
formule (8) izradunavaju se dvostruki integrali. Uotimo da se izralunavanje
dvostrukog integrala svelo na uzastopno (dvostruko) izradunavanje jednostrukih
integrala.

c<y<sd
Neka je oblast S pravilna u pravcu ose Ox i zadata sa : , gdje
YW S x<0(y)
su .0¢€ C[e,d] (SI5). Sliéno prethodnom, moZe se dokazati da je
d 6(y)
_Uf(x, y)dxdy = Ja‘y j Sfx, y)dx.
S c 1y)
y
¥y
d .
|
¢
N
(')l X
SIS Sl 6

Primjer 3. Na¢i masu plode § ograni¢ene krivama: x=1, y=0, y= i, X210,
ako je gustina materije u svakoj tacki jednaka kvadratu rastojanja le tacke od
koordinatnog pocetka.

0zxs . .
Oblast § moZzemo zapisati u obliku {U< & o (SI 6). Gustina materije u tacki (x,y)
SyEx

je x* +y’. Dalje je m= ”(xl + v*)dxdy , odnosno
5

o (e P Ve e 5] g2 26
= [y o+ yiudy = fax] iy 4 3= [l o+ Jax=—
m ;,‘-(\',[(\ 37 )y J(\ X"y 3 Jlo 1 X 3 dx 105

i t

Primjer 4. Na¢i zapreminu tijela ograni¢enog paraboloidom z= 4y,
koordinatnim ravnima i ravni x+y=1.

Zapremina V datog tijela (S1 7) izraCunava se po formuli V = H()c2 + yH)dxdy , gdje
s

je S oblast u ravni Oxy ogranifena pravama: x=0, y=0, x+y=1. Kako je

ili to  je e jdy J(.\': +y dx=

[ o=y . g j O<y<l e 2
osysi-x losxsi-y’
3 0 0

-y 1
I[—B + 37 {l~ )‘)}ly = 5 (kubnih jedinica).
0

7

Q ) y

12

S17 S18

Primjer 5. Naé¢i zapreminu V tijela ograni¢enog povriima x*+y’ =4 i
4z =
Uo¢imo da se osmina datog tijela (SI 8) nalazi u I oktantu. Tada je

3 3
éV = H\M&v fd_w[_\;: J{f_\‘ J- \j4—x"d_y = J‘(4—xl)dx=l?6 (kubnih jed.).
s 0 0 -

]

128 s 6
odnosno V :T (kubnih jed.).

Primjer 6. Naéi povrSinu figure S ogranitenc linijama y° =dax+4a’ i
x+y=2a {a>0).

—6a<y=<2a
Zapisimo oblast S u obliku < ? _44° (S19). Kako je P, = ”f.’xdy ; to &
]'— LxL2a~y N
4a

2a la—vy 2a 2 _4 2 4() 2
P= jdy _f dx= '[ 2a—y ﬁul{v:...:ﬁf—f (kvadratnih jedinica).

=Gt 7;-1—4(;: -6a 4”’ ," 3

4a
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Primjer 7. Naéi povriinu figure § ogranitene linjjama: xy=4 i x+y=5. \
1< v<4 |
Ove dvije linije (SI 10) sijeku se u tatkama (1,4) i (4,1), paje S: is €51 |
%
Slijedi.

oo 4 15 e
P = ded_v = Idx _[ dy= I(‘i —x— TJ dx= = 81n 2 (kvadratanih jedinica).
§ 1

\

LAy
Zadatak 1. Izmijeniti poredak integracije de j Sl y)dx.
4] ¥

1 X
R. |dx J‘ flx.v)dy.
0 v o '
Zadatak 2. Zamjenjujuéi poredak integracije zapisati dati izraz u obliku
| 1 2 3 .
dvostrukog integrala: Ir!.x‘ J_f(.\. y)elv + Jd.v j fla.v)dy.
1 {1 1 (1

R. ]dy:_f fx, y)dx .

0 ¥

d) Smjena promjenljivih u dvostrukom integralu

Neka je u ravni Oxy zadata oblast § ograniCena glatkom krivom L. Uvedimo smjene

x=x(u. ), y=y(u,v), (N
Pretpostavimo da se iz (9) u i v defini$u na jednozna¢an nacin:
u=ulx.y), v=v(x,y). (10)

Oznatimo sa S' sliku oblasti § transformacijama (10). Pomo¢u formula (10) svakoj
tacki M (x.y) oblasti § pridruZuje se neka tadka M '(u.v) oblasti §'. Formule (9)

13
nazivamo formulama transformacije koordinata, a-formule (10)) —formulama obratnih
transformacija.

Ako funkeije (9) imaju u oblasti §' neprekidne parcijulne izvode prvog reda i
ako je izraz
dx  ox
J= D(x.y) _|ou dv
Do, v) 8_) Q
du dv

razlicit od nule u oblasti §', tada vazi formula zamjene promjenljivih u dvostrukom
integralu:

(1)

.”f(—l'a V)dxdy = _”f [xCae,v). y(uv)||J | dudy (12)
S :

&

lzraz J (iz (11)) nazivamo funkcionalna determinanta funkcija x= x(it,v).
y=v(u.v). U upotrebi je 1 naziv jakobijan (po imenu njemackog matematiara
Jakobi).

Dokazimo formulu (12).

Formulama (9) uspostavljena je obostrana jednoznaéna veza izmedu tacaka oblasti §' i
I

AY
AV
U=cons
o v=cOnst
7
7
-
>
O u
SI11 Sl12

Razmotrime u oblasti 8 pravu w=const (S 11). Saglasno formulama (10) njoj u ravni
Oxv odgovara neka. u opstem sluCaju, kriva linija (S 12). Isto ovo vaZzi i za prave
v=const. Neka je u ravno O'uv dat pravougaonik ogranicen pravama:
U=y, u=ty+Atr, v=vy. v=vo+Av,

Tjemena ovog pravougaonika ozna¢imo sa Mo(ug.vo). M (ue+Auvg). Ma(ugtAuve+Av)
1 M3(tgvo+Av) (S113). Pravougaoniku MM, M-My odgovara u ravni Oxy krivolinijski
Cetvorougao NoN|NaN; Eije su koordinate: No(xo.yo)s Ni(xy, vi)y Na(vaya) 1 Na(xsva) (SI
14), gdje je
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8113 S1 14

xo=@(uo,v0), X1=P( ug+Au, vo), X2=9( Hg+AU Ve HAY), X5=0 (1, v +AY),

Vo=W(1o,V0), yi=y( upt+Au, Vo), ya=W( g+ AuetAY), y3=W (g vot+Av).
Povréina &etvorougla MM M=M; je AS’=AuAv, a povriina AS krivolinijskog
getvorougla NgN NaN3 se moze, sa taéno§éu do beskonacno male veli¢ine, zamijeniti

povr§inom paralelograma konstruisanog nad vektorima NN, i NyNy . 4.

AS ='NT]\—’;>< NONB'. Kako je

NN, = (@t + A, vy) = @ity vo): Wit + A,vy) = Wity V) »

—

W = (g, vy +AV) — @aty v ) W1ty vy + Av) = (i, . v Js
to poslije primjene teoreme Lagranza (ako je funkcija y=flx) neprekidna na odsjecku
|a.b] i diferencijabilna na intervalu (a.b). tada postoji tacka c€ (a.b) takva da je
Aby-flay=f"(c)(b-a)) dobijamo da je

]—\J'T!LT, Z[@AILQ‘\EAH) i N,N, :(a—(p-Av.g-\EAvJ.

dut e v dv
Dalje je
8 =T x B = e
dg  dy
oo

ili to je isto
AS =|J|Aubv

dx  ox
o _|ou  dv : o - i
gdje je J= i Determinantu J nazivamo funkcionalna determinanta, ili
y oy

o .
jakobijan. Iz uslova datih na funkcije ¢ i y slijedi .I;D

|
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Vratimo se dvostrukom integralu Hf(x, y)dxdy . Neka je funkcija f
5

neprekidna  na  oblasti S i fAey)=filety) yluv)=F.y). Tada je
Z_f{.\:&.yk)AS‘ =Z F(u,.v,)AS, . Poslije grani¢nog prelaza za A—0 (A -najveci
k=1 k=1 )
dijametar u podjeli AS;. i=1, 2. 3., n) i zamjene AS, =|J|AS; . dobijamo jednakost
(12).

. Primjer 8. Naéi formu dvostrukog integrala u polarnim koordinatama.
Veza izmedu Dekartovih koordinata tatke (x,y) tacke M i njenih polarnih koordinata

(p.¢) (Sl 15) je:

x=pcosp, y=psin@. (13)
Neka se oblast S smjenama (13) preslikava u oblast §'.
[zratunajmo jakobijan:

Mix.y)

dx  dx
_|dp a_q) _|cosp  —psin® e
- dy  dy Clsing  pcos@ i X
ap o

Tada je. saglasno formuli (12). Hf(.\:. y)dxdy = ”j‘[pcos @.psin Lp}]pa’pd(p.

5 3’

Primjer 9. IzraCunati H{y—_t)(h'dy. edje je S oblast ogranicena pravama:
b

1 i

y=x+l. y=a-3, y=—-X+—, y=——x+J3.
3 9 7 3
S i — ) Iy
Smjenama w=y—x, v=y +;x , odnosno x = 3“: 3 s = s , dobijamo da se
oblast § (Sl 16) preslikala u oblast §* (SI 17) koju ograni¢avaju prave: u =1, u=-3.
- Jf.? <u<l 2 2 3
- P . 4 4| 3 .
y=—,v=3.,4. 8 .Kakoje J = i |
9 . ]zsvgs ! | I R
9 —_— —_—
4 4
3 1 5 2! %8
(v—x)dxdy = 11]*—14!1“11*: di \=udv =——.
j:'[ -!.'[ ;o4 J‘ Jf—l 3




18

8117

Sl 16

Primjer 10. Izra¢unati H (c>1), gdje je S oblast ograni¢ena
5

elipson = ]
a
Uvedimo (uopstene) polarne koordinate: x=apcos@. v=bpsing. Tada se oblast S
. O<p=l . )
(SI 18) preslikava u  oblast 5 (SI 19). Dalje je
0<@<2n oo
acos(p —apsin@ .
=| =abp i
bsing  bpcos@
v Ll
bl 24t %——
aT J
|
0, P
SI18 8119

19

H d\(fr‘ - dxdy = H abp fpd(p=

ab J-ci(pj-\/-f—ﬂb jff@(_\/j’ )_ 2(sz1’.( \/ﬁ)

e) Primjene dvostrukog integrala

Neke primjene dvostrukog integrala smo ve¢ naveli (zapremina cilindra. povrsina
ravnog lika i masa ravne ploce). Navedimo jo§ jednu primjenu iz geomctrije, i
nekoliko primjena iz mehanike.

1) Izracunavanje povrsine povrsi
Neka je povr§ T zadata jednadinom z=z(x,y) i neka je njena projekcija na ravan
Oxy oblast S. Pretpostavimo da je u oblasti S funkcija z=z(x,y) neprekidna i da u
njoj ima neprekidne parcijalne izvode z (x.y) i :,;_(.\'. v). MozZe se dokazati da se
povrsina P, povrsi X izracunava po formuli

= ” 1+z° (x.y) + z_;_l(_.\’._ y)dxdy . (14)
s

Primjer 11. Izradunati povr$inu dijela paraboloida y=x*+2z" koju isijeca

cilindar x* +z> =1 u I oktantu.

Na SI 20 je data pove§ X ¢iju povrSinu treba da izratunamo. Dalje jn,

= J-_Nl+» (& »)Jr\, x v}d\dzm_”‘\/l-klh +4z (lefz—th J Vi+4x' +4z°dz

t

Za izraCunavanje zadnjeg integrala uvedimo polame koordinate: x=pcosq.
<p=l

v=psin@. Tada je F=ip i g i (P<E' Slijedi,
ST

n

Lo ——— 5[5
24

P, = jd(pjp\/l +dp*dp= T (kvad. jed.).

i} 0
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Primjer 12. Izracunati povriinu dijela sfere £:x* + y* +z° =a’ (a>0) koju

3
. . o e pye 2 0 A, s 2 k)
iz nje isijeca cilindar (x 3 _\"") =a’ (& - ¥ ):
- T 2 332 B 3 2 : . s
Oznaéimo sa S krivu (.\' + v ) =a (¥ —y7) u ravni Oxy. Da bismo shvatili o
kakvom se cilindru radi uvedimo polarne koordinate: x=pcos@, y=psin@. Tada je

_E<(pg£

=a,fcos2@ . Kako jecos2¢=0,toje S": 4 4 . UoCimoda p uzima

0<p<asfcos2g

najvecu vrijednost (to je a) za ¢=0. Na SI 21 je data povr§ X ¢iju povr$inu treba da

izratunamo. Kako je z=+/a" —x* -y’ ,to je
] i) e
:P\_ = ”\/i +z, () +z, (x y)dxdy = a H dudy JT pa’pd(p =
24 Ja' -
ity 5

(n—a\/’l_‘sin(pl}d(p:u J'(lm\/_|smcp‘)d(p—

a]dgo J —%a’pzza
: e

P PO S—

0 S @
1
T :
1 4
) 8 I = e 3 b a 5 3 b
a -;fa“\./Z _[|sm Lp\d(p:n' -——Ert‘ﬁjsm wlp=a’ {—+2—2\EJ.
2 = 2 s 2
3

odnosno P, =a’ (It+4—4\f§).

21

2) staticki momenti i koordinate teZi$ta ravne materijalne
ploce

Neka je zadata materijalna tacka A i osa a. Oznadimo sa d rastojanje taéke A od ose a i

sa m masu koja je smjeStena u tacki A. Statitkim momentom M, tacke A(m)u

odnosu na osu « nazivamo veli¢inu M, =md. Ako imamo konadan sistem od n
n

malterijalnih taaka A (m,) (i=1,2,3...n), tadaje M, =Zmid, , gdje je d, rastojanje

=1
tatke A,(m;) od ose a.

Razmotrimo slucaj ravne materijalne plo¢e S u ravni Oxy. Neka je gustina
materije u tacki M € § neprekidna funkcija y(M). MoZe se dokazati da se staticki

moment ploce S u odnosu na ose Ox i Oy izraunava po formulama:
M, = H_Vy(x. Vdxdy, M = H.w(.x. V)dxey . (15)
5 S

Da bismo nasli teZiSte ravne materijalne plode § postupi¢emo na sljededi
nacin: Ako se masa m materijalne ploe S (m= ”Y(.x,y)dxdy) smjesti u tacku
§

A(xp,y;) . tada su stati¢ki momenti M i M _ materijalne tatke A(x,.y,) jednaki

statickim momentima ¢itave materijalne ploce (dati su formulama (15)). Dakle,

Ky o T H.xy{ X Ve, Vi “HE= H_\’Y(x. ¥ )dxdy,
5 s
odnosno
1 1
% =— |Vxvix, $)dxdy; ¥ =— |V yy(x, v)dxdy . (16)
' J'MJ;ny ’ 1 mgw »)

Formulama (16) date su koordinate tcZiSla ravne materijalne ploce S.
Specijalno, ako je materijalna plo¢a homogena, tj. gustina materije je konstantna i
iznosi v, , tada je

Xp = }é: _[J‘,\'d.w'ly i Yr = PLQ [J.\-’f Ixdy .

gdje je P, povrsina ploce S.

Primjer 13. IzraCunali stati¢ke momente homogene materijalne ploée S
ogranicene linijjama: v= W, x+ v=3. v=0 u odnosu na osu Ox.

0<y<2
Smatrajmo da je gustina materije jednaka 1. Kako je §:9 y? T to je
1 .
2 3—w 2 }7 7
M, = ||ydxdy = |dy | ydx= (1—)*—— dy=—,
= o= b5 Jr-

"I



(RN
]

3y 3 3
M, = Hx(hd\,— J‘d» jxdt—%ﬂ(?)—y)l_%g)({v 2%.

0 V2
4

Primjer 14. Naci koordinate teZi$ta materijalne ploce, ograniCene elipsom

_‘+;5_’=1' koja se nalazi u I kvadrantu smatrajuéi gustinu materije konstantnom i
a’ 3
Jjednakoj jedinici.

0<x=a

Oznacimo sa S datu materijalnu ploéu. Tada je §: b —— . Kakoje
0L yE—~a —x°
a

b3 b33
=l n —X ﬁ\}a' =X

P.= Hdm’v— Idx J dy—E a’ —x’dx= :a il i H,xd,\dy J-dx J- xdy =
0 0
;f a' —x d,\HT to je x= de).dy——;. Slicno se dokazuje da je

4b . . 4a 40
Yy = R_n . paje teziSte date materijalne ploce tatka E ’5_Tt

Primjer 15. Na¢i koordinate teZiSta homogene materijalne ploe ograni¢ene

sa: y=x, ¥ =2x*, x=1 x=2.
Neka je gustina materije jednaka 1. Oznaimo sa § datu matenjalnu plocu. Tada je

S {\15;55\ . Kako je B Udulv— }zhjjdy J'r dx —Z

\.

B} 3,- b \ iy

U.\'u’.\'ch' = ]{:’.\'-IJ. Xy = ]-.\"(.4',\ :$ ; H velxdy = :[d.\'_j ydv = g lJ‘.wc‘d'.\' = % .l je
. rg,

5 1 v 1 A 1 s B

45 279 45 279
oo =— i y,. =—— Slijedi, tacka | —,—— | je teZiste date materijalne ploce.
g 1T Y [28 70}J e

3) Moment inercije ravne materijalne ploce
Moment inercije / materijalne tatke A(m) u odnosu na osu a je veli¢ina 1, =md*,

gdje je d rastojanje tacke A(m) od ose a. Za sistem od n materijalnih taCaka A (im,)
i

(i=1,2.3...,n ) moment inercije je [ =Zm,dﬁ . gdje je d, rastojanje tacke A (m,) od
i=1

ose a. Moze se dokazati da se momenti inercije ravne materijalne ploce § u ravni Oxy,

¢ija je gustina materije neprekidna funkcija y(x, y), izraCunavaju po formulama

I = -U),.J’Y(.-‘(, v)dxdy . I, = ﬁx:Y(x,y)dxdy.
g §

Moment inercije u odnosu na koordinatni pocetak (tacka Q) izraCunava se po formuli

R ]
%]

L=I1+I = _U(x’ + _\"’) Y(x. ¥ )elxdy .
¥

Primjer 16. Izracunati moment inercije u odnosu na koordinatni pocetak
ravne homogene materijalne ploCe ograniCene pravama x+y=2, x=0.v=0
(gustinu materije smatrati jednaku 1).

2 P

H T+ y dx'dy = jdx j(xz + }’ d)’

vl-J. 45 +12x° —le-ﬁ-S)rh-§
0 0 30 3



