o

S19 o1 10
5

<4

Primjer 7. Nac¢i povréinu figure S ograni¢ene linjjama: xy =<4 1 X+ V=
| <

g—

Ove dvije linije (S1 10) sijeku se u tatkama (1,4) i (4,1), paje S:44 <8 -
—<SyS5-x

|
Slijedi,

]

| §=1

(T 4 |5 |
Fo= Hri.w{}- = Jrh jf:’}': J.[ﬁ—,r*—)rﬂr:'q— —~81In 2 (kvadratanih jedinica).

I 4 ! A

r . b . I ‘illllr
Zadatak 1. Izmijeniti poredak integracije frfy Ij'{.\; y )elx .

L ¥
) X

R. |dx | f(x, v)dy.

{ "

Zadatak 2. Zamieninias _
: ~ <aljenjujuct poredak integracije zapisati dai; |
i B | statlle zapisatt dati 1zraz u obliky

dvustrukﬂg integrala; Jn’.a j_f'{-t,y}r!_r-r Jrh "fj"{.m.j'}u’_v.

() () i

[ 2
R. jn’_v f S (e, y)dx .
l ¥

Neka je u ravnsi
Favini G.‘."'p" Zadar: ael 't
Y zadata oblast § ogranidena glatkom krivor
g slatkom krivom L. Uvedime <
o~ | Y= X(UY), y= y(uy) Mo smjene
relpostavimo da se 17 (9 * TS

Oﬂ,nﬂﬁjmﬂ sa S Q]lk E[‘" H[JI'.'-. :!r']' . Y= '-‘”(JE, y} - :
. 2 sliku oblasti © ¢ 5
acki M(x.y) oblagi § pE'lqu : ransformacijama ( 10). Pomogy f T
F 2 PridruZuje se neka tas U formula (10 '
€ | a tacka - ) svakoj
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sazivamo formulama transformacije koordimata, a formule (10) —formulama obratnih
(ransformacija |

Ako funkcije (9) imaju u oblasti S' neprekidne parcijalne izvode prvog redi 1
ako je 1Zraz

dv  dxl

= D(x, ¥) =i;]: - (1)
N, v i il_‘li
du dv

razlicit od nule u oblasti ', tada vaZi formula zamjene promjenljivih u dvostrukom
integralu:

H_f'l-l'- v )elxely = Hj'[-rf_u*v}.ylu*vll]i.ﬂdu.d'v . (12)
£

5

lzraz J (iz (11)) nazivamo funkcionalna determinanta funkcija .f=.ﬂuvl’}~
v = v(w.v). U upotrebi je i naziv jakobijan (po imenu njemackog matematicara
Jakobi).

Dokazimo formulu (12). o
Formulama (9) uspostavljena je obostrana jednoznacna veza izmedu tacaka oblasti S

5%
:
v
LH=COons t ::fh
a 0N > —
Sesasmeas AGSSESN
mriEDEEE ) ED Ve " A S Ak
0 0 LA P, “11
SSasdicing RIS OS SR
B NARNRIINID KX 2
BeuRERE l“'"
EERERANIIAN oA :
U 0 X
51 11 SEL2

Razmotrimo u oblasti 8* pravu n=const (81 11). Saglasno formulama (10) njoj u ravni
Oxy odgovara neka, u opstem slucaju, kriva linjja (51 12), Isto ovo vazi i"za prave
v=const. Neka je u ravno O'uv dat pravougaonik ogranicen pravama:
U=y, H=Hy+AlU, V=V, V=vg+Av,

Tjemena ovog pravougaonika oznaéimo sa My(ua,ve), My(o+Au ). Ma(iig+ A, ve+Av)
| My(1tg,vo+Av) (S] 13). Pravougaoniku MM M.M; odeovara u ravni Oxy krivolinijski
Cetvorougao NoNiNaNy Eije su koordinate: No(xoyo), Ni(xy, vi)y Na(xays) i Ni(xq.v3) (Sl
14). gdje je '
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Sl 14

S113

i +Av),
.1.'3=(|'J{ rm+ﬂu;:m+.ﬂﬂ, Jr_‘-h—*qj (th Vo

= 0(ugve), X1=9( ugtAu. Vo) D). Y=\ (1o, Vot AV).

yo=W(tove)y V1= o+, vo), Ya=WI “ﬂ‘*‘i”'“‘fﬂ vrivoliniiskog
Povriina cetvorougla MM M.M; je AS=Aulv, a povrsingd AS l-:rwm-[ ‘]‘1’1‘?": B et
cetvorougla NyN,N2N+ se moze, sa tacnotéu do beskonacno male ve lﬂl ; ;

povriinom paralelograma konstruisanog nad vektorima N N, 1 NNy . 1.

AS =|E’HN,' X NHNJI . Kako je

NN, = (@(u, + Au,vy) = g, vy ), Wiy, + Aue, vy ) — (i, vy }l) -

NN, = (@i, . vy + Av) — G, v, ). W, vy + Av) — Wi, . v, }) :
to poslije primjene teoreme Lagranza (ako je funkeija y=fix) neprekidna na odsjecku
la.b] 1 diferencijabilna na intervalu (a.h), tada postoji tacka ce (a.b) takva da je
fibi—fla)=f(c)(b—a)) dobijamo da je

N, =[E£Eﬂu,ﬂ“-!ﬂu] NN, =[im,§l"_m,),

i due dh v
Dalje je
do dy
AS =|N,N, x UN3|== iyl 1078
do oy
| vy
ili 8to je isto
=J['.!h£ﬂu,
_E?;r_ dx!

2 1 J*
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integraly Hj"(x,y]ff.tr!y. Neka je funkcija f
'

Vialimo se dvostrukom

prekidna na ast] i
”TI’”L ” oblasti ~ § ' .ﬁ.\f*:ﬂf‘l?m'ﬁn,w)ﬂlnﬁt.t.'.*}}E.’-Tu,v]. Tada je
1;"1 ; | : .I b = - | . L
2 v )AS, ll,‘" Ly VAS, Poslije granicnog prelaza za A—0 (A -najvedi

- ]|
dijametar u podjeli AS, . i=

L 2. 300, ) i zamjene AS, =|/|AS, . dobijamo jednakost
(12).

s Prim‘i“ 3. Nﬂfii tormu dvostrukog integrala u polarnim koordinatama.
Veza izmedu Dekartovih koordinata tadke (x, y) tacke M 1 njenih polarnih koordinata
(p.®) (S1 15) jer :

X=pPCcosy, _y.—.p:-;.intp. (13) Y Mx.V)

Neka se oblast § smjenama (13) preslikava u oblast §°

[zracunajmo jakobijan: ' |
_rJ_l X |
. ~|op  dp| [cose —psing) S :.__.,_:i
i e T |

Il
|

dy  dy| [singQ pcoso|

p I
Tada je, saglasno formuli (12). ”j'{x. y)exdy = Hf[pcns @, psin@)|pdpde.
§ §'

Primjer 9. Izracunati H{ v—x)dxdy , gdje je S oblast ograni¢ena pravama:
)

| T l
3 o K Y —— X =——X+).
V=gl =0,V Al y 3

-3u+3v  u+3v
Smjenama u=y—x; V= }'+;L odnosno x=- e

. dobijamo da se
4 4

oblast S (S| 16) preslikala u oblast S' (Sl 17) koju ograni¢avaju prave: u =1, u=-3,

,. | 4 3

- -3<nusl _”-f_l
WA W Kakoje J =

! 9.,1 5.[J+S ‘_F.{:p'f_zﬁ HI-_

L9 4

=lw & |
i

| 38

Hf y = x)dxdy = Hu l#:}}hidv — _[f..-’ (" J-} ey = —

5 -3

Ll
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v A
v =X+ )
| y = e i y 1 L T =
L
| 'I' _. -}I-=-l|= -
!' ! Hl. | |T
0 . |
fa= At SI 17
e E
| S 39
SI 16
P i e tlxely b | : x
rimjer 10, Izracunati H il (¢>1), gdje je § oblast ograniena
5

¥

e y -

. A :
elipsom — + L,— =1.

2 )
o X v
5 ‘ ]
R
(i h*

Uvedimo (uopstene) polarne koordinate: A=APCosP, y=0psin@. Tada se oblast §

(SI18) preslikava u  oblast 8 st Sl 6 ]
D<o ( 19).  Dalje je

ol acosq —apsing
g o =abp i
281N (p bpcus(pl
-:Fl l
i
b 5
<JT
- —
|
_“"'T-—-:h-——-—__._l_. ) _
S| 18
S| 19
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 ( eyl
H . 2 A r"f“"rf" : J-j'_l, ffhi _?'t“_}f“ﬁ:

,'IJ ' 'l.- ! g \I'fll' PhE [':l
1"-.,|| il 15
J | f Im —_— b LY
ab Jrr'*f{[ﬁ,.- . p}-_._— =ab [do|~c* -p’|}) = 2abm(c~c* 1),
(] 3 e AR ()

e) Primjene dvostrukog integrala

Neke primjene dvostrukog integrala smo veé¢ naveli (zapremina cilindra, povrsin
ravnog lika 1 masa ravne plode), Navedimo jod jednu primjenu iz geometrije,
nekoliko primjena i1z mehanike.

1) IzraCunavanje povrsine povrsi ey
Neka je povi§ X zadata jednadinom z=z(x,y) i neka je njena projekcija na rava

Oxy oblast S. Pretpostavimo da je u oblasti § funkcija z= z(x, y) neprekidna i da
njoj ima neprekidne parcijalne izvode z (x.y) i z,(x.y). MoZe se dokazati da
povr§ina P povrsi 2 izraCunava po formuli

P, = _” 427 (x, v)+ 1'.;.1(.1', y)dxdy .
:

(14)

Primjer 11. Izraunati povrsinu dijela paraboloida y=x"+2’ koju sl
cilindar x* + 2" =1 u I oktantu.

ovid X &iju povrdinu treba da izratunamo. Dalje je

Na SI 20 je data p =
- LA | - : —
P, = ”\/1_+ y_'z(i',ﬁ + y'_-l(x.y')dxdz = ”\fl+4f + 47" dxdz = Effx j \/l+4.x* +
' # L ] 0 N
b
:Za izratunavanje zadnjeg integrala uvedimo polarne koordinate: x=p¢C
| ‘ (0<p<l
. - . ") | q
y=psinQ. Tada je J=p 1 S l}ﬂtp*_i%
55 - l—’rt (kvad. jed.).

2 ] SerTa—
P = r3$fp\/l+4p3rip=— =

0 ()
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inu dij vtz =a (a>0
Primjer 12, [zratunati povrsinu dijela sfere 2 i

g 2 2 ¢ il o |
iz nje isijeca cilindar (;: + ¥ ) =a’(x"—Yy")
Oznacimo sa S krivu [',1-3+~,--3):=f::3(f-—y‘?} 4 ravni Oxy. Da bismo shvi

kakvom se cilindru radi uvedimo polarne koordinate: x=pcos@Q, y=psinQ. !

m It
-——SPS— i
p = ayjcos 2¢ . Kako jecos2¢ 20, to je S':J 4 4 . Uocimo da p
0<sps<s u\fcns 20

hajvecu vrijednost (to je a) za ¢=0. Na Sl 21 je data povr§ £ ¢&iju poOvVISInuU L

izracunamo. Kako je z=+/a* —x* =y | o je
—P H 1+ z *(x, y)+z x, y}fhdy-u_[ {h-dl" — p_dpd_(g__
_[ ,r———-——-__ﬁ 2 ﬂj \/” _F =
i} -:T 2p % R
dep ——————-1 = =g ((a=aBle 4
LR e dp = HJ(” uﬁ\smtp\)d'(pzfﬁ [(1=v2sin ol =
d "
; : 4
f;‘l +-g-q: \/_2 J.lbin (p],;quh ”i 250 ﬂ:ﬁi | .
{; | ) _d[smtpd(ii*n“(—5+2-2\/§}
odnosno P, = 2
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2) Staticki momenti i koordinate tezista ravne materijalne
ploce
ke A od ose a1

Neka je zadata materijalna tacka A 1 osa a. Oznacimo sa d rastojanje tac s
| - | Atnru

«n m masu koja je smjestena u taéki A. Statickim momentom M tacke

I oy ¥ 1 - F TLL -y b ﬂd ’I
odnosu na osu a nazivamo veli¢inu M =md . Ako imamo konaCan sistem
i : ]
P : : : = b astojanje
materijalnih taCaka A (m) (i=1,2,3...,n ), tada je M_ = E md, . gdje je (. rastojan)
-1

tacke A (m.) od ose a. | |
Razmotrimo sluéaj ravne materijalne ploce 5 u ravini Oxv. Heka e gusl‘zllar
materije u tatki M € § neprekidna funkcija y(M ). MoZe se¢ dokazali da se staliCki

moment ploée S u odnosu na ose Ox i Oy izraGunava po formulama:
M, = [[yy(r.y)dxdy, M = [[xy(x.y)dxdy. (15)

Al

Da bismo nasli teZiste ravne materijalne ploce S postupicemo na sljedecs
nacin: Ako se masa m materijalne plote § (m= _U'*f{,x, y)dxdy ) smjestt U tacku
5

i M_ materijalne tacke A(x..Yy,) jednaki

statickim momentima ¢itave materijalne ploge (dati su formulama (15)). Dakle,

A(x;, v, ). tada su staticki momenti M

.

Xy 2 H1= J]'x’]f{r. Vidxdy , Voo = H yy(x, y)dxdy,
s §
odnosno
X, = . Hrf{ x, v)dxdy, Yy = 15 H}r"f{x, Vvdxdy . (16)
m Y m %

Formulama (16) date su koordinate teZista ravne materijalne ploce S.
Specijalno, ako je materijalna plo¢a homogena, {j. gustina materije je konstantna i
iznosi v, , tada je

Xp = ‘—i;- _[_[ xdxdy , Yr = -;; {_I. vlxdy

gdje je P, povriina ploce S.

Primjer 13. IzraCunali statiCke momente homogene materijalne plo¢e S
ograniene linijama: y = 2x, X+ v=3. y=0 u odnosu na osu Ox.

i

O=sy<2
Smatrajmo da je gustina materije jednaka 1. Kakoje §:4 .2 1o je
I L=y
4
2 Y=¥ 2 3
M. = I ydxdy = |dy | ydx = 1{3—};—}’—.}«1 s
3 2 :-'!r = 1
e s -
4
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19 . . "fl ‘f _lH'E
- 3 gl Xy e
y, = [[rdvdy= jdy ) *x= :ﬂl i 16 é

J " SN et e et
] .Y i : | E I_L:: TL‘IIH LS & 5
- 11 koordind . W
| whAt errstinu ITe .
- wadrantu smatrajuct &
' =1. koja se nalazl U [ kvadrantl ¢

il b
jednakoj jedinici - N< x<a

—

-, Kako je

i < ada 1e 8 [s T
Oznacimo sa S datu materijalnu plocu. Tada | w” < yS— \ﬁr; 3
| (f

'I—Jt.lllurr'! o
i ; il fl
i .I,' fl ‘ ,{] T ] - ; .l = M i j'[x-{.‘{rd}' - j{f_.r J- ft'f}' —

!ﬁ ’.'-"J’fhdk i-l"ll jl i_:[ i L ﬂ'b[ : : : i

b s o Lpro 244 gligno se dokazuje da je
; wa =xdx= 3 o Je x. = F !I-Tffify I

4h i 4at 4&?‘]
T - poalsd 5 Fidte d: o ¢I ~ lﬂ'ﬁﬂ [aﬁl{ﬂ [-—-—,—' :
Vv, ool pa je teziste date materijalne p Ar 3

Primjer 15. Naéi koordinate teZista homogene materijalne ploCe ogranicene
sa: y=x", y=2x* x=1 x=2,

Neka je gustina materije jednaka 1. Oznacimo sa S datu materijalnu plocu. Tada je
. Kako jﬂ ﬂ. = :Tf.tify =[x ffy — ,1:3{;,' X =—
bt o 1.5 i

o

.5:{ | i
TSy 2y

|
.1. ]

e T o 15 Ak )
ﬂ.x.ﬂhr{\ = ]jf.f.x J- (dy = [f A ey = J;J.}'ﬂ’.!m’y = r[u'.-r 1_!‘ ydy :'—; I[ Yy = % , to je
45 . 279

4 sy o 45 279 |
B , adla | 2 : o v
X, >3 Y, - Slijedi, tacka { 28 7 ) Je teziste date materijalne plode.

?1) quent Inercije ravne materijalne ploce
Moment inercije |/ materijalne tadke A(m)

- u odnosu n: i g 2
gdje je d rastojanje tacke A(m) 1 08U @ je velitina I =md’,

od ose a. Za sistem od 1 materijalnih tadaka A (
i

m)
oMty moment inercije je / =
. i

060 e

Zm‘-cff » gdje je d, rastojani
- e tacke A (m
08¢ a. MoZe se dokazati da s et f ' B

e . € momenti inerc;
Clja je gustina matey l Inere

je ravne Materijalne | !
| ploe S u ravni Ouxy,
(X, %), izradun Xyl

lje neprekidna funkcija
Y ava]
JU po formulama

= ﬂfﬂx, V)dxdy |
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