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2. 3. FURIJEOVI REDOVI , =

Specijalnu, i u primjenama Cesto prisutnu, klasu funkcionalnih redova Einﬂ-Fuﬁj'g'_jj
redovi. Iz bogate matematic¢ke teorije posvecene Furijeovim ref!nvima ovdje éemo

navesti samo klasu trigonometrijskih Furijeovih redova. |

Podsjetimo, funkciju f(x) nazivamo periodi¢nom sa periodom 7, ako je za
svako x iz oblasti definisanosti f(x+7T)= f(x). Na primjer, trigonometrijske

funkcije
l. cosx, sinx, cos2x, sin2x, cos3ux,.....

imaju period 27 .

Periodicna funkcija s= f(t) opisuje periodicno kretanje (oscilacije) tacke
koja u momentu ¢ ima koordinatu s. Na primjer, funkcija

3=Acns(k—:r+m),' ' _ (1)
gdie je A>0, {>0 i ® -konstanta, opisuje harmonijske oscilacije tacke sa
amplitudom A, fazom ® i frekvencijom (ucestalost) k. Funkcija (1) ima period Z—E- I
funkcija

a, cns%r+bksin*k?nr {‘f’ +b; >0),
gdje je k prirodan broj, opisuje harmonijske oscilacije, jer je

/
kT . KT %
a, CDSTI‘ +b£ S1I —Ff = ﬁ: +b§ ———ﬂk—..-:CGEEI+— Z& : Ein'EEf o=
2 2 Y
N +b; ¢ Ja: +b; (

A, cﬂs[k—ff T mtJ ;

gdje je A, =\la;+b;, a ®, se odreduje jednoznaino iz uslova: 0< o, <2m,
a Avt 1D :
—F—=——=0080), | ——~—=5in®, . Suma
\/ak + b, \/a; + b,
. k
S, (1) = iJfZ[ﬂ: COS 2t + b, sin <
2 Vet 4 (

predstavlja sloZenije harmonijske oscilacije. Jo¥ sloge
mogu se dobiti kao suma konvergentnog reda (za svako t)

dy |~ km
- + Z(ﬂt Cos—t +b, sin E; :
2 'Iw £ 4

nije harmonijske oscilacije

(2)
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koji nazivamo trigonometrijski red. Brojeve a, i b, nazivamo koeficijentima

trigonomtrijskog reda (2), a sabirke a, cns%—r + b, sin El:-1* - ¢lanovima reda.

o

sada prethodno uopstimo. Neka je zadat trigonometrijski red PoT Sa d
a, ke
S Z[ak COs—x+ b, sinﬂx} (3)
2505 4 {
: kTt il T ; .
Kako je cns—E-x <11 [sin —g—-x <1, to je za konvergenciju (apsolutnu i ravnomjernu)
reda (3) dovoljno da konvergira (majorantni) red m

fi -k
], $* o+ ). |
k=] ;

Ovo slijedi na osnovu VajerStrasovog kriterijuma 0 ravnomjernoj konvergenciji
funkcionalnih redova. Kada se ustanovi da red (3) ravhomjerno konvergira, onda to
znaci da je njegova suma neprekidna funkcija sa periodom 2£. Osim toga, tada se red
(3) moZe formalno diferencirati po x:

— k
Z‘?ﬁ(“‘ﬂk sinanx+b,‘ cms%x]. (4)

k=l

Napi$imo majorantni red reda (4):

Zﬂ(‘ﬂk s (&)
k=1 L |
Ako red (5) konvergira, tada red (4) ravnomjerno konvergira. Saglasno svojstvima

ravhomjerno konvergentnih redova suma reda (4) je izvod sume reda (3). Dakle, ako

red

5[ 45) (1l +1a)

k=] ! . :
konvergira za neki prirodan broj s, tada red (3) ravnomjerno konvergira 1 moze se

diferencirati po x.
.h-h-'"-—-

Pretpostavimo da se periodicna funkcija f(x) sa periodom 2( moze razloziti

u trigonimetrijski red, tj. da je k %
y= .4 5 g, cos P x i :

f(u:.}—?+§(ﬂkcﬂs 7 .r+bksm 7 x], (6) =
za svako x (ili mozda za sve x izuzev nekih odredenih vrijedn:jsti x).. Nesto ka?.mjﬂ
¢emo navesti uslove pod kojima razlaganje (6) vazi (Dirihleuvf uslovi). Etnst-avl]a se
pitanje kako pomocu funkcije f(x) definisati koeficijente a, 1 b,. U pnnclpl.:n ovaj
problem matematicari su rijesili podetkom XIX vijeka. Sustinski doprinos tcfne e dacr
Z. Furije (1768-1830, francuski matematic¢ar). On je dokazao da se koeficijenti a, 1
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(. b, trigonometrijskog reda koji predstavlja periodi¢nu funkeiju f(x)
/3 ' - - : )
izratunavaju po formulama:
lr _E(Ex,k=ﬂ1 l, 2,13 |
e , (7)
I f ; _@Edﬁ k = .L 2: 3
b, =F:.[ f (x)sin==dx,
-L\ Brojeve a, i b, ( koji se radunaju po formulama (7)), nazivamo F“fijW-: n
o jjski red (6), u kojem su @, i b, Furijeoyj

 koeficijentima funkcije f(x). Trigonometrij
koeficijenti, nazivamo Furijeoy red funkcije f (x).

Specijalno, ako je funkcija f(x) parna, tada je

|
=2 [rreont e kw01, 2. 5.
L

¥

b, =0, k=1, 2, 3.

a ako je funkcija f(x) neparna, tada je
a, =0, k=0, 123,

2 . kmx
b‘: =Fff(x)sm7dx, k=l, 2, % |

£
-0

Ako je (=m, tj. ako je funkcija f(x) periodi¢na sa periodom 2w, tada
Furijeov red (6) ima oblik ‘
f(x)=%+2(ﬂk cos kx+ b, sin kx)
k=)
u kojem se Furijeovi koeficijenti (7) racunaju po formulama:

[ "
a; HE__!:f{I)CGSW: k"'_'[}m | AL %

I n
! __ | ——
..?‘: —_— -nl f{IJEIn kxdx’ k I‘ 21 3l-l-rl-

| a— 1
| Furijeovi koeficijenti (7) mogu se zapisati

sliedece tvrdenje. Ako je funkcija £ (x) et ! na drugi nadin koji se oslanja na

odi¢na sa periodom 2¢, tada je

a+2f

| [

| I f(x)dx = I f(x)dx, gdje je a proizvoljni realni bro '

| 10}. Dok : :
b s ) Az ovoga svojstva je vr.lq,_

42

_[ f (x)dx . Saglasno svojstvima odredenog integrala imamo da je

prost. Neka je [ =
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a+dl

[ = _[f (xX)dx + _[f (x)dx + Jf ()dx. Uvedimo smjenu u=x-2¢. Kako je

ffI—Z’?):ff“} Ger je 20 period funkcije  f(x)), to je

n+ 2l

j f(x)dx = j f(u+26)du = f f (u)du - J’ f(x)dx. Dalje je

= jf(x)dlx+ If{.r)rb:—- _[f{.t}ﬂ!x = ]f(x)cix,
5 -t f £ '

$to je i trebalo dokazati. .
)

. Iz prethodnog slijedi da se Furijeovi koeficijenti (7) mogu zapisati na sljedeci
nacin:

n+7r

=- If{x)cnsde k=0, 1, 2, 3..

Ly A l
1 K
y I (A)Sln—-—dx k=123

—

k

Vratimo se formulama (7). Kako se do njih dolazi? X,
Ako vazi razlaganje (6), tada se red na desnoj strani u (6) moZe integraliti po

x. Ako to uradimo na odsjecku [-F 7| salijevom i desnim stranom u (6), dobijamo

( | { A
jf(,r}d,r-_f—{i Jﬂ’h Z[ IEDE—I{EA +b Isink—nxdx : (8)
2 =1\ ¢ -1 ¢ /

Kako je I COS Eﬂ.{x 0, J. sin k?nxdx =0, to iz (8) slijedi da je

-

ady = F If(l')t.’t’..lf.

kTux
Sada pomnozimo lijevu i desnu stranu U (6) sa COs (k=1 2, 3..), &

zatim dobijene izraze integralimo na odsjecku [—¢,¢]. Dobijamo

' ; Y “  kmx  kmx
kTt a kTtx | , kKTUX ,
I if (.r:)c:ﬂs—?—dx:?ﬂ Icﬂsde+; a, Icns Tix+b :[sm-—f r.:t::ts—E dx}w}
- | - =l =( |
/ f * P
Kako je Icuslﬂxfit=ﬁ i Jsm k—:-fcﬂsﬁ-?—xdx=0, to iz (9) slijedi
( . .

)
_% Jlf(..r)cﬂﬂ-%%fbf (ks 283,
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Poslije mnoZenja lijeve i desne strane u (6) sa Sin 7 ( - '{i-“?
' 3
integraljenja na odsjedku [=¢, ¢] dobijamo da je .

[ Wi

ol G Laey. KkTx it p kx|

If(ﬂsm de=?“- }fsln——"f dx ; ! *_.!. / 4 b 4 e
- -

f R L]
Kako je _fsinJ k—fn—rﬁ:ﬁr = ¢, to iz (10) dobijamo da je
-

¢
A =-!'_ff x}sin%ﬁ:&r(.'c:l. 20350

funkciji f(x). Ovdje navodimo dva, jedan o "obi¢noj”, a drugi o ravnomjernoj
konvergenciji. Prije nego to uradimo uvedimo pojam dio po dio _glatke. funkcije na
odsjecku [a,b]. <=

f

~— Funkciju f(x) nﬁzivaniﬁ'din}pu dio neprekidnom na odsje¢ku [a,b] ako se

odsjecak [a,b] moZe razbiti na kona¢an broj intervala (x_,x;), i=12,...N, x,=a,

Xy =b, na kojima je funkcija f(x) neprekidna, a u tackama x,, x,, x,, ..., Xy-1s Xy
postoje konaéni:
Iim f(x), limﬂf{x}, Iimﬂf{x}, im f(x) .

1=ra+0 S o B X=X, + x—p0~()

Funkciju f(x) nazivamo dio po dio glatka na odsjecku [a,b] , ako je dio po dio

neprekidna na [a,b] i ako na svakom intervalu neprekidnosti ima dio po dio
neprekidan izvod.,

Uocimo da je dio po dio neprekidna funkcija na odsjecku

' |a,b] ogranidena i
da ima samo prekide prve vrste.

=i Teorema 1. Neka je periodi¢na funkeij

glatka na proizvolinom intervalu duzine 2¢. Tada Furijeov red funkcije f(x)
konvergira ka funkciji f(x) u taCkama -

neprekidnosti f keid ; |
LSt ) F girs0) | unkelje . f(x), L
e u taCkama prekida funkcije f(x).

a f(x)sa periodom 2¢ dio po dio

5 .




L o

fi Teorema 2. : 103
k Neka je perioditna funkcija f(x)sa periodom 2¢ neprekidna
na skupu K 1 dio po dio glatka na odsjed

Ku [=¢,¢ TadaF
ravnomjerno konvergira ka funkeiji f(x) na[ﬁ' ) ooy se8 Smieie

' Pl‘i . " ' 1t i
mjer 1. RazloZiti u Furijeov red periodi¢nu funkciju f(x) sa periodom

2¢, zadatu na (-¢,¢) jednaginom f(x)= 0, =l<x<(
. : L O<ex <t
Nadimo Furijeove koeficijente funkeije f(x):

I “'
4 =E If(v’ﬂdl‘:% Id.::: 15
= ff 3 u
A

Fa kTex
{JE.*—"II: Itf{I}CUS—F— -'—‘[EUS—E——QTI =0, (k"l 2y s )

0, k parno

= LT renysig e S !
: j‘: (I)Em_}?_dx—?ﬁ[ m——dx=-ﬁ[(-1)* -1]= }% k neparno

(k=1, 2, 3...). Sliedi,

l . TOx 3
f(‘f}——+ (imwl-%lsin—m+—1~5in—sm+..”

2" SRS ¢ s {
u taCkama neprekidnosti funkcije f(x). U ta¢kama prekida funkcije f(x), a to su:

x=0, £¢ *2¢, ..., suma pripadajuceg Furijeovog reda funkcije f(x) jednaka je

I(.xj_+[])+f(..r_—ﬂ=l
2 ol

Primjer 2. RazloZiti u Furijeov red periodi¢nu funkciju f(x) sa periodom

27, zadatu na (-7, 7| jednadinom f(x)=x.

a, =-l— Ixcuskrdr=0 (k=0,1, 2, 3...), \/
n
Zt_l)kﬂ

(k=1, 2, 3..).
k

Listen L.,
b.t =E-{xﬂlﬂkﬂi¥=

Slijedi,

sinx _ sin2x sin 3x J
- e
f (%) 2( l 2 3
u tadkama neprekidnosti funkcije f(x). U tackama prekida funkcije suma

pripadajuéeg Furijeovog reda jednaka je 0.
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Primjer 3. Razloziti u Furijeov red periodi¢nu funkeiju f(x) sa periodom

. e
on, zadatu na [-m,7] jednaginom f(x)=X"-
Data funkcija je parna u skupu R, pa Je

b& = u ( k = 11 2‘1 3-" ). '::-

it 2 2
ﬂu'=2' G Tne i
T 3
. “47-"‘ parno s \_/
a, =£J‘Izcnskx‘ix=.f k {k =1.|. 2, 3:---)- Slljﬂdl,
o -f,—, k neparno
[ 3
e cosx ¢os2x  cos3x R
.1‘1=?—4 P - 21 + 31 ...... . X &I,
2 o 1
&% . 0 T
Specijalno, za x=m imamo da je — = I;T-

Primjer 4. RazloZiti u Furijeov red periodi¢nu funkciju f(x) sa periodom
0, —t<x<0

21, zadatu na jednadinom f(x)=1< :
! ) {.r, O<x<m
0,k parno | —lfk parno
i s t 57 g ]
Ovdje je a,=—, a,={ 2 b, =<5 , (k=1, 2, 3...).

2 (1 .
Fgmes nHeRnAarno
Lk i

?
=, kK neparno

Slijedi,

fog=R 2o coudn, | ), (sinx_sinds sindx_
4., i 1N e 1 5 —

U tackama neprekidnosti funkcije f(x). U tatkama prekida funkcije f(x) suma

# . - 2
Furijeovog reda je % Specijalno, za x=m imamo da je L S |

_-_
‘——

8 n=l (2” 5 1)2 .

Na kraju razmotrimo Furijeove redove z iodi '
s ; : 4 neperiodi¢ne funkcije. Neka je |
funkeija /(x) zadata na intervalu (a,b). Da bismo funkeiju () mogli razloiti wil

Furijeov red potrebno je periodi¢no produZiti (dodefinisati) 1i:
S efinisati) liievo i : |
(a,0). Ovo produZenje se moZe uraditi na razligite nacine. %\Iajpri;;ed:sm o e

a) Smatrajmo da je funkcija f(x) periodi¢na sa peri 1
periodom T=p- : LPom |
f(x+(b-a)=f(x). b-a , tj. da je

b) Funkciju f(x) produZimo na R do nepame funke
T =2(b-a).l\.

lje F(x) sa periodom |
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(X)) =« f(x'i‘ﬂ},Uf:x{b._” )
SH(=X), —(b=a)<x<(’ E{I+2(b—ﬂ}1=ﬂ(ﬂ- |

¢) Funkeiju f(x) produzimo n
t].

a R do parne funkcije F,(x) sa periodom T =2(b—-a),

' f(x+a),0<x<p-
F,(x) = 3
b {Fg(-—l‘), —(b=a)<x<0' (3426 =a) = (7).

Furijeovi redovi u sludajevima a), b) i ¢) se razlikuju, ali u intervalu (a,b) /

(slucaj a)? L uintervalu (0,5 - a) (slu€ajevi b) i ¢)) konvergiraju funkeiji f(x) (pod
odgovarajucim uslovima glatkosti).

._-ﬁ

J Ako se Zeli Pﬂﬁlijﬂ' Prnduienja dobiti samo Furijeov red po sinusima, tada
funkciju f(x) treba produZiti do neparne funkcije F(x). U ovome sludaju je

a,=a,(F)=0, (k=0, 1, 2, 3..),

* ¢ I 2 I
b =b (F)=- b = *
v =0, (F) R Jﬁ(ﬁ)mnb_ﬂu{x,(k_l, Pyl
F(x)~ Z!J”(F, )sin km-- .

n=j h_ﬂ

U sluCaju da Zelimo dobiti Furijeov red po kosinusima, tada funkciju f(x)
treba produZiti do parne funkciie F,(x). Sada je:
b =b (F,)=0, (k=1, 2, 3...),

2 b= kTrx :
a, =a,(F) =7 {]jﬁl(x)cusf}_a-dx, (k=01 2. 3.5
ay(F)) < kTix
e M LA F,)cos
Fy(x)~ = ;aﬂ( 2)e0s>—

Primjer 5. Funkciju f(x)=x, 0 <x<m razloZiti u red po:
a) sinusima, b) kosinusima.
a) Funkciju f(x) treba produziti do neparne funkcije na intervalu (-m,m), a zatim

dobijenu funkciju smatrati periodi¢nom sa periodom 2m. Dalje je a, =0,

X -%, k parno
(k=0, 1, 2, 3..), b, == [xsinkudx=1 (k=1 2, 3..). Slijedi, ./
o ok k neparno

oo sinx  sin2x +Ein_3x ~ sindx +) e 0
| 2 3 4
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